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Tor wort. 

VVeit spater, als ich selbst je beabsichtigt oder erwartefc 
hatte^ folgt der zweite Band des Buclies dem ersten. Es war iin 
grunde nur ein Kapitel, das diese lange Verzogerung verursachfc 
hat, das immer von neuem dazu notigfee, die Ausarbeitung und 
Fertigstellung des zweiten Bandes noch weiter zurtickzustelleii. 
Die „magischen Quadrate^^ XII) mit ihrer iiberaus umfang- 

reichen Literatur, mit ihren mannigfachen Beziehungen zu an- 
deren, aufierhalb der Mathematik liegenden Fragen und Gebieten 
sind es, von denen ich hiei spreche Dieses Kapitel allein oder 
vornehmlich wai es, fiir dessen Neugestaltung, wie sie mir als 
anstrebenswert vorsoliwebte, ich mich nach Krwcheinen des 
ersteii Bandes lange Zeit hindiirch iiicht geniigend goriistot 
ftlhlte Allein, jc weiter ich — mit groBen Zwischenpausen — 
meine Studien und Vorarbeiteii fiber diesen Gogenstand fort- 
setzte, je melir ich dabei aucli in die anderen hierbei in Betraeht 
konimenden Gebiete emtrat, um so deutlicher zeigte sicli die 
Uiimdglichkeit, das Thema im Ruhmen eines Kapitels dieses 
Bandes auch nur einigermaBen zu erschopfen. Das nachste Sta- 
dium war nuninehr dor Plan, das in erster Auflage eiiibandige 
Buch auf dioi Fhliule aaszudehiien, deien zweiter ausschlieBlich 
oiner eingehenden B<diandlung von Geschichte und Theorie d<‘r 
magischen Quadrate gewidmet sein soil to. AUein, ancli diese r 
Plan wurde — aus iiuBeren Grilnden — alsbald wieder aufge- 
geben, und so mufite ich mich letzteii Endes doch entschlieBen, 
auf eine wesentliche ISTeugestaltung und vor allem auf eine 
nenneuswerte Umfangserweiteruiig des Kapitels XII zu verzich- 
ten, und die eingehende Behandlung seines Gegenstandes einer 
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selbstauidig er$cliemend«n Monographie^) vorbehalten. XJnbe- 
scbadet dieses Souderplans ist aber aucb bier auf besonderea 
Wunscb der Verlagsbandlung das Kapitel der „magi8ob6n Qua- 
drate^', das mancbe Leser yielleicbt vermiBt batten, beibebalten, 
ungefabr in dem alten Umfaage und demzufolge, wenn. aucb in 
neuer Bearbeitung, mit im wesentlicben dem alten Cbarakter. 
Da bei dieser Fassung des Frogramms em Grund des Aufscbubs 
nicbt mebr bestand, konnte icb das Bandmanuskript vor nun- 
mebr z^ei Jabren (1916) abscbliefien. DaB bis zum Erscbeinen 
des Bandes danu nocbmals mebr als zwei Jabre vergeben 'vrUrden, 
abnte icb freilicb damals nicbt. So ist tlenn also fUr diesen 
zweiten Band in seinem Verbaltnis zum ersteii das „nonum pre- 
matur in annum" bucbstabbcb wabr gcwonlen. Freilicb, daB 
diese lange Vorbereitungs- und Wartezeit dem Bande zum Vor- 
teil gereicht babe, wage icb nicbt zu h often; icb weiB vielmebr 
reoht wobl, daB der betriicbtliobe zeithcbe Abstand in der Aus- 
arbeitung der verschiedenen Kapitel mancbe UngleicbmaBig- 
keiten in sekundSren Dingcn, wie insbesondere den Zitaten, zur 
Folge gebabt hat; aucb in typographiscber Beziebung sind solcbe 
Inkongruenzen — infolge einer langeren, voUigen Stockung des 
Satzee, der aus besonderem Grunde mit den letzten Abscbnitten, 
insbesondere dem „Literariscben Index", begonnen hatte, — zn 
finden, obne daB mir jedocb die nacbtragliche Beseitigung 
solcber Unebenbeiten geboten erscbienen ware. Axif dor anderen 
Seite darf allerdmgs aus dom tingewobnlich langon Anfschub 
aucb ein wobl nicbt ganz belangloscr Qewinn vorbucht wordon’ 
er fallt dem ersten Bande zu, der vei-mdge der iimiaiigroichen 
„Kacbtrage und Berichtigungen zu Bd. 1", die Bd. II bringt 
(S. 315 — 360) und deren gar mancbe erst aus neuestor Zeit 
stammen, scbon jetzt — vor der Zeit — emo Verjilngung, sozu- 
sagen eine dritte Auflage, erlebt. 

Gegenstiinde und lloibenfolge der einzelnen Kapitol sind 
dieselben, wie in der ersten Auflage, geblieben; nur sind zwei 

1) Oiese, im Manuskript zum grSfiten Teil fertig, wird hoftentlich 
im kommenden Jahre, etwa im Umfange dieses Bandes, erscheinen kCnnen. 
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der damaligen Kapitel (XVI und XVII) jetzt zu einem (XVI) zu'^ 
sammeHgezogen, und "andererseits iet ein neuer Abschnitt (Kap. 
XXni) hinzugetretcn, der aus kleinen jjNachtragen" zu Kap. VI, 
§ 4 , die urspriinglich in Aussicbt genommen waren, erwaohsen 
isi; und nacb Einraumung eines eigenen Xapitels entsprechend 
weiter ausgostaltet wurde; eine organiscbe Verbindung dieses 
Kapitels mit dem zugeborigen Abschnitt aus Bd. I kann freilicb 
erst eine sp'dtere Auflage anstreben. Neu bcarbeitet sind gegeu- 
iiber der ersten Auflage mebr oder weniger aUe Kapitel, aucb 
haben die meisten — abgeseben yon einigen Streicbungen klei- 
nerer Partien, die niemand vernaissen wird, — eine Erweiterung 
erfahren, einige, wie insbesondere XV und XIX, sogar eine recht 
betrSchtlieh^ Aucb f(ir diesen Band, insbesondere aucb fflr die 
„N'acbtrage zu Bd. I“, baben versobiedene Preunde des Bucbes 
groBere oder kleinere Beitrage beigesteuert; ibnen alien, die 
naturlicb an den betreffenden Stellen genannt sind, drS.ngt es 
micb, aucb bier meinen verbindlichsten Dank zu sagen. Ein 
weiterer Nacbtrag zu Bd Ij” den Herr Dr. G. Polya, Pnvatdozent 
am Eidgenossischen I’olytechnikum in Zurich, kurzlieb zur Ver- 
iiigung stellte, koniite seinem ganzcn Oharakter nacb nur fur 
eine gesondcrte Veniffentlichung, als Originalbeitrag, in Frage 
koinmen und erscbeint daher bier (S. 364 — 374) m dieser Form; 
dabei mo<‘hte icli nicht untei lassen, mit Dank gegen den Herrn 
Verfaasei hervoizubebon , <UiB es mir eine bcsondero Ehre isl^ 
dieso so wertvolle und intc'ressante Arbeit des ausgezeicbneten 
Forschois bier zur Veriilfentlicbung bringen zu diirfen, ebenso . 
wi(' os raich mit lebhafler Freude erfiillt, durch die scUbnen Er- 
gebniss(‘ dioser Untersuchung das Band zwiscben der Unter- 
haltungsmatbonuitilv und wichtigeii Be.standtoilen der strengen 
WisHOUschaft engoi gekniipft zu sehon. 

Don BeschluB des Bandes und damit des ganzen Weikes 
bildon ausfubrlicbe, bc'ulen Banden gemeinsame Namen- und 
Sachregistor. Thnen vorhor gebt, wie in der ersten Ausgabe, ein 
bereits erwiib liter „Literarischer Index", der die Aufgabe erfiillen 
soil, die gesamte Litoratur der Unterbaltungsmatheniatik zu ver- 
einigen. DaB dieses Gebiet einer scbarfen Circumsknption kaum 
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^liig ist tmd somit Meinuugsverscliiedenlxeiten fiber die Zuge- 
liorigkeit nielit weniger Schriften sehr -wolil moglich sind, be- 
dar£ keiner Erwabnung. So sehr diese Literaturliste min auch 
gegenfiber der frfiheren Ausgabe sich gedehnt hat^), so sind dooh 
andererseits auch wieder, znmal aus der alteren Zeit, eine Beihe 
von Eindringlingen, die, mit einer irrefuhrenden Maske versehen 
Oder in anderen Bibliographien xnit einem falschen Signum anf- 
geffihrt, sich zu IJnrecht in die erste Ausgabe eingeschlichen 
hatten, hier bei naherer Prfifnng ausgesehlosaen ■worden. Titel 
wie jjArithmetisch-geometrischer Lustgarten", „Arithinetisehe 
Eigotzlichkeiten", „Matheinatisches Sinnen-Oonfect", „Arithme- 
tische Erquickstunden" usw., besagen, so verheiBungsvoll sie 
auch klingen, naturgemafi oft recht wenig in tufterem Sinne, 
and tatsaohlich biCten Bficher dieser und anderer S.hnlicher, 
ehemals so beliebter Titel an Stoffen und Problenaen der in un- 
serem Buche behandelten Art oft schlechterdings nichts. Statt 
dessen findet man darin beispielsweise lediglieh algebraische 
Textaufgaben und zwar von solchef Art,, wie naan sie heute 
ebenso gut oder vielmehr besser in jeder Schulaufgabensamna- 
lung antrifffc, und hSchstens mit dem Unterschiede, da6 diese in 
jenen alteren Werken in moglichst romanhafter Einkleidung er- 
scheinen. Da wird ineiuetwegen eine langliche Geschichte er- 
zahlt von einem Schiff, das am Gestade eines weltverloreiien 
Eilands einen seiner Matrosen, der sich irgendwie stvaflich ver- 
gangen hatte, aussetzen und zurucklassen muBte, und es folgt 
nun eine formliche Robinsonade, die uns schildert, wie der Zu- 
ruckgelassene bei der Abfahrt der Gefahrten von Verzweiflung 
gepackt wird, wie er dann auf Mittel sinnt, em Boot herzustellen, 
wie er hierbei endlich auf den Gedanken verfaUt, ein Grab 
aufzugraben, um den dann ruhenden Sarg zu einem Boot um- 
zuarbeiten, und wie er auf diese Weise schlieBlich doch noch 
das Schiff seiner frtiheren Gefahrten einzuholen verinacc Der 
langen Rede kurzer Sinn, die ganze „niatliematisclie Erquickung^"^, 


1) Die erste Ausgabe, bis zum Jahre 1900 reichend, wies 330 Num- 
mern auf, die jetzige bis zu dem gleichen Zeitpunkt rand 600 
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liegt danu dariu, aus irgeudwelchen, zum ScUufi mid ziemlicli 
TULTerzaittelt beigebrachteu Daten die Enifemuug you der Insel 
zu berecbnen, in der dies Zusammentre£Een stattfand. Oder es 
bandelt sicb um Btlcher, 'vrie jene in die ersie Ansgabe meines 
„Index‘' gleiebfalls zu Unreebt aufgeuommeneu „Mysteria nume- 
rorum“, deren Inbalt der groBe Euler in eiuem. Briefs durcbaus 
zutrefPend mit folgenden Worteu gekennzeicluiet bat: ,;Ia Petri 
Bungi Mysteiiis numerorum", so scbreibt er an G-oldbacb^), 
„babe ieb nicbt das geringste Merkwfirdige gefunden. Er durch- 
gebet der Ordnuiig nacb alle Zableu ron 1, 2, 3 bis tauseud, 
und merkt von einer jeden an, wo solcbe in der Heil. Scbrift 
und andem Auctoribus vorkommen; als bei 38 bringt er nicbts 
anderes vor, als das Ezempel des Eranken beim Teicb zu Be- 
tesda, welcber 38 Jabre daselbst gelegen." — Obwobl icb in der 
langen Zwiscbenzeit zwiscben den beiden Auflagen bei jeder 
sicb bietenden G-elegenbeit bestrebt gewesen bin, micb mit den 
mir damals nocb nicbt bekannten Scbriften des „Index" bekannt 
,zu machen, nicbt selten, wie scbon gesagt, mit dem Erfolge, daB 
sicb nun die Streiebung des betreffenden Titels als notwendig 
Oder angebracbt ergab, so steben docb aucb in dem jetzigen Ver- 
zeicbnis nocb eine ganze Anzabl solcber Scbriften, die mir 
durcbaus unzuganglicb und fremd geblieben smd, und unter 
ibnen wieder sind nicbt ganz wenige, deien Legitimation, bier 
iiberbaupt zu erscbemen, mir kemeswegs zweifelsfiei zu sein 
scbeint; es sind dies die Nrn 16, 18, 21, 32, 64, 82, 86, 102, 
103, 135, 139, 140, 145, 152, 164, 212, 221, 223, 277, 297, 317, 
434 — Die Abkiirzungen der verscbiedenen Publikationsorgane 
werden aucb dem Nicbtfacbmann im ganzen verstandlicb sein; 
bScbstens ware wobl zu bemerken, daB unter „ Assoc. fran 9 " die 
Veroffentlicbungen (Comptes rendus) der „Association fran 9 aise 
pour I’avancement des sciences" und unter „Educ. Times Re- 
prints" die „Mathematical Questions and Solutions from the 
Educational Times" zu verstehen smd. 


1) 9, Sept 1741; s ^Correspon dance matli^inatiq^ue et physique 
de quelques c^lehres geometres du 18^“© si^cle“, t. I, 1843, p. 106. 
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SchlieBlich. mSclite ich, um weiteren unnotigen Anfragen 
■vorzubeugen, nocb. bemerken, daB der im Vorwort des ersten 
Baades erwahnte ,,Mathematische Spielkasten^^ seit langerem ver- 
griffen ist und von. der dort genannten Firma auch nicbt wieder 
hergestellt wird, da diese tiberbaupt die Herstellnng und den 
Vertrieb von Spielen aufgegeben und sich vor langerer Zeit 
vresentlich anderen gescbaffclichen Aufgaben zugewandt bat- 
Mancbe bier in meinem Bucbe bebandelte Spiele sind jedocb 
von den Ziillcbower Anstalten, Ziillcbow bei Stettin, erbaltliob, 
wortiber die in der Regel allweihnachtlieh neu erscbeinenden 
reicbbaltigen Kataloge (Preisverzeicbnisse) dieser Anstalten 
nabere Auskunft zu geben vermogen. 

Rostock (zr Zt Arendsee i M.), den 22. Juni 1918. 

W. Ahrens. 
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!ISapitel ZOI. 

Maglsche Quadrate. 

. . je ne stxta guere rzen, de ptus heatt, en VuirithmSt%qite gue oe* ^ombre» qua 
gueigues una appellant planetar voe et lee autree magtcoe 

!FsBu:A.a7 ajst MsKsaiimB. 

1 April 164tO. 

Sielie „OeiL-v7ea d.e IFermat^S t. 2 (Pans 1894), p. 194 

J?'remele e*est atcea% ocdupd cLea carrde mag^quee. Cee probJ^mea^ aftaai dxfflcilee 
qu’xnutilea juaqu'xcx, eont d petne auoourd,*h%fi conntca dee gdometrea JDana Ut temps 
on toutes lea parties dea mathdmatiguea n*etatent igaXement qu^ dea spioulaticna aana 
•usage, oes queatxona n*avaient rten de ridicules vrutta depuza qua £fe uoton nous a apprza 
d aoumettre au calcuZ lea plus granda phSnomineit de la nature, on rirazt d*un gdometre 
quz a'ocouperazt Zaborieuaement d arranger dea nombres dans lea oases d’ttn oarrJ 

COXTX>O^GXV 

SieJtie ,,OeuTreB*‘, t. 2 (1847), p. 14/15 

Jt ts, perhaps^ a niarh of the good sense of oua Mngltah mathernaticiana, thcd 
they UDOuld not spend thezr tzme %n thvngs that were •merely diffioiles nugao zncapable 
of any "useful appltcatzon, — In any younger days, haozng once some lezaure, wMoh 
I stall think I mzght have employed more usefully, I had amused myself zn making 
these kznd of magzo squares, 

Hxafr^TAJuxxt X’xtJ&.xrKXjXsr. 

"Plspexim ents and obaerr-ations on electricity*’ 

(Xiondon 1769), p 350 

'Wer JETa'ng zum Nachdenken und JForachen, und Sznn fur wtsaenschaftlzche XJnter- 
suchungen hat, findet den Staff hierzu oftcrs, dem ^nschezne nach, zn den allerun- 
bedeutendsten Gegenstanden Versclttedene gelehrte Manner, deren Mamen "man nzchi 
andet at ala rmt Achtung und Verehrung nennt , haben stch nzcht geschdmt, zhre 
Getsteskrafte auf Unterauchungen atu lenken, "welohe zm Grunde mehr tJbungen fur 
den Veratand, ala sonat von unmzitelbarem Nutaen 'zoaren; ja von vtelen dersetben 
■voaren dze Veranlaaaungen ofiera nzdhia mehr, ala bloJSe Td-ndeleyen und Spzelwerke, 
"WolUe man aolche aohtungawurdzge Manner deswegen tadelen, daj3 sze zhre kostbare 
SSett auf dze JSrgrundung aolcher Dznge, zoelche dem JLayen nugae dzfficzles ackeznsn, 
verwezidet haben, so tourde dies nzcht so sehr dze Ungerechtzgkezt, ala die Unwzssenhezt 
emca solohen Splitter -^Rzchters bexoezsen 

Newton blzej3 Sezfenhugeln, lezbmtz apzelto znzt dem Grzllenapiel, Wallzs 
beachdftzgte azch mzt dem Nurnberger Tand, JfrankZzn tandelte mzt de-n •magzschen 
Q,ua-draten , das thun zwar grojSe und klt^ine Kinder auch, aber tuze vzele Mensohen- 
kznder haben aezt MracJiajfung der^ Welt Seifenkugeln qeblaaezi, Orzllen,- und Jtzngel^ 
apzele gespzelt, zoze oiclen aznd Apfel oder S/rn auf dze Kopjo gefallen und ate 
erfanden doch kezne Jfarben-Tfheorte, ketne geometriam situs, Kezn At tractzona- System t 
PInxrsT II IjTjnwiG, Herssoo vojsr Saohseit- G o ttt. a 
SZaiaerlicli pnvileg^irter K.eiolis-Anzeig;er 
(aotb.a), 1797, Nr iil6, 18 Sept, col 2819 

Ce gut a co/umence par etre une vaine pratzque de Fataeura de Talzanians 
au de Devins, eat decenu dans la suite Ze sujet d’une z cCherche serzeuse pour lea 
Mathematzcivna , non (ju’ita ayent cru gzz’elle lea put znener d rzen d' utile m de 
aolide, lea Quaz/es Magzi/ues ae sentent taujoura de leur origins sur ce poznt, zls ne 
peuvcnt Stre d'aucun usage, ce n’eat qu'un jeu dont la difficult^ fazt le rnertte, et 
quz peut seulement fazic naiti e sur lea Nombres queZques veuea nouvellea, dont lea 
Jkfathematzctena ne veulent pus perdre Votcaaton 

PoSTTISNBir^Iirj. 

Mistoire de PAcad^mie Royale des Sciences, pour 1705 
(Parle 1706), p 70 

If dealzng tozth U'ifiea Izke znagzc aquares ts worthy of an Fuler or a Gay ley, 
zf zn. short zt zs legztzmate, zt ts because amziaem&nt has value 

B IM® CliXNTOCK 

Amer Journ. o£ Hlatbem. 19, 1897, p. 100. 

A lire ns, lUCatlieni Unterlialtungen. 2 Anfl II 1 
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Kapitel XII' 


§ 1. EiiiileitTuig. Die einfaclistezi. Formen magisoher Quadrate. 

Atif dem „ Helen colia" genannten Eupfersticli Albrecht 
Diirers vom Jahre 1514 findet sich neben zahlreichen alle- 
gorischen Gregenstanden auch ein 16-zelliges Quadrat (s. Fig. 1), 
ausgefCillt mit den Zablen 1 — 16, die darin so angeofdnet sind, 
dafi die Zablen jeder „Zeile'‘ (Horizon talreihe), wie jeder „Spalte‘‘ 
(Yertikalreihe), so wie auch jeder der beiden Diagonalen eine 
konstante Summe, namlich 34, crgeben. Ein 
Zahlenquadrat von solchen Eigensehaften be- 
zeichnen wir heute als ein „niagisches." Auf 
demWerk Dfirers, das die allegorische Figur 
der mathematisch-teohnischen Forschuug, 
umgeben von stereometrischen KSrpern, allor- 
lei Werkzeugen zum Hessen, Zeichnen,Wagen 
usw., in einer augenblicklichen Anwandlung 
dumpfen, melancholischenHmbrutens undGrilbelns darstellt, dicnt 
das Zahlenquadrat zur Versinnbildlichung der Arithmetik, ebenso 
wieKugel undPolyeder derengeometrischeSchwester verkSrpern.®) 

Das magische Quadrat Durers ist das alteste Zahlengebilde 
dieser Art, das wir aus dem christlichen Abendlaude nachzuweisen 

1) Die beiden Mittelzabden der untersten Zeile geben wii m Fig 1 
in Fettdruck, weil sie beide zusammen zngleicb das Jahr nennen, dem 
das Werk Durers entstammt Diese Zablenspielerei mag fiir Durei die 
Veranlassung gewesen sein, gerade diese besondere Form dca magi- 
schen Quadrats zu wahlen 

2) Auf die Frage, wie das Werk Diirers zu versteLoii und wie 

das magische Quadrat auf ihm geclacht ist, kann luer uicht weitei eiu- 
gegangen werden. Fiir meine Auffassung eilaube ich mir, auf einen 
Aufsatz in dor Zeitschr f. bildende Kunst, 60. Jahig (=*N F. Bd XXVI), 
1914/16, p. 291 — 301, zu verweisen; die dortigen histonsclieii Aus- 
fahrungen babe ich freilich nach wertvollen Hinweison vou auderer Seite 
in einem nicht unwichtigen Punkte berichtigeu miisseii (s die in Anin, 3 
der folgenden Seite genannte Abh. aus VII, p 199 200, s dazu 

jedoch wieder, so weit es sich um al-Buni haiidolt, die zweite eben- 
dort zitierte Arbeit aus Bd IX), ohue daJS dies jedoch racino frCiheio 
Q-esamtauffassiing wesentliuh zu beeintrachtigen vermochte Ich hofib, 
einmal in emer besonderen Schrift diese vielumsinttene Frago ausfuhr- 
licher erOrtern zu konnen 
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Termogen. Auf die Giesciiiclite der magischen Quadrate^) soE 
hier jedocli iiicli.t imher eingegangen -werdeii®), und wir besohran- 
ken nils in dieser Beziebung auf die Angabe, da£, abgesehen yon 
einem angeblicb uralten, jedocb. durcbans sagenbaffcen cbine- 
siscben Yorkomiunis, die altesten magiseben Quadrate arabiscben 
XJrsprungs zu sein scbeinen.®) Die Araber insbesondere sind es 
ansebeinend aucb geweseu, die von diesen ZablengebEden zuerst 
den Gebraucb maebten, der den Quadraten ibren beutigen Namen, 
den der „niagiscben‘‘, eingetragen bat: den G-ebrauob fiir Zweeke 
der Magie und iiberbaupt des Aberglaubens. In der Folge nabm 
aucb das ebristlicbe Abendland diesen Aberglauben an, und das 
16., mebr nocb das 17. Jabrbundert, bat von unseren Zablen* 
quadraten fiir astrologiscbe Amulette einen fiberreicbb-cben t3-e- 
braucb gemacbt.^) Es bat nicbts Auffallendes, dafi Gl^ebilde von 
so merkwtirdiger Zablenbarmonie mit einem mjstiscb-magiscben 
ITimbus umkleiJet -werden: Die scbon^ und oft bberrascbenden 
Beziebungen und Gesetze des Zablenreicbes, die den Porscber 
der modernen Zeit mit freudiger Begeisterung erfiiEeii und ibn 
zu Ausrufen der Bewunderung binreiBen, erweckten und nabrten 
in dem Gelebrten der alten Zeiten den Glauben an bbersinnliebe 
Macbte und Krafte 

Das Diirersobe Quadrat der 16 Zellen stellt nocb lucbt 
den einfacbsten Typus magiscber Quadrate dar, vielmebr ist das 
einfacbste magisclie Quadrat eins von 9 Zellen Bei diesem wird 
es sicb daium bandeln, die Zablen 1, 2, .9 so in die^S 3 Zellen 

eines Quadrats einzuordnen, dafi jede Zeile und jede Spalte, wie 
aucb jede der beiden Diagonalen die gleicbe Zalilensumme auf- 

1) Sitihe msbesondeie die monographisclie Abliandluug \ou Sieg- 
muud Gunther m dessen Werk „Vermisohte ITntersuchungeu zur Ge- 
schichte der matbematischeu Wissenschaften“ (Leipzig 1876) Kap IV 
(p. 188 — 270) ,,Historiscb.e Studien uber die magischen Quadrate “ 

2) Vgl das Vorwort. 

3) iJbei’ „die magischen Quadrate der Aiaber“ siehe meinen Aufsatz 
in der Zeitschrift „Islam“, Bd. VII, 1916, p 186 — 260, und Tiber das fur 
unseren Gegenstand wichtigste Werk der arabischen Literatur, den Sams 
al-ma'Siif al-Buni’s, eine zweite Arbeit ebda., Bd. IX, 1918. 

4) Siehe hieruber insbesondeie ineine im literar. Index sub 746 autge- 
fiihrten Aufsktze, sowie auch Nr. 745 u. die (hier oben bereits zitierte) Nr. 747 

1 * 
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-vreist. Dabei sei denu sogleicb die Benaerkuug gestattet, dafi 
Ain noch einfacberes magiscbes Quadrat, also eiue entsprecheude 
Anordauug der Zableu 1 bis 4, offenbar uicbt moglicb ist. 
SoUeu nun die ueun. ersteu Zahlen der Zableureibe so in die 
9 Zellen eines Quadrats eingeordnet werden, dafi zvinacbst nur 
alle Zeilen dieselbe konstante Summe ergeben, so mufi, da die 
Summe aller 9 Zahlen 45 betragt, diese konstante Samme jeder 
Zeile 15 sein. Dieselbe Summe sob dann auch jede Spalte und 
jede der beiden Diagonalreihen ergeben; erst dann sprechen wir 
von einem „magisohen Quadrat" und nennen die hbereinstimmend 
in jeder Zeile, jeder Spalte und jeder der beiden Diagonalen sich 
ergebende Zahlensumme die „Konstante" oder auch die „magi- 
sche Konstante" des Zahlenquadrats. 

In 8 verschiedenen Beihen — 3 Zeilen, 3 Spalten, 2 Diago- 
nalen — soli also das magische Quadrat der 9 ZeUen, das zu 
konstruieren wir uns jetzt anschicken, die „Konstante" 15 er- 
geben. Man iiberzeugt sich nun leicht, dafi es ftlr die Bildung 
der Summe 15 aus je 3 der Zahlen 1 — 9 folgende 8 MSglieh- 
keiten, und auch nur diese 8, gibt: 

1,5,9; 1,6,8; 2,4,9; 2,5,8; 2,6,7; 3,4,8; 3,5,7; 4,5,6 
In diesen 8 Tripeln kommt nun die Zahl 5 haufiger als irgend- 
eine andere Zahl, namlich viermal, vor, und daraus folgt sofort, 
dafi die Zahl 5 nptwendig das Mittelfeld des zu bildeuden magi- 
Bchen Quadrats einnehmen mufi; denn das Mittelfeld gehSrt nicht 
weniger als 4 Reihen — es sind die in Pig. 2 markierten — von 
denen, die die Konstante 15 ergeben soUen, an Da nun ferner 
nnsere aufgeftLhrten 8 Tripel die geraden Zahlen 2, 4, 6, 8 je 
dreimal, die ungeraden 1, 3, 7, 9 dagegen nur je zweimal auf- 

weisen, so mussen die 4 Eckfelder des 
magischen Quadrats, da sie drei Reihon 
von der Konstanten 15 — einer Zeile, eiuer 
Spalte und einer Diagonale — augehoren 
sollen, mit den 4 geraden Zahlen besetzt 
werden, wahrend die iibrigen 4 Felder, die 
Mittelrandfelder, von den ungeraden Zah- 
len 1, 3, 7, 9 eingenommen werden Denkt 
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man sich. nun etwa das Eckfeld oben links mit der Zahl 2 
besetzt, so mufi in dem Eckfeld unten recbts, damit die be- 
trefiEiende Diagonale die Eonstante 15 ergibt^ die Zabl '8 stehen. 
Ftir die beiden anderen Eckfelder bleiben dann die Zableu 4 
uud 6. Legt man diese fest, besetzt man also etiva das Eckfeld 
oben rechts mit 4 , so sind damit ofEenbar aucb die Zablen der 
Mittelrandfelder bestimmt, and man bekommt so das magiscbe 
Quadrat der Fige 3. — Man erkennt so leicht, dafi unsere Auf- 
gabe 8 Losungen besitzt: Jede der 4 Zablen 2, 4 , 6 , 8 kann das 
Eckfeld oben links einnehmen, womit aucb zu- 
gleicb die Zabl fur das Eckfeld unten recbts fest- 
gelegt ist, wabrend fdr die Ecke oben recbts dann 
jedesmal nocb zrv'ei Mbglicbkeiten besteben. Im 
Q-runde stellen diese 8 Quadrate jedocb nur eine 
Losung unserer Aufgabe dar; denn aus jedem 
dieser 8 Quadrate geben die tibrigen 7 durcb Drebungen und 
Spiegelungen bervor, und eine solcbe Gruppe von 8 zusammen- 
gebSrigen Losungen smd wir gewobnt, als eine einzige LSsuug 
anzuseben (vgl in Bd I: S 217 if). In diesem Smne gibt es also 
nur ein magiscbes Quadrat von 9 Zellen 

Von 16-zelligen»magiscben Quadraten, d. b von solcben An- 
ordnungen der Zablen 1 — 16 in 4 4 ZeUen, dafi alle Zeilen 
und Spalten, wie jede der beiden Diagonalen die „Konstaute^' 34 
ergeben, gibt es bexeits eine groBe Mannigfaltigkeit, namlicb 
niebt wemger als 880 wesentlicb verscbiedene, d. b nicbt durcb 
Drebungen oder Spiegelungen ineinander iiberfiibrbare Quadrate. 
Der franzosiscbe Matbematiker Frenicle de Bessy (j- 1675) 
bat in einer binterlassenen, 18 Jabre nacb seinem Tode von 
Labire berausgegebenen Abbandlung^die Riesentabelle dieser 
880 Quadrate angegeben.^) 

1) Frenicle de Bessy, „Des carres magiques," publ par Ph. del a 
Hire Divers ouvrages de mathem. et de phya Par Messieurs de I’Acad^mie 
Royale des Sciences (Pans) 1693, p 423 — 607 ; die Riesentabelle: p 484 — 603. 
tJber weitere Abdiucke der Abh. s den literar Index (Nr. 50). — Das 
nackte Resultat, dafi es 880 verscbiedene 10-zellige magische Quadrate 
gibt, aber ohne Angabe dieser Quadrate selbst, findet sich bereits in den 
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Von diesen 9- und 16-zelligen magischeii Qnadraten als 
den Gebilden erster und zweiter Stufe wenden wir uns zxx dem 
allgemeinen magischen Quadrat von w • n ZelleU; also einein Zalilen- 
quadrat; das in seinen n • fi Zellen die Zahlen 1 bis in solober 
Anordnung aufweist, daB jede Zeile^ jede Spalte und jede der 
beiden Diagonalen dieselbe Zablensumiae ergibt* Diese Zablen- 
summe; die „Konstante^^ des naagiscben Quadrats also, muB, wie 

eine sebr einfache Recbnung zeigt, den Werif haben. 

Das eigentliche Problem der magischen Quadrate bestel^t 
biemacb darin, eine moglicbst einfaobe Metbode anzugeben, die 
fur irgendeinen Wert von n die Reihe samtlicber magischen 
Quadrate, die fur diese Stufe moglich sind, liefert, und kein ge- 
ringerer als der groBe Fermat hat einmal behauptet, eine solche 
Methods zu besitzen/) In Wirklichkeit scheitei'te Fermat jedoch 
schon an dem Spezialfalle = 8, fur den er nach seiner Methode 
die Gesamtzahl der magischen Quadrate bestimmt haben wollte/) 
und gab daim selbst zu, daB sein Verfahren nicht erschopfend 
sei.®) Auch heute ist man von einer solehen erschopfenden und 
praktisch anwendbaren Methode weit entfernt, vielmehr handelt 


„Novae observationes physico-mathematicae'^ (III, Pans 1647, p 211) von 
Mersenne, der die Kenntnis dieserZahl gewifi semem Pi'eunde Fr6nicle 
verdankte Nocb. Antoine Arnauld meint (1667) iro Anhang seiner 
„Nouveaux El4mens de Q^om6trie“ (Ausg. ; La Haye 1690, p 476), daB 
es nur 16 wesontlich verscbiedene VarietAten gebe; s. a. die im lit(‘rar 
Index (Nr. 38) aufgefubrte Scbnffc von K Bopj), 1. c p. 332 u 313 — 
Bemeikt sei nocb, daB die Ricbtigkeit der Fr6nicleschen Zabl und 
Tabelle mebrfacb angezweifelt worden ist — auch verscbiedene Loser 
dieses Buobes baben sicb und micb in dieser Beziebung bemtlben zu 
soUen geglaubt — , doch* baben alle diese Beanstandungen sicb bei 
naberer Prufung als unbegrundet erwiesen. 

1) Siebe Briefe Fermats an Mersenne vom Jabie 1640 in. Oeuvres 
de Fermat, publ. par Paul Tannery et Charles Henry, t. 2 (Pans 
1894), p. 192 u 194; s. a. ibidem p. 190. 

2) L. c.p. 194/195. Die Zabl, die Fermat dort angibt, ist viel zu blein 

8) L. c, p, 196. Diese ganze Auseinandersetzung ist fur den groBen 

Matbematiker in wissenscbaftlicber wie in menscbliober Beziebung nicbt 
gerade rubmlicb. 
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68 sicb. Her tiin. ein Problem von so grofier Sprodigkeit, daB 
man in Bestimmnng der Anzabl aller flberbaupt mdglichen magi- 
Bohen Quadrate fttr ein spezielles wnoeb niobt wesentlieb iiber 
den Pall w = 4, also den Fall Fr^nicles, Hnausgekommen ist 
und jedenfalls den Fall % = 5 nocb. nicht erledigt hat.^) Ftir 
eine Metbode voUends, die ftir jedes n in angemessener Zeit diese 
Anzabl resp. die magiscben Quadrate selbst lieferte, bestebt nicbt 
die geringste Aussicbt, und schwerlieb wird eine solcbe aucb je 
mit den bisber angewandten oder aucb selbst mit alien beute 
zur Verfiigung stebenden Hilfsmitteln gewonnen werden. 

Bei diesem Stands des Problems wird man, da eine allum- 
fassende Metbode docb nicbt existiert, den Wert der verscHedenen 
Yerfabren, die fiir die Bildung magiscber Quadrate angegeben 
sind, in erster Linie Hcbt nacb der mebr oder weniger groBen 
Zabl von Quadraten, die sie zu liefern vermdgen, bemessen dttrfen. 
Yielmebr verdienen unter diesen TJmsiSnden Spezialmetboden, 
die auf eine moglicbst bequeme und elegante Art ftir irgend- 
welcbe Weite von w em magiscbes Quadrat liefern, den Yorzug, 
und die Yorfubrung der wicbtigsten dieser Metboden wird daber 
Her unsere Hauptaufgabe sein. 


§ 2. Metbode der Finer und w-er. 

Jedem, der nur die einfacbsten zablentheoretischen Kennt- 
nisse besitzt, bietet sicb fiir die Konstruktion magiscber Quadrate, 
insbesondere derjenigen von ungerader Zellenzabl, beute gewisser- 
maBen von selbst eine Metbode dar, deren erste Anfange wir in einer 
Abbandlung von Poignard (1704) zu erblicken baben und die 
dann insbesondere dureb Labire (1705), sowie durcb Sauveur 
(1710) ausgebildet ist ®) Nacbdem im vorigen § bereits magiscbe 

1) Emeu Lxteraturbericht uber die bisberigen Unter sucbungeu zur 
-Frage der Anzahlbestimmung der magiscben Quadrate babe icb m der 
Zeitschr fur matbem. u, natuiw. Unterr, 46. Jabrg., 1914, p 527 — 629, 
gegeben. 

2) Siebe die Titel dieser Arbeiteu im hterar. Index; in der Scbnfb 
Poignards s besonders p. 41/42 und vgl. uber ihn zudem bier; Eap. Xm, 
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Quadrate you 9 uud 16 Zelleu augegeben siud, wollen wir bier, 
tuu die Gi-edanken zu fixiereu, den FaU nacbster Stufe, also das 
Quadrat von 25 Zelleu, zugrunde legen. Wir begiuneu damit, die 
Zableu von 1 — 25 als Zahlen eines Systems von der Gxnndzabl 5 
darzustellen, und zwar soil dies in folgender Weise gescbeben: 
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Jede der 25 Zahlen stellt sich hierbei durch 2 Zablen dar, 
einen „Emer" und einen „Fiinfer'^, von denen die ersteren 1, 2, 
3, 4, 5, die letzteren 0, 5, 10, 15, 20 sind. Die fiir das zu bildende 
magische Quadrat charakteristische „Konstante" ist nun offenbar 
uichts anderes als die Summe aller verscbiedenen Fttnfer und 

Einer (l-f-2-l-3 + 4 + 5 + O-f-5 + 10 + 15*+ 20), und diese 
„Koiistante“ wird jedenfalls dann in alien Zeilen und Spalten auf- 
treten, wenu 'wir die Zablen so in die 25 Zeilen einordnen, da3 wir 
im Sinne der obigen Schreibweise in jeder Zeile wie Spalte lauter 
verschiedene Einer und lauter versohiedene Funfer haben. Hier- 
nach teilt sich unsere Aufgabe von selbst in 2 Teile: eine passende 
Anordnuug der Einer und eine hierzu passende der Funfer, aus 
denen beiden wir dann das verlangte Quadrat komponieren. 

Urn das passdnde Quadrat der Einer zu erhalten, schreiben 
wir in die 5 ZeUen der obersten Zeile die 5 Einer, wobei wir 
— aus einem weiter unten ersichtlichen Grunde — mit der 
noittleren Zahl 3 beginnen, und fallen dann die nachste Zeile 
aus, indem wir die fiinf Zahlen der obersten Zeile um eine Stelle 
nach rechts hin zyklisoh verschieben (s. Fig. 4a; vgl. event a 
S. 57). In dieser Weise fahrt man fort, und in dem so erhaltenen 
Quadrat (Fig. 4a) stehen offenbar nicht nur in jeder Zeile, son- 
dem auch m jeder Spalte die 5 Einer; die Summe der Zahlen ist 

S. 68 nebat Anm. 2 doxt Im Grande ist bier, als Vorlaufer Poignards, 
aach Laloab^re scbon zu nexmen; s dessen Werk „Du royaume de 
Siam“, t n, Amsterdam 1691, p. 246; Ausg. Fans 1691 (t. II), p. 308 
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also in alien Zeilen 
and Spalten dieses 
Quadrats dieselbe. 

Die eine Diagouale 
weist stets die mitt- 
Lere Zahl 3 auf, so 
dafi ihre Zahlen- 
suixune offenbar die- 
selbe ist, wie die 
siner Zeile oder Spalte Die Zablen der anderen Diagouale erhalt 
nan, indem man in der obersten Zeile, Ton der letzten Zabl 5 
iusgebend, nach links zyklisoh um je 2 Stellen vorrtickt; man 
9ekommt so, da die ZeUenzabl einer Beibe tmgerade ist, offenbar 
sukzessiye alle 5 Zablen, namlicb 5, 2, 3, 4, 1, so daB also die 
Zablen aucb dieser Diagonals dieselbe Somme ergeben wie die 
ier anderen ul^ wie die' der Zeilen imd Spalten. 

In entsprecbender Weise bilden wir nun ein zweites Quadrat 
ius den Funfern 0, 5> 10, 15, 20; nur setzen wir jetzt die 
nittlere Zabl (,10) an das Ende der obersten Zeile und fiibren 
lie verscbiedenen zyklischen Verscbiebungen, statt, wie zuror, 
lacb recbts, nacb links aus "Wir erbalten so die Anordnung 
ier Fig. 4b, in der wieder alle Zeilen und Spalten, sowie eine 
ier Diagonaleu die 5 yerschiedenen Fiinfer aufweisen, mitbin 
lamtlicb die gleicbe Summe ergeben, wabrend die Zeilen der 
mderen Diagouale alle yon der mittleren 
Zabl 10 besetzt sind, so daB aucb bier 
lie Summe dieselbe wie in den vorge- 
lannten Reiben ist. 

Komponiereii wir nun unsere beiden 
Hilfsquadrate, indem wir die Zablen ent- 
jprecbender Zeilen des einen und des an- 
leren addiereii (s. Fig. 5), so erbalten wir 
jffenbar ein Quadrat, in dem jede Zeile, 

Spalte und Diagonals dieselbe Summe ergibt, und zwar ist dies 
iie fiir das magiscbe Quadrat yorgescbriebene. Es fragt siob 
lur, ob bei dieser Komposition aucb wirklicb alle Zablen 1— 25 
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auftreten und nicht etwa die eine gar nicht, eine andere 
mekrere Male, mit anderen Worten: ob jeder Biner mit jedem 
Fiinfer gerade einmal kombiniert wird. Um dies einzuseben, 
scbreiben wir die Biner der obersten Zeile von Big. 4 a auf die 
Peripberie eines Kreises (Pig. 6) urd entspreobend die Pbnfer 

der obersten Zeile von Big. 4 b 
auf die Peripberie eines ‘dazu 
konzentjriscben Kreises, so zwar, 
daB 2 Zablen entsprecbender 
Zellen iibereinander ateben. 

Die oberste Zeile der Big. 5 
ergibt sicb daun durcb Addition 
der tibereinanderstebenden Zab- 
len der beiden Ejreise (0 -f- 3, 
5 -t- 1 usw.). Um die naobste 
Zeile ‘von Big. 5 zu erbalten, 
mussen wir erst die Zablen des 
inneren Kreises um einen Platz 
im Ubrzeigersiune und die des ^uBeren gleicbfaUs um einen Platz, 
abex im umgekebrten Ubrzeigersiune, dreben und dann wieder die 
fibereinanderstebenden Zablen addiereu.^) Anstatt nun die Zablen 
jedes der beiden Kreise um je einen Platz und zwar im entgegen- 
gesetzten Drebungssinne zu verscbieben, konnen wir aucb oben- 
sogut die Zablen des einen Kreises, etwa des auBeren, festbalten 
und die des inneren um je zwei Platze verscbieben, also 3 an die 
Stelle von 2 riicken usw Dann kommt aber, wie man siebt, 
eine bestimmte Zabl der Biner der Reibe nacb mit jedem Bdnfer 
zusammen, da eben der Kreis m eine imgerade Anzabl von Teileu 
geteilt ist. 

Damit ist aber die Ricbtigkeit unserer Metbodc endgttltig 
dargetan, und man siebt leicbt, daB dieselbe allgemein fiir un- 

1) Der verschiedene Drehungasinn ist naturhch bedmgt durch die 
verscliiedene Ait der vorber angewandten zykliscben Verschiebungen, die 
das erne Mai nach rechta, das andere Mai nach links hm erfolgten. Bei 
gleioker Drehnng der Kreise wfirden selbstredend stets dieselben Zablen 
dberemander ateben. 
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gerade Zelleuzahl anwendbar ist, da von den Eigenscb.aften der 
Zabl 5 bei der BeweisfQlirung nur die eine wesentlicb war, nicht 
durch. 2 teilbar zu sein. 

Wenn dies Verfahren in der angegebenen Form auch. nur 
anwendbar ist, so lange %, die Felderzabl der Quadratseite, un- 
gerade ist, so erstreckt sich die Tragweite des Prinzips, das dem 
Verfabren zugrunde liegt, doch. weiter aucb auf die Palle eines 
geraden w, und unsere Metbode laBt sicb unscbwer aucb diesen 
FSUen anpassen, wie gleicbfalls an konkreten Beispielen^gezeigt 
werde.^) Wir haben bier — bei geradem n — zwei Unter^lle zu 
untersebeiden, namlieb den, daB n nicbt nur durcb 2, sonderu 
aucb durcb 4 teilbar, also, wie man sagt, „gerad-gerade^‘ ist, und 
den, daB n nicbt durcb 4, sondern nur durcb 2 tedbar, also 
„nngerad-gerade" ist. Als 
Beispiel des ersten FaUes 
wablen wir w = 8, als das 
des zweiten: w = 10 

Urn — fbr w=8 — zu- 
niicbst das eine Hilfsquadrat 
zu bilden, scbreibt man die 
Zablen 0 bis 7 in irgendwel- 
eber Reibenfolge, also etwa 
derGroBenacb, in die oberste 
Zeile; darauf fiiUt man aucb 
die beiden Diagonalreiben 
init denselben Zablen, diese 
aucb wieder in deiselben 
Reibenfolge gesebneben, aus (s. Fig 7) Sodann werden die nocb 
leereii Felder der linken Quadratbalfte besetzt und zwar so, 
daB jede Spalte mu- zwei verscbiedene Zablen und zwar 
zwei „Komplementarzablen'‘, namlieb zwei sicb zu 7 erganzende 
Zablen, erbalt: die erste Spalte die Komplementarzablen 0 

1) Wir werden hierf&r — abgesehen von einer unbedeutenden Modi- 
fikation (S 16, Anm. 1) — die Fassung wablen, die J. Leoornu der 
Metbode Labires for gexades n gegeben bat (s. Lecornns Pablikation 
Ton 1901, Nr. 601 des literar Index). 
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und 7, die zweite 1 un^ Q, die dritte 2 und 6, die vierfce 
8 und 4. Dabei soil jede der beiden Komplementarzahlen gleicb 
ofb, also viemal, in ihrer Spalte vorkommen, und zwar soUen je 
zwei zu der horizontaleuMittelaclise symmetriscb gelegene Felder 
stets dieselbe Zahl erbalten. Dies bedeutet z. B., dafi das unterste 
Feld der sweiten Spalte (Fig. 7) mit 1 und die alsdann uocb. 
leeren 4 Felder dieser Spalte s§.mtlicb mit 6 ausgefiillt werden 
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mSssen. Naebdem man in dieser Weise die ersten 4 Spalten 
bergestellt bat (s Fig. 8), werden die letzten 4 Spalten so aus- 
gefiillt, daB jedes Feld dieser rechten Quadratbalfte die Komple- 
mentarzabl derjenigen Zabl erbalt, mit der das ihm symmetrisch 
entsprecbende Feld der linken Quadratbalfte besetzt ist So ev- 
gibt sicb das Quadrat der Fig. 8 Dieses Quadrat Fig. 8 dreht 
man nun urn 90® und erbalt so das Quadrat Fig 9. Diese beiden 
Quadrate (Fig 8 und 9) sind ibrer Entstebungsweise nacb gleicb- 
summig in alien Zeden und Spalten, wie aueb den.beiden Diago- 
nalen Nun kombiniert man die beiden Quadrate, indem man 
die Zablen der Fig. 8 alle um 1 rergroBert, die der Fig. 9 aUe 
mit 8 multipliziert und darauf die entspreobendeii Zablen beider 
Quadrate addiert. So entstebt das Quadrat Fig. 10. DaB dieses 
in alien Zeilen und Spalten, wie aucb in den beiden Diagonalen 
gleichsummig ist, bedarf keiner Begriindung mebr. Man erkennt 
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femor anoli leiolit, dafi die 
ZaUen des neuen Quadrats 
alle tmtereinander rerscliie- 
den und dafi es danii nur 
die Zahlen 1 fiis 64 sein 
kSuueii. Man beaohte z. B., 
dafi die erste und die letzte 
Zeile von Fig- 8 die ZaWen 
0 bis 7 resp., naeb der Ver- 
grbfierung, die Zahlen 1 bis 
8, und zwar in natiirliober 
Beibenfolge, enthalten; zu 
diesen Zablen tritt aus Fig. 9 
nun entweder 0 • 8 oder 7 • 8 binzu, tind zwar wird eine bestimmte 
Zahl aus diesen beiden Zeilen der Fig. 8, z. B. die dritte (2 resp. 
nacb der Vergrofierung 3), die in der obersten Zeile mit 7 • 8 (aus 
Fig. 9) kombiniert wird, in der untersten Zeile mit 0 • 8 kombiniert, 
weil ja die oberste und unterste Zeile von Fig. 9 in entspreebenden 
Feldern Komplementarzablen aufweisen Man erkennt so, dafi die 
16 Zablen der obersten und untersten Zeile von Fig. 10 aEe unter 
sicb verscbieden suid und dafi, weil sie ibrer Entstebung nacb 
alle dem Zablengebiot von 1 bis 8 und von 57 bis 64 angeboren, 
sie dieses Zablengebiet von zusanimen 16 Zablen voUstandig 
erscbopfen Fur die tibrigen Paare symmetriscb gelegener Zeilen 
gilt ganz das Entsprecbende, und man siebt so, dafi unser Qua- 
drat alien Anforderungen, die wir an ein magiscbes Quadrat 
stellen, geniigt. 

Wenden wir uns nun zu dem Fall ernes ungerad-geraden n, 
also zu ft = 10, und formen wir die oberste Zeile und die Dia- 
gonalreiben des ersten Teilguadrats ganz analog wie zuvor in 
Fig. 7, so crgibt sicb alsbald, bei entsprecbender AusfuUung der 
weiteren Felder, erne Scbwierigkeit: WoUen wir beispielsweise 
die zweite Spalte wieder ausscbliefilicb mit zwei Kompleinentar- 
zablen, jetzt 1 und 8, besetzen, und zwar so, dafi beide gleicb 
oft, also je 5-mal, vorkommen, so lafit es sicb natfirlieb nicbt, 
wie bei gerad-geradem n, einricbten, dafi stets zwei in bezug auf 
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die iLorizontale Mit- 
telacBse eymme- 
trisoh gelegene Fel- 
der dieser Spalte 
mit derselbeii Zalil 
besetzt werdeu, yiel- 
mebr naufi eiumal 
eine Ausualune ge- 
rnaobt und das be- 
treffeude Felder- 
paar mit Komple- 
meatarzablen be- 
setzt werdeu Wali- 
len wir zu diesein 
„anomaleii Felder- 
paar", wie wir kurz 
sageu wollen, in der 
ersten Spalte die- 
jenigen beiden sym- 
metriscb. zur hori- 
zontaleu Wittel- 
achse gelegeneu 
Felder, die iilichst 
I deii bereits besetz- 
ten Feldern von der 
Mitte am \\eitesten 
eiitfernt sincl, so- 
danu in der zweiteu 
Spalte das liieran 
nacb. der Mitte bin 
auscblieBende Fel- 
derpaar usw, 
sehliefilich in der 
fanften Spalte die beiden auBersten Feldei, so erhalten wir das 
Hilfsqnadrat der Fig. 11. Dreht man dieses Quadrat daun um 
90°, multipliziert aEe Zablen dieses gedrebten Quadrats mit 10, 
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TergroBert die der Fig. 11 alle um 1 und setzt darauf die beiden 
so liergericbteten Quadrate in der Weise zusammen, daB wieder 
die Zahlen entsprecbender Felder addiert werdeu, so erbalt man 
das magisQhe Quadrat der Fig. 12. DaB das Verfebren^) in der 
Tat magiscbe Quadrate liefem muB, iSBt sicb im Tresentlieben 
ebenso wie fur gerad-gerades n beweisen; nur bedarf jener Be- 
weis jetzt einer kleinen Ab3>nderung bzw eines Zusatzes, doob 

1) Es war ubrigens nioht notwendig, die VorBchrift tiber die Wahl 
der ,,auomalen Felderpaare'* gerade so zu fassen, wie Mer geschehen ist. 
Audererseits darf diese Wahl aber auch wieder nicht willkdrlich in den 
einzelnen Spalten getroffen werden. Diese insgesamt n Felderpaare, yon 
denen wir uns immex je zwei zor yertikalen Mittelachse syxnmetrisch 
gelegene zu einem „Felderquadrupel“ zusammengefaSt denken wollen, 

Vh 

durfen namlich niclit so gewahlt werden, daB eins dieser — Quadrupel 

bei DreliTing des Quadrats um 90® die Piatze einea anderen dieser 
Quadrupel einnehmen wurde. Eine solcbe Lagebeziehuie^ wiirde n^m- 
licb, wie leicbt zu seben, zur Eolge baben, daB in dem endgultigen 
Quadx'at gleiobe Zablen aufbreten, wabrend clafur ebensoviele andere 
Zablen aus dei Reibc 1 bis feblen wiiiden; das Quadrat wurde also, 
obscbon gleichsumiuig iu alien Zeileu, Spalten und den beiden Diago- 
naleu, nicbt deu Anspriichen geniigen, die wir an ein „magisches“' 
stellen. — Fur n = B laBt sicb nun die Lagebeziebung, die wir soeben 
als unzulassig bezeicbneten, nicbt vermeiden, wofein wir an uiiseren 
sonstigen Yoiscbiifton festbalten, und wii wuiden somit naob unserer 
Methode in diesem Falle em Quadrat erhalten, das zwar in deu vor- 
gescbiiebenen Reihen (Zeilen, Spalten, Diagonalen) die magiscbe Kon- 
siante 111 eigibt, das aber 4 Zablen dox>x)elfc aufweist und dem dafnr 
4 andere Zablen dei Reihe 1 bis 36 feblen Die Rucksicht auf dieseu 
Fall n — ^ war es offenbar, die Lecornu veranlaBte, seme Methode, und 
zwar der Einbeitlichkeit balber nun fui jedes geradzahlige so zu 
fassen, dafi lu dem Lebrgerust der Hilfsquadrate, wie wir unsere Fig 7 
etwa nenncn konnten, in jeder dei beiden Diagonalen die beiden Mittel- 
zablen, in unseiem Falle also 3 und 4, vorfcaascbt werden Duxob diese 
Abandeiung erieicbt man, daB die Methode auch fur m = G braucbbar 
wird Andeieiseits beemtrdchtigt diese Andeiung jedenfalls die Durch- 
sichtigkeit der Methode, und es schien mir ncbtiger, den Sonderfall 
n — ij auszuscblieBen, als allein seinetwegen dem ganzen Verfabren eine 
Vorsobrift aufzuzwingeu, die in alien anderen Pollen entbehrliob ist. 
Wer also die bier gegebene Methode auf den Pall = 6 anwen den will, 
bat nur die genannte kleine A.nderung an dem Verfabren Torzunehmen 
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daif diese durch. das Auftreten der anomaleii Felderpaare be- 
dingte Ausgestaltung des Beweises — insbesondere nach dem 
soeben bereits in der Anm. Gesagten — gewifi dem Leser ilber- 
lassen bleiben. 

Der Unterschied^ der sieb uns in diesem § zwiscben den 
Fallen ernes geraden und eines nngeraden n aufdrangte; ist kein 
zufalliger, sondem ist bis zu einem gewissen Grade dureh die 
Art des Problems bedingt, wie mebr nocb die weiteren Aus- 
fiibrungen, insbesondere auob der einleitende Abscbnitt von § 3, 
zeigen 'sverden. Wir Tverden daber unsere "weiteren Ausfdbrungeu 
(§§ 3 — 5) aucb vorzugsweise nacb den Merkmalen eines un- 
geraden und eines geraden n orientieren miissen 

Znm Scblnsse dieses § sodann nocb eine Bemerkung: Es 
brancbt kaum gesagt zu wcrden^ dafi keineswegs alle tiberbaupt 
moglicben magisoben Quadrate diesem bier besprocbenen Bil- 
dungsgesetz der Einer und w-er folgen; vielmebr gibt es zabl- 
lose ToUkommen magiscbe Quadrate, die diesem Gesetz durcbaus 
niobt unterworfen sind. So wbrde z. B., um bei unserem Aus- 
gangsfaEe n 5 zu bleiben, das magiscbe Quadrat 
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bei der Darstellung seiner Zablen durcb Bluer und I’linfer auf 
das Einerquadrat 
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fdbren, das keineswegs den Regeln der obigeu Methods ent- 
spricbt, vielmebr beispielsweise in der ersten Spalte links nur 
3 verscbiedene Einer aufweist. — Pflr Betracbtuugen bber die 
innere Struktur magiscber Quadrate liefert dieser Gesicbtspunkt, 
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ol} das betreffende Quadrat tuiserem Bil- 
dnngsgesetz der Einer und ?*-er folgt oder 
nielit, gewifi eins der ersten. tuad ■wicbtig- 
steu Elassidkationspriuzipien. 

Aucb. das magisclie Quadrat der 
Fig. 13, um noeb. ein zweites Beispiel 
zu geben, weist eine von dem Gesetz der 
Einer und w-er abweicbende Struktur auf. 

Eotnznen wir dock bei Zerlegung der 
Zablen in Fflnfer und Einer auf die beiden Quadrate Fig. 14 a 
und 14b, die durcliauB nicbt unseren Vorscbriften entsprecben: 
Die einzelnen Zeilen und Spalten weisen keineswegs alle ver- 
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Bohiedenen Einer resp. alle verschiedenen Ftinfer auf, sondern 
nur vereiuzelte von ihnen baben ausnabrnsweise diese Besonder- 
beit, aucb sind die Zeilen und Spalten der beiden Quadrate 
weit entfernt, unter sicb gleiche ZablenBummen zu ergebeii. 
Dennocb ist das durcb Komposition beider Teilquadrate ent- 
stebende Quadrat, also das Quadrat der Fig. 13, durchaus ma- 
giscb, ja es zeigt sogar eine besouders kunstvolle Anordnung 
der Zablen. Betraebtet man iiamlicb das in dem 26-zeEigen Qua- 
drat stehende Kernquadrat von 9 Zeilen — unsere Figur bebt 
es durcb starkero Randlinien bervor — , so siebt man, dab in 
diesem 9-zelligen Quadrat alle Zeilen, Spalten und Diagonalen 
dieselbe Zablensummo, namlicb 39, ergeben. Wir baben also in 
dem 25-zeUigen magiscben Quadrat sozusagen noeb ein 9-zelliges 
„magiscbes^‘ Quadrat. Denken wir umgekehrt dieses Kernquadrat 
uns als das primare, so entstebt also durcb Herumlegen eines 
Randes um dieses wieder ein magiscbes Quadrat, und zwar wird 
dies offenbar dadurcb ermoglicht, daB von den Zablen dieses 

All re XL 9, Mathem. Unteriialtuugon 2 Aufl. 11 2 
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Baades stets zwei solohe, die zusaramen eiaer Zeile, eiuer Spalte 
Oder einer Diagonals angehoren, wie z. B. 1 und 25 (Diagonale) 
Oder 18 und 8 (Spalte) oder 19 und 7 (Zeile), dieselbe Summe, 
namlich 26, ergeben, so dafi also durcb Herumlegen des Randes 
um das Bemquadrat zu der Beihensumme dieses letztereu — es 
war dies ja 39 — stets derselbe Zuwachs (26) hinzutritt: Beides 
zusanpnen; 39 + ^6, ergib^ dann die magiscbe Konstante 65 des 
ganzen Quadrats.^) 

§ 3. Andere lletlioden ftir imgerade Zellenzahl. 

Ordnet man die Zahlen in ihrer natUrlicben Beikenfolge in die 
Zellen eines Quadrats ein, wie dies die Piguren 15 und 16 zeigen, 
so weisen in dieser natiirlicben Ordnung bereits die beiden Dia- 
gonalen die magiscbe Konstante auf; 1 + 6 + 11 + 16 = 4-f-7 
+ 10 + 13 = 34 und 1 + 7 + 13 + 19 + 25 = 5 + 9 + 13 + 17 
+ 21 = 65. Wir betracbten nun in den Quadraten die zu den 

Diagonalen paralle- 
lenPelderreiben: eiit- 
sprecbend den beiden 
Diagonalen baben 
wiv zwei Systeiue 
solcber Felderreiben, 
und zwai konneu wir 
in jedem dieser bei- 
den Systeme die Pel- 
derroihou paarweise 
so zusammenfassen, dafi jedes Paar 'H Peldei, d li obeusoviele 

1) Man nannt Holche magischen Quadrate, bei denoii iiuiuer ein 
magiscbes Quadrat in ein andeies eingeschachtelt ist, wohl „Stit’eleuhe 
Quadrate" naoh Michael Stifel, der in seiner „Arithnaetica xutogia''- 
(1544, fol. 24^ — 29 ▼) zuerst die Bildung soloher Quadrate lehite Andere 
ITamen, die fur diese Quadrate gebraucht weidon, sind. „geraudeite“ 
Oder „eingeiabnate magische Quadrate" („canes inagiques a, boidure", 
„a enceinte", „carr^s encadr^s", „paneled magic squares"), „doppelt-nia- 
giscbe Quadrate" („carr^s doublement magiques" oder „magiquement 
magiques"); diese letztere Bezeicbnung halte ich aus mehreren (Iriinden 
fur recht unzweckmaBig 


1 

S 

3 

4 

5^ 

6 

7 

8 

9 

to 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

SI 

22 

23 

24 

2r > 


1 

2 

a 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

to 

11 \ 

12 

"^1 

14 

15 

16 


T'lg 16 Fig 16 





Magische Quadxate 


19 


wie eine Diagonale, umfafit So bildet die Beibe 3 + 9 + 15 
(]^g. 16) zusammen nait 16 + 22 ein solcbes Paar des einen 
Systems, 3 + 7 + 11 mit 20 + 24 ein Paar des andexen Systems. 
In gleicher Weise er^inzen sicb. beispielsweise 4 + 8+12 + 16 
und 25 (Fig. 16) oder in Fig. 15: 2 + 5 und 12 + 15. Zwei solcbe 
einander zn je n Feldem erganzenden scbrageu Felderreiben 
woUen wir eine „gebroobene Diagonale"^) nennen und wollen 
im Q-egensatz dazu dort, wo wir einer Unterscbeidung bediirfen, 
die gewbbnbcben Diagonalen als „Hauptdiagonalen'‘ bezeicbnen. 
Betraebtet man nun in unseren Figuren diese gebrocbenen Diago- 
ualen aritbmetiscb etwas naber, so erkennt man, dafi aucb sie 
alle bereits die magiscbe Konstante, in Fig. 15^also 34, in Fig. 16 
dagegen 65 als Zablensumme ergebexu^) 

AuBer den Haupt- und den gebrodhenen Diagonalen weisen 
nun in Fig. 16 die magiscbe Konstante nocb zwei weitere Beiben 
auf: die mittlere Zeile (11 + 12 + 13 + 14 + 15) xmd die mitt- 
lere Spalte (3 + 8 + 13 + 18 + 23), und bierin liegt eine Be- 
sonderbeit der ungeradzelligen Quadrate, die den geradzeUigen 
(Fig. 15) natiirbcb abgebt und die den wesentlicben Unterscbied 
zwiscben diesen beiden Hauptfallen — n ungerade oder n ge- 
rade — begrdndet, einen Unterscbied, der uns daber denn aucb 
sogleicb im vorigen § entgegentrat. 

Hacb diesen Vorbemerkungen wollen wir fiir ungerades n 
noeb einige Metboden angeben, denen in der Gescbicbte der 
magiscben Quadrate eine besonders wichtige Rolle zukommt, 
wenn sie aucb im Grunde alio auf dem uns bereits aus dem 
vorigen § bekannten Prinzip der Einer und n-er beruben 

1) Helleiung in seiner im literal Index (Nr 141) aufgefuhiten 
Abh. TOn 1823 (1 c p 43) neant die in diagonaler Ricbtung verluufen- 
den Reiben „Sparren“ und deinzufolge eine gebiochene Diagonale eine 
„Sparienkoppel “ 

2) Einen allgememen Beweis fur diese Eigeuschaften der Zahlen- 
quadrate von der Art miserer Biguren 15 und 16 zu geben, darf dem 
Leser liberlassen bleiben, zumal die Tatsacben bier nnr beunstiscb, n4m- 
lich zur Erlangung einer Bildungsmethode fur magiscbe Quadrate, ver- 
'(rertet weiden sollen und die B>icbtigkeit dei so gewounenen Methode 
dann natdxlicb durch einen eigenen Beweis dargetan werden wird 
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I. Die erste Methode des Moschopulos und die 
Methods der Index. 

Die soeben gemachteu Vorbemerkungen gestatten nns, ein 
ungeradzeUiges Quadiat mit der natiirlichen Reihenfolge der 
Zahlen, wie z. B. das der Fig. 17, mit leichter Miihe in ein ma- 
gisches Quadrat zu verwandeln. Haben wir doch in diesem Qua- 
drate zwei Systems von je 7 Reihen (je 1 Hauptdiagonale und 
6 gebrochene Diagonalen), die die magische Ronstante bereits 
ergeben, und auBerdem noch zwei Reihen (Mittelzeile und Mittel- 
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spalte) von derselben Eigenschaft, und zwar weisen alle diese 
genannten Reihen je 7 Zahlen auf. Hiemach ergibt sich sogleich 
ein modus procedendi: Wir werden versuchen, das eine System von 
Diagonalen in Zeilen, das andere in Spalten unizuwandelu, da- 
gegen die beiden Mittelieihen der Fig. 17 (Zeile und Spalte) zu 
Diagonalen zu machen. Wir wollon mit diesem letzteren Teil 
der Aufgabe begmnen und tragen demgemaB in die eine Diago- 
nalreihe der Fig. 18 die Zahlenreihe 22 — 28, in die andere Dia- 
gonalreihe die Zahlen 4, 11, 18, 25, 32, 39, 46 ein^). Hiernach 

1) Babei haJben wix die Reihenfolge der Zahlcu unteremaudox hei- 
behalten, ohne daB dies jedoch notwendig gewesen wiire. Gewisse "Vei- 
tauschungen der Zahlen jeder der beiden Reihen unteremander -wurden 
vielmehr durohans zulaesig sem, freilichnichtjedebeliebige Vertauschung. 
Wir glauben, auf dicse Frage nicht naber eiugeben zu sollen, und wollen 
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ergeben sich fQr die iibrigen ZaWen iinsehwer die ibnen ge- 
biibrenden Platze: Die Zahl 6, um ein konkretes Beispiel heraus- 
zugreifen, gebort in Fig. 17 zu einer gebrocbenen Diagonale, die 
mit den Mittelreiben (Zeile und Spalte) die Zablen 24 nnd 18 
gemein bat; somit wird 6 aucb in Fig. 18 in eme Beibe (Zeile) 
mit den Zablen 24 nnd 18 gesetzt werden mbssen. Andererseits 
gebort die Zabl 6 in Fig. 17 aber aucb zu einer gebrocbenen Dia- 
gonale (6, 14; 15, 23, 31, 39, 47), die mit den Mittelreiben die 
Zablen 23 und 39 gemein bat, und kommt daber in Fig. 18 in 
dieselbe Spalte wie 23 und 39. Damit ist in Fig. 18 der Platz 
von 6 eindentig bestimmt: es ist das durcb ein Kreuz bezeicbnete 
Feld. WoUte man, um ein zweites Beispiel zu nennen, firagen: 
Weldae Zabl wird den Platz unterbalb 25 in Pig. 18 einnebmen?, 
so ergibt sicb die Antwort sebr leicbt: Die gesncbte Zahl mufi 
nacb Pig. 18 in dem einen Diagonalsystem der jPig. 17 mit 26 in 
einer Beibe liegen, in dem ande- 
ren mit 32 und 26; das ist aber 
in Pig. 17 die Zabl 1, die mit 25 
auf einer Hauptdiagonale liegt, 
mit 32 und 26 aber zu derselben 
gebrocbenen Diagonals gebort. 

In dieser Weise bestimmen 
sieh nun leicbt und eindeutig die 
Platze aller Zablen, und wir er- 
balten so das Quadrat Pig 19, 
das in der Tat magiscb ist. Dies 
Quadrat hat nun dieselbe Struk- 
tur wie Quadrate, die sicb in einem griecliischeii Traktai aii.s dem 
Anfange des 14. Jabrhuuderts, der ersten Abbandlung ubei tinseren 

nur zweiBeschr'ankuugen, die sick soforb aufdrangeu, hervorhebeu li Die 
dei Mittelzeile und Mittelspalte in Fig 17 gemeinsame Zahl 25 tnuB 
nattirlick in Fig 18 auoh wieder das Mittelfeld, das den beiden Diago- 
nalen gemein ist, einnehmen; 2") wcrdcn die Zaklen der emeu Reike 
untereinander vertauscht, so muB mit denen der anderen Reike dieselbe 
Vertausekung vorgenommen werden Diese Bedingungen sind aber, wie 
gesagfe, nur notwendig, niokt kinreiohend. 
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Kapitel XII 


Q-egenstand, die man als eine wissenschaftliche bezeiclinen darf^ 
jdnden. Manuel Moschopulos gilt als der Verfasser dieser Ab- 
bandlung ^), und die erste unter den beiden Methoden, die er fiir 
Bildung ungeradzelliger Qnadrate gibt, ist es, die Quadrate Ton 
unserer Struktur liefert. Diese Vorscbrift des Moscbopulos 
lautet nnn folgendermaBen: Udcm seize die 1 in das F^d gerade 
imterhaTh des Mittelfddes wnd gehe von da ah m diagondler Rich- 
tmg nach rechts miten weiter, wohei man die hel/rcffenden F^den' 
mit 2^ 3 usw. cmsfuUt^ his man an den Rand des Quadrates 
gelcmgt; da/ra/af fah/rt man tn der rechts hieran cmsdiliefienden 
Spcdfe ohen fort usw. Jedesmal, wmn man den unter en Rand 
erreickt hat, fahrt ma/n m der rechts henachharten Spcdte ohen, 
und jedesmal, wenn mom dm rechten Rcmd erreicht hat, fahrt 
mom in der ersten Spalte links tmd zwar dort in der nachst- 
Ueferm Zeile fort. Stbfii man auf ein schon hesetztes Feld, so 
setgt man die nem Zahl zwei Felder tiefer als das zuletet ans- 
gefuUte Fdd. 

Diese Metbode des Moscbopulos ist nun nabe verwandt 
einer anderen, deren sieb nacb dem scbon zitierten indiscben 

1) tJber Manuel MoBchopulos, der nm 1300 lebte und vorwie- 
gend G-xanunatikex und Lesikogr-apbi 'war, s Xarl Xrumbachier, „Ge- 
schichte dej^ byzantinischen Litteratur von Justinian bis zum Ende des 
ostrQmiBoben Eeicbes" (= Handbueb der klassiscben Altei turns wissen- 
scbaft, 9 Bd., 1 Abt), 2. Aufl., Mdnchen 1897, p. 646 — 648 Der Trak- 
tat des Moscbopulos ist zum ersten Male herausgegeben von Sieg- 
mund Gunther, 1 o („Vennischte Untersucbungen“ ), p 196--20S 
nebst Fig. 1 — 14, s. a. p 194/6; kntische Noten p 267 f, matbomatische 
Diskussion p. 203 — 212. „Eigentlich philologisohen AnsiJiuchen** will diose 
Textwiedergabe begreiflioherweise nicbt geuugen (Gunther, 196), 
und so nahm denn A Eberhaid, „Zu Moscbopulos’ Tractat uber die 
magischen Quadrate**, Hermes, Bd. 11, 1876, p 434 — 442, oine kiitiscb- 
philologiscbe Revision des Guntherschen Textes vor Eiue none Aus- 
gabe des Textes nebst franzosischer tJbersetzung gab Paul Tannery 
„Le trait6 de Manuel Moscbopoulos sur les caires magiques**, An- 
nuaire de I’association pour I’eucouragement des etudes grccques en 
France, 20, 1886, p 88 — 118; s. a P Tannery, „Manuel Moscho- 
ponlos et Nicolas Rhabdas“, Bull des sc. math^m et astronom (2) 
8, 1884 (p 263—277), p. 263—267 
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Beisewerk des franzSsiscken BegierangsbevolLiaaclitigten. S. de 
Laloubere^) die Inder bedienten. Diese iudiscbe Vorsobrift 
lautet folgendermafien: Mom sehreibe die 1 in die Mitte der 
db^sten Zeile, dawn H als unterste ZcM der re<Ms von der Mitte 
befindUeJien SpaUe tmd Merauf in diagoncder Biehttmg y' nach 
dben fortschreitend 3, 4 . . so ewar, dafi, toenn man den retdi- 
tm Band erreicht, man am linicm in der dariiber befindUchen^ 
Zeile fortfdhrt umd, wenn man den oberen Band erreidtty man 
am vmteren vn der reelds davon befinMicTien Spalte fortfdhrt. 
Kommt man cmf ein sehon besetetes Fetd, so setgt man die nem 
Zdhl auf das Feld di/rekt v/nter dem evdeizi avsgefvXtten.^') 

Die Anwendting dieser Vor- 
sobrift liefert z. B. das 49-zellige 
Quadrat der Fig 20. 

Der Beweis, den wir nun fttr 
die Bicbtigkeit dieser Metbode, also 
dafiir, da6 sie wirklicb ein magi- 
scbes Quadrat liefert, geben woEen, 
bndet im wesentlicben aucb zu‘ 
gleicb auf die zuvor bescbriebene 
Metbode des Moscbopulos An- 
wendung, und wir bescbranken uns 
desbalb darauf, dort, ato der Beweisgang des Mosebopulos- 
schen Verfabrens Abweicbungen von dem unseren erfordert, dies 
m FuBnoten anzumerken ®) 

1 ) Siche Laloubfere, 1 c, Ausg Amsterdam, t II, p. 237£f 5 Ausg 
Pans, t. II, p 298 ff. Ebrigens lernte der franzbsiscbe Diplomat die 
Methods nicht wahieml seines kurzen Anfeutbalts m Indien, sonderu anf 
der lidckreise von doit, und zwar durch einen Europaer, kennen 

2) Diese Hegel gilt auch nur fur ungerade Zellenzahl. Nacb La- 
lonbere soUen die Inder zwar auch ein Yerfahren fur gerade Zellen- 
zahl besessen haben, dooh -WTiJite sein Gewahrsmann ( 3 . die vorige Anm ) 
ihm dasselbe nicht anzugeben, so daS er hieruber iiur Yermutungen 
ausspricht (1. e. p. 273) 

3) Wir haben die beiden Yorschriften, die des Moschopulos und 
die der Inder, genau in der histonsch uberlieferten Fassung beibehalten. 
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Kapitel XH 


Der Beweis filr das Verfahren der Inder kanu nun. so ge- 
faliit werden: Die Anzahl der Felder einer Reilie des Quadrats 
sei w = 2m + 1 (ungerade). Wir denken uns die einzuordnenden 
ZaMen 1,2 ... wieder, wie in § 2, durch n-er und Einer dar- 


gestellt, also folgendermafien: 


0-t- 1, 

0 + 2 • • . 

0 -f- w 

n+ 1, 

n + 2 ■ ■ • 

n n 

2n -f- 1, 

2n -j- 2 • • • 

2n ■+■ n 

(n — l)n -j- 1, 

• * • 

— 1) H -}- 2 • 

{n — 1) n n 


und bezeichnen die bier in je einer Zeile gesckriebenen Zablen 
kurz als eine „M-ade“ Bei der indisoben Methods sind nun die- 
jenigen Linien des Quadrats ausgezeiohnet, die parallel zu der 
von unten links naeh oben rechts (/") gehenden Diagonals ver- 
laufen^); wir wollen diese Diagonals hier, -wie auch weiterhin, 
die „rechte'' Diagonals nennen und denazufolge die andere Dia- 
gonals die indem wir uns jede Diagonals von unten 

nach oben verlaufend denken und sie nach ihrem Zielpuukt be- 
nennen Dnser V erfahren involviert nun offenbar, da6 die Zahlen 
einer w-ade gerade in die n Zellen einer solchen gebiochencn 
Diagonale / kommen^ und, da von diesen n Zellen iiie 2 der- 
selben Zeile oder Spalte angehbren, so gelangt jeder w-er offen- 
bar je einmal in jede Zeile und in jede Spalte Die «-er der 
verschiedenen Zeilen gehen also da durch auseinaiuh'i- hervor, 
daB die der obersten Zeile um eine Stelle nach Imks^) zyklisch 
verschoben werden, um so die der nachsten zu ergeben (s. Fig. 20). 
Auf ein bereits besetztea Feld stoBt man bei Befolgung der Vor- 
schrift offenbar immer dann und nur dann, wenn gerade eine 
n-ade untergebracht ist; denn so lange finden die Zahlen eben 

Labon also auf emeu Vorsuch, beide Terfahren einandor zu adapfczeren, 
von voinlierein verzichtet. 

1) Bei dem. Verlahren dee Mosohopulos sind es die diagonal vei- 
laufenden Linien der anderen Richtung. 

3) „Nach rechts” bei dem anderen Veifahren; s Fig. 19 
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auf den Zellen einer gebrockenen Diagonale Platz. Die letzte 
Zahl einer w-ade grenzt in ibrer diagonalen Linie wieder an die 
erste Zahl ihrer n-sAe, nnd unter jene^) kommt nun die erste 
Zahl der nachsien ^-ade, so da£ die Anfangszahlen z^reier be- 
nachbarter w-aden zu einander stehen, wie a nnd J in Mg. 21, 
wobei a die Anfangszahl der j&fiheren der beiden n-aden ist 
(falls der Saum nicht mehr gestattet, von a zu einem 5 durch 
einen solohen „Springerzug" (s. Bd. I, S. 325) zu gehen, ist nathr- 
lich an die unterste Zeile die oberste wieder anschliefiend zu 
•denken und ebenso an die auBerste Spalte links die letzte 
rechts).®) Die ersten Zahlen der verschiedenen w-aden sind nun 
dadurch charakterisiert, dafi ihr Einer stets 1 ist. Man sieht 
also aus Mg. 21, dafi der Einer 1 Yon einer »^•ade zur p-— 
nachsten um eine Spalte nach links riickt, mithin jede ^ 

Spalte gerade eine 1 erhalt. Andererseits erhalt aber 
auch jede Zeile gerade eine 1, weil die 1 immer um -j ! 

zwei Zeilen*) nach unten riickt und dieser Zyklus LI — I 

wegen der ungeraden Anzahl der Zeilen sieh nicht ehei 
schliefit, als bis jede Zeile gerade eiumal vorgekomineu ist. 
Da nun mit der ersten Zahl einer w-ade auch die iibrigen ent- 
sprechend festgelegt sind, so findet zwischen irgend zwei „ent- 
sprechenden" Zahlen zweier benachbarter »-aden auch gerade 
die Lagenbeziehung der Fig 21 statt^), und wir folgem daraus, 
daB jeder Einer in jeder Zeile wie Spalte gerade einmal vor- 
kommt. Damft ist aber das Auftreten der magischen Konstanten 
fiir alle Zeilen und Spalten erwieseu. 

Aber auch fiir die rechte Diagonale ergibt sich ohue wei- 
teres, daB ihre Zahlensumme die magische Konstante ist; ist diese 
Hauptdiagonale doch nur ein Spezialfall einer gebrochenen Diago- 
nals Nach unserem Veifahren umfaBt sie daher eine voile 
? 2 -ade und *zwar gerade die mittlere, die (jn -f- l)-te «-ade Wegen 

1) „Zwei Felder unter jene“ bei dem andeien Verfahren. i 

2) Fur das andere Veifabren ist die Lage von a und b <’ 

die der nebenstehenden Fig 22 I 

3) ,,0111 erne Zeile“ bei dem anderen Verfabren. [ ^ 

4) „Fig 22“ fdr das andere Verfabren. rig. ss 
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des l)esoiideren Platzes (Mittelfeld der obersten Zeile), den unsere 
Vorsclirift der Zabl 1 anwies, gelangt man namlich, wenn man 
gemafi Fig. 21 von der Zabl 1 sukzessive zu den Einern der 
folgenden w-aden fortscbreitet, in m solohen Springerzdgen ge- 
rade auf das Eckfeld nnten links, so da6 also dort die (vn + l)-te 
92 -ade ihren Anfang nebmen muB, nm dann die ganze recbte 
Diagonals anszuftillen. Da diese mittlere )^ade als Zablensumme 
die magiscbe Konstante ergibt, so ist nunmebr erwiesen, daB 
die reebte Diagonale jedenfaUs unserer Forderung geniigt.*) 

Hiernacb baben wir nnr noeb die andere („linke'^®) Diago- 
nale zu betracbten: Von ibr stellen -wir zunacbst fest, daB die w-er 
ibrer Zellen, von oben nacb unten gerecbnet, der Reibe nacb die- 
selben sind, die in der obersten Zeile in deren 1., 3 , 5., 7. . . 2., 
4., 6. . . . Zeile vorkommen. Diese Reibe soblieBt sicb aber, da n 
ungerade, nicbt, bevor aUe n Zablen erscbopffc sind, und es folgt 
so, daB aUe in der linken Diagonale vorkommen, da sie ja 
alle in der obersten Zeile vertreten sind. Dm aucb fiber die Einer 
unserer Diagonale AufsobluB zu erbalten, rekurrieren wir einen 
Augenblick auf Fig. 21 und bemerken, daB in die Zeile unter a 
die Zabl & -f- 1 und dann recbts von a die Zabl 6 4-2 kommen 
wfixde, wobei wir uns jetzt xmter a und 6 irgend zwei „entspre- 
cbende", d h in den Emem fibereinstimmende Zablen benach- 
barter %-aden vorsteUen dfirfen. Da der Einer von 6+1 nun 
um 1, der von 6 + 2 um 2 groBer als der von a ist, so erkennt 
man, daB die Einer in jeder Spalte von oben nacb unten um je 
1 und in jeder Zeile von links nacb recbts um je 2 wacbsen, 
wobei natfirlicb stets, wenn bierbei der Wert n uberschritten 
wird, der Rest nacb n zu nebmen ist. Dann wacbsen aber in 
der linken Diagonale, die sozusagen die Resultiereiide der beiclen 
vorigen Fortscbreitungsricbtungen darsteUt, die Finer von oben 
nacb unten um je 3 Ist nun n nicbt .durcb 3 toilbar, so entbalt 
also aucb diese Diagonale alle Einer, und der veilangte Beweis 

1) Auch dieser Absatz ubextrbgt sich mutatis mutandis auf das 
andere Yexfahren; natorbch handelt es sicb dort nicbt um die recbte, 
Bondei'u um die bnke Diagonale. 

2) Fur das andere Verfahren natvirlioh: die recbte Diagonale 
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ist erbraolit. — 1st aber n durcb 3 teilbar, so entbalt die Diago- 

nale offenbar nur verscbiedene Einer, jeden 3-mal. Hierfttr 

ist nun weseutlicb, da6, bei der Mittelstellimg der Zabl 1 in der 
obersten Zeile und bei der Zunabme der Biner um je 2 von 
links nacb reebts, in der Ecke oben recbts (m Zellen von 1 ent- 
fernt) sick eine Zabl mit dem Einer 1 -h 2m =* n befinden mufi. 
Wenn aber das Eckfeld oben recbts den Einer n bat, so bat die 
Ecke oben links, die doob als recbte Nacbbarin von jener anzu- 
seben ist, eine Zabl mit dem Einer 2. Die in unserer linken Dia- 
gonals je dreimal vorkommenden Einer sind also 2, 5, ... m — 1, 
und diese gebeu, dreimal genommen, offenbar dieselbe Summe 
wie alle Einer, je einmal genommen. Damit ist auch fiir ein 
durcb 3 teilbares w der Beweis erbraobt.^) 


IL Bacbets Terrassenmetbode. 

Bacbet de Meziriae bat in seinen „Probl5mes plaisants 
et delectables^' eine Metbode zur Bildung ungeradzelliger Qua- 
drate angegeben®), die er an den Fallen w •= 3 und n = 5 de- 
monstriert Er scbreibt dabei die in Frage kommenden Zablen 
zunacbst in ibrer natiirlicben Beibenfolge bin und zwar unter 
Benutzung eines Feldernetzes, das unsere Fig. 23 (nebst den be- 
roitb eingetragenen Zablen) fttr den zweiten jener Falle (n = 5) 
zur Anscbauung bringt. Nennt man mit Siegmund Giintlier, 
der diese Metbode Bacbets mit dem anscbaulichen ITamen 

1 Auf das Verfahren des Moschopulos finden die Ausfuhrungen 
dieses ALsatzes keine Anwendung, vielmehr liegt die Sache dort so, dafi 
in dab Eckfeld oben rechta infolge der Vorschrift uber die Stellung von 
1 die Zahl wi -{- 1, die mittleie Zabl der ersten w-ade, gelangfc. Alsdann 
wird aber die mittlere Zahl der zweiten n-ade gerade das anschlieBende 
Feld dei rechten Diagonale einnehmen (vgl Fig 22), und so geht dies 
fort. Die recbte Diagonale wild also ganz mifc den Mittelzablen der 
verscbiedenen 7 ^-aden ausgefullt, uud deren Summe ist offenbar die ma- 
gische Konstante (vgl a Fig 4 a und 5 liuke Diagonale) 

2) Bacbet, 2 Aufl. 1624, Piobl. XXI, p 161 — 169; 4 Ausg (A La- 
bosne), 1879, p 88ff, 
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^Terrassenmethode" 'bezeichnet hat^), die Teile der li'igur, die 
auBerhalb des (in unserer Fig. 23 durch starkere Raudlinien ge- 
kenuzeichneten) 25-zelligen Quadrats liegen, „Terrasseu% so laBt 

sich die Vorscbrift 
Baebets mit folgen- 
den Worten ausspre- 
cbeu: 2£an verschieht 
die Tm'assen ^a/ralld 
mit sich, his ihre Basis 
(die Qiiadratseite, a/uf 
der sic steJien) mit der 
gegmilhcrliegenden 
Quadratseite msam- 
menfidlt. Hierdurch 
gelangen die auBer- 
halb des Quadrats 
steheixden Zahlen m 
die noch leerenZelleu 
des Quadrats, und es 
entsteht eiii luagi- 
sches Quadrat (Fig. 24). Genau dasselbe Quadrat nun wiirde un.s di(* 
oben (8. 22) angegebene Methode des Mosehopulos geliefert 

haben. Das Verdienst Bachets l)esteht 
also nicht daiin, magische Quadrate von 
neuer Struktur gefunden zu haben, spn- 
dern nur darin, diese besondero, ira Ge- 
brauch bequemo Pussung dor Bildungsvor- 
schrift gegeben zu haben.^) 

W ill m an fiir das V erf ahren B a o h e ts, 
ohne auf seine Identitat mit dei ersten 
Methode de.s Mosehopulos zuruckzu- 

1) Siehe 8 Gfinther, „Vexmisc]iteUntorsuchungeu‘ . p 204 u 2S1. 

2) Wie A Labosne in seiner Bachet-Ansgabe (1879), p. 92, Anm , 
angibt, findet sich in einem Werke des Diego Palomino, das 1699 in 
Madrid erschienen ist, bereits „die Pigur Bachets und die Konstiuktion 
inagisohei Quadrate bis zu »=16“ Mir wai dies Werk trotz An- 
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greifen, einen Beweis gebezt, so laBt sieh. dieser leicdit folgender- 
juaBen ftihreii: Nebmeji wir allgemeiu ein Quadrat you M^Zelleu an, 
so koiumeu in die Zelleu der „linkeu'^ Diagouale offenbar gerade die 
Zablen der zuittlereu n-ade-, diese Diagouale geutigt also jedeufalls 
der gesteUteu Bediuguug. Die audere Diagouale bekommt dagegeu 
offeubar aus jeder n-ade gerade die mittlere Zabl uud geufigt 
daber auch uuserer Forderung (vgl- S. 27, Auin.l)- Wir wolleu uuu 
die 4 Terrasseu, wie iu Fig. 23 angegebeu, durcb I, II, HE, IV uuter- 
scbeideu uud woUeu weiter die Spalteu des »®-zelligeu Quadrats 
von links uacb. reotts mit 1, 2, . . . n bezeicbnen, wobei wir die 
Zelleu der Terrassen H uud IV iu die betreffeudeu Spalteu luit- 
eiurecbueu; feruer mogeu die Spalteu der Terrasse I vou links 
uacb recbts mit — (m — 1), — (m — 2), • • • — 1, 0 bezeichuet 
werdeu, wenu w = 2m-(-l ist, uud die der Terrasse IU mit 
w + 1, « + 2, • • • « + m. Alsdann stelleu sicb die Spalteu der 
Zableu irgeudeiuer «-ade" offenbar durcb n aufeinauderfolgende 
Zableu dar, so z. B in Fig 23 die der vierten »»-ade durcb 0, 1, 
2, 3, 4; uud diejeuigeu Zableu, dereu Spalteunummer zwiscben 
1 und n einscblieBlicb der Grenzen liegt, bebalten dieselbe aucb 
bei ibrem etwaigen spateren Emrfloken in eins der w® Felder, 
wabreud die Spalteuuummem jeuseits dieser Greuzeu sicb bei 
dieser Verscbiebung um n vergroBeru oder verkleiueru, so zwar, 
daB die ueueu Spaltennummeru stets lunerbalb der Grenzeu 1 
uud n (mit EinscbluB dieser) liegen. Dann miissen aber die 
ueueu Spaltennummeru filr die Zablen eiuer «-ade offenbar stets 
die Zableu 1, 2, . n sein, wenii aucb iu zykliscber Veitausebung, 
oder mit andereu Worteii: vou deu Zableu einer /i-ade geboren 
aucb uacb der Terrassenverscbiebuug uie zwei derselbeu Spalte an 
Eutsprecbend konnen wir offenbar zeigeu, daB zwei Zableu der- 
selbeu u-ade aucb uacb der Tei*rassenverschiebung me derselbeu 
Zede augebureu, und weiter, wenu wir die Zableu nicbt zu 
n-aden zusammeufassen, souderu immer diejenigen, in deuen die- 

rufoug des Aaskuuftsbareaus dex Deutschen Bibhotbekeu bisher unzu- 
gkughch, und ich mufi dahei auf jede weitere ErOrterung der Frage, ob 
dort wirklich die Metbode Bachets gegeben ist und dieser von dem 
Werk Palomino’s abbangig sein kann oder wird, verzicbten 
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selbeu „Eiaer‘' vorkomnaeu, d. li. die Zahleu der zu der „rechteu'' 
Biagonele paraUdeii Eeiben^ zusammennehmeu, ergibt slob, d.afi 
uie zwei Zahleu mit ^leicbeu Eiuem derselben Zeile oder Spalte 
augehdren. Bamit ist danii gezeigt, dafi in jeder Zeile uud Spalte 
jeder Einer, wie jeder »-er gerade eiumal vorkommt, womit 
unsere Bedingnugee alle erftOlt sind. 

Mau erkennt unsehwer, dafi man die Zahleu jeder M-ade 
auch in irgendeiner anderen Beihenfolge in die schragen Lmien 
unseres Feldemetzes (Fig. 23) einordnen darf mit Ausnahme der 

mittleren Zahl, die in 
ihrer n-ade stets den 
mittleren Platz behalten 
muB; nur miissen die 
Vertauschungen fiir alle 
«-aden gleichmilBig ge- 


ii'ig 25 Jb'Jty: 2b 

maoht werden. Ebenso diirfen die verschieclenen »-adeu — mit 
Ausnahme der mittleren — beliebig miteinander vertauscht 
werden.^) Unsere Fig. 25 gibt ein Beispiel einer solchen An- 
ordnung mit gleichmaBiger Vei'tauschuiig der Einer in alien 
»-aden und Vertauschung der «-adeu untereinander, wobei 
jedoch gebotenermaBen die mittleren Einer wie die mittlere 
n-ade von den Vertauschungen unberuhrt gebliebeii sind. Das 
daraus hervorgehende magische Quadrat (Fig. 26) besitzt die 

1) Diese Modifikatioa der Bachetschen Methode lehrten Fi euicle 
de Bessy (t 1676), 1 c. (1693), p. 427 ff. und Laloubfere, 1 c t II (1691), 
Ausg. Pans, p. 814f. 
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in unserer Figur dnrch gestriclielte Linien hervorgeliobene 
Besonderbeit^ dafi die ungeraden Zablen fQr sicb. ein Quadrat in 
dem gauzen Quadrat bilden^), eine Eigenscbaft, die ftir n = 5 
wobl nur dieses eine Quadrat aufweist. 

HI. Moseliopnlos’ Springer-MetFode. 

Der scb.on oben erwahnte Traktat des Moscb.opu.los gibt 
aufier der besprochenen nocb eine zweite Metbode fQr ungerades 
n, die folgende namlicb: 

Man setae die ZaM 1 in die MUtelaelZe der db&'sten Zeile 
des Quadrats und gefie sodamt, von M&r vm eine SpaMe nach redhts 
und in dieser um 2 Zeilen nach wnten, seize in die tetreffende 
Zette die Zahl 2 und fahre daroMf hestirndig in gleicher Weise 
fort. Komnit man ddhei cm eine sdion hesetzte Zette, so gehe man 
von der zvdeizt a/usgefuUten in derseTben Spcdte um 4 Fdder weiter 
nach wnten und beseize die so erhaltene Zelle mit der fdUigen Zahl. 
Dabei ist fur alle diese Zflge 
die Vorstellung zugrundezulegen, 
dafi an die unterste Zeile sicb 
wieder die obersfce und an die 
Randspalte recbts sicb wieder 
die linke Randspalte anscbliefit 

Fiir ein 49-zeIliges Quadrat 
beispielsweise erbalt man so die 
Anordnung der Fig. 27, die sicb 
in der Abbandlung des Mo- 
schopulos als dessen 8 Figur 
findet 

DaB dies Verfabien in der Tat ein magiscbes Quadrat lie- 
fert, erkennt man leicbt folgendermaBen: Den Zug, vermoge 

1) Mit der allgemeinen Herstellung solchei Quadrate („Magic squares 
with the odd numbers in sequential senes") nach verschiedenen Me- 
thoden beschaftigt sich Harry A Sayles in The Monist 21, 1911, 
p. 155—168. 

2) Siehe S. Gflnther, 1 c. • Fig. 8, Die dritfcletzta Zahl~der vor- 
letzten Zeile doit ist in fty (=43) zu verbessem 
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desseiL man von einem Felde zxun auderen fortBchreitet, wollen 
wir kuxz „Spriiigerziig"^), den kei Anffcreffen auf ein schon be- 
setztes Feld zur Anwendung gelangenden Zng dagegen 
zug'^ nennen. Die Spalten des Quadrats mogen von links naob 
reckts dureh. 1, 2, ... w und die Zeilen, von oben nach. unten 
gerecbnet^ ebenso nnterscbieden werden; Mernacb. wbllen wir 
ein einzelnes Feld in der Form a, h charakterisieren, wobei a 
die Spalten- und I die Zeilennummer bedeuten soil. Besetzt 
man nun eine beliebige Zelle a, h des im Ubrigen nock als ganz 
leer gedaokten Quadrats mit der ersten Zahl irgendeiner »-ade, 
also mit der Zakl pn +1, und setzt darauf die nackfolgenden 
Zakleu derselben %-ade unserer Vorsokriffc gemaB, d. h vermSge 
„Springerzuges“, in die iknen gebilkrenden Zellen, so kommt die 
Zahl -f 2 in die ZeUe a -j- 1, b -|- 2, die Zakl pn + 3 in die 
ZeUe *a -)- 2, 6 -1- 4 usw. Offenbar verteilen sick so die n Zaklen 
unserer »i-ade iiber versckiedene, d. k. fiber alle 
Spalten: a, a + 1, a 4* 2, • • n, 1, 2, • • • a — ^ 1, 
und, da n und 2 relativ prim sind, auck fiber alle 
n Zeilen: 6, 6 -f- 2, 6 -f 4, • • • 6 — 4, 2. Der 

nackste, also der «-te, Springerzug dagegen wttrde 
offenbar sowokl ffir die Spalten, wie ffir die Zeilen 
den Zyklus scklieBen, und die Zakl jpw -f » + 1 so- 
mit auf das Feld a, b kommeu, wenn dieses niclifc 
sckon durok pn-\- 1 besetzt ware. Von dem Fold 
der letzten Zakl (pn -f- n) der w-ade kanu man 
also durck deu„Springeizug‘'zu dem Feld der ersten 
Zakl (pn -t- 1) der w-ade gelangen, so daC die gegenseitige Lage 
die in Fig. 28 angegebene ist uud pn -F « 1, die eiste Zakl dor 

folgenden w-ade, vermbge des „Hilfszuge8“ in der durck Fig. 28 
dargestellten Weise gesetzt werden muB. Daraus ersieht man 
denn zugleick, daB auck pn -f w -|- 1, die erste Zakl der neuen 
»-ade, nock mit Sickerkeit ein freies Feld vorfindet: TJm ikren 

1) Dabei woUea wir denn in diesem Absclimtt unter „Springei- 
aug"' nicht etwa einen behebigen Zug des Springers, sondem stets nur 
unseren besonderen Springerzug: „eine Spalte nach rechts, zwei 
Zeilen nach unten", verstehen 
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Platz zu bestimmen, maBte man yon pn n iim 4 Felder nach 
unten mnerhalb derselben Spalte fortschreiten, und dieser Zug 
fahrt, da n ungerade ist, keinesfalls zn pn n zurGck; anderer- 
aeits ist aber pn + n die einzige Zabl ihrer w-ade in dieaer Spalte 
Fassen wir die so gewonnenen Brgebnisse *zusammon, so 
dUrfen ■wir sagen: Jede »-ade, die nacb der Vorschrift des Mo- 
sohopulos in die Quadratzellen gesetzt wird, bildet einen Zyklus, 
der sicli dann und erst dann schlieBt, wenn die letzte Zabl der 
9^ade gesetzt ist. Dabei empf angt jede Zeile wie aucb jedo Spalte 
des Quadrats gerade eine und aucb nur eine Zabl dcr n-ade. 
Aucb die erste Zabl der folgenden w-ade findet das ihr nach der 
Vorsebrift des Moscbopulos zustehende Fold noch unbesetzt 
Tor. — Bei aUedem setzten wir froilich yoraus, duB das ganze 
Quadrat uocb leer sein soUte, wenn mit dem Setzen dor Zahlon 
unserer w-ade begonnen wird, und diese Voraussetzung ist in 
Wirklicbkeit, wenn wir namliob die Regel des Moscbopulos 
praktisch fiir Bildung eines magischen Quadrats anwonden wollen, 
nur ftir dio erste w-ade erfiillt, wilbrend fUr die woiteren w-adeu 
aus unseren yorstebenden Betracbtungen sicb zunacbst nur folgen 
des ergibt: Eine Zabl irgendeiner w-ade stbBt bei fortgesot/toi 
Anwendung des „Springerzuges‘^ sicherlicb nicht auf (uu Ktdd, 
das bereits mxt einer Zabl derselben w-ade besotzt ist. Dagegen 
bedarf die Frage, ob eine Zabl der zweiten oder einer spatoren 
w-ade nicht luoglichei weise auf ein nut einer Zahl <Mner frilheren 
w-ade bereits besetztes Feld stoBou kaim, nocli oiu(n kur/.on Itc- 
trachtung, die wir jetzt anstollen wollen. 

Da wir mit Sieherheit wissen, daB jedonfalls die gun/.(» erst** 
w-ade und die erste Zabl der zweiten dor Voiscbril't geniilB go- 
setzt werden kfinnen, obne diiB man aul' em bereits bosetztes 
Feld stoBt, so diirfen wir von der Voraus otzung auHgehen, daB 
p w-aden {p ^ 1) und auBordem die erste Zahl der folgonden 
w-ade vorscbriftsgemaB untergebracht sind. Dann finden aber, 
so bebaupten wir, aucb die aiidercn Zahlen diosor nilobstfolgen- 
den w-ade bei Anwendung des „tSpringerzuges‘‘ loere Zellon 
yor Wiirde uns nambeb der „Spriugerzug‘‘ auf ein bereits be- 
setztes Feld, und zwar zum ersten Male innerbalb unserer w-ade 

Ahrens, Slathom ITnterhaUungen. 9 Aiifl. II. 3 
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et-wa nach Verlassen des Feldes Ton jan I, fiiliren und wSre 
dieses none Feld etwa mit der Zabl r "besetzt, so mtlfite diese 
Zsihl r, da der Zyklus unserer (jp + l)-ten w-ade sich, 'wie wir 
wissen, erst nach Erschfipfong der j^ade schlieBt, notwendig 
piner firiiherenVade angehoren. Dieses Feld r ist ntin TermSge 
jjSpiingerzuges" von r — 1 aus besetzt worden oder, falls r etwa 
das erste Feld einer w-ade sein sollte, so ist dies Feld r jeden- 
fftUs rermSge desselben „Sprmgerzuge8" von r n — 1, dem 
letzten Felde der «-ade, aus erreichbar. Wenn nun der „Springer- 
zug‘' von pn + I zn r fShrt, so ftllirt mithin der umgekehrte 
Springerzug von r zu dieser inverse Springerzug fahrt 

aber auch, wie wir soeben festgestellt haben^ von r zn r — 1 
resp. in dem besonderen Falle zu r + w — 1. Daraus folgt, daft 
das Feld pn + I mit Feld r resp. Feld r + » — 1, also jedenfalls 
mit einem anderen Felde, identisch ist, also auch die Zahlpn + 1 
entgegen unserer Voraussetzung bereits auf ein besetztes Feld 
gestoBen war. Die Annahme, daB wir beim Verlassen des Feldes 
pn 4- Z auf ein bereits besetztes Feld gefiihrt werden konnten, 
fiihrt uns mithin zu einem Widerspruch mit unseren Voraus- 
setzungen, und wir sehen daraus, daB, wenn die erste Zahl der 
(jp + l)-ten w-ade noch untergebraeht werden konnte, dies auch 
bei alien folgenden Zahlen derselben w-ade noch moglich ist 

L'dBt sich so die ganze (p + l)-te n-ade unterbringen, so 
auch die erste Zahl der folgenden, also (jp + 2)-ten w-ade Denn 
das dieser ersten Zahl der (j> + 2)-ten w-ade, d. h. der Zahl 
pn 4- » + 1 , gebdhrende Feld liegt zu dem Feld der ersten Zahl 
der (p 4- l)-ten «-ade, also zu pn 4-1? so, wie nnsere Fig. 28 
zeigt. Uberhaupt kennzeichnet die Lage dieser beiden Felder 
unserer Figur offenbar die Lage von irgendzwei einander ent- 
sprechenden Zahlen zweier aufeinanderfolgender «-aden, wobei 
wir unter „entsprechenden" Zahlen wieder solche von demselben 
Einer verstehen Wenn nun das Feld pn 4- « + 1 bereits mit einer 
anderen Zahl, etwa Jc, besetzt ware, so miiBte diese Zahl 7c, da 
in ihrer Spalte aus der (p 4- l)-ten n-ade nur die Zahl pn -f n 
vorkommt, der p-ten oder einer friiheren, also etwa der g-ten 
n-ade (q ^p), angehoren. Wenn aber das Feld pn 4- w + 1 mit 
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einer Zahl der g-ten »t-ade beeetzt ware, so mftBte die „eiit- 
spreoliende" Zabl der (g — l)-ten <e-ade das Feld pn + 1 em- 
nebmen, d. b. dieses ware entgegen unserer Voraussetzung dop- 
pelt besetzt (g war also g — 1 jedenfalls + !)• So 

komineu wir zu der ScbluBfolgerung, daB ancb pn + » + 1 ein 
leeres Feld vorfindet. Nicbt mebr stringent freiliob ist dieser 
ScbluB far den Fall, daB g =- 1, d. b, g — 1 = 0 ist, also das 
Feld pw + M + 1 mit einer Zabl der ersten >i-ade besetzt ware. 
Knn siebt man aber leicbt, daB die Anfangszablen der rerscbie- 
denen »»-aden nie mit einer Zabl der ersten 9«-ade zusammen- 
geraten konnen: die Platze der ersteren ergeben sich ans d.em 
Platz der Zabl 1, den wir in tinserer Feldemotation mit a, 6 be- 
zeicbuen wollen, znfolge Fig. 28 als; d — if'b + 2i (z = 0, 1, • • • 
n — 1), wabrend die Platze der Zablen der ersten n-ade a + Jcj 
t + 2h (ft = 0, 1, • • • M — 1) sind. Die Bedingangen des Zn- 
sammenfaJlens fBr einen der ersteren mit einem der letzteren 
warendann: ft = -*modw 

2ft = 2»mod n, 

woraiis folgt: 

4ft* = 0 mod n, 

also, da n ungerade : 

ft = 0. 

Es kommt somit nur der Fall ft = 0, also das Feld der Zabl 1 
selbst, in Betracbt; fiir ft = 0 ist aber aucb ^ = 0 oder, weim 
wir wollen: i = », d. b. erst nacb n voUen w-aden, also nacb 
Unterbrmgnng aller Zablen, tritt der Fall ein, daB die erste 
Zabl einer »-ade mit einer Zabl der ersten, namlicb 1, zu- 
sammentrifft; dies bedentet, daB nacb Ausfiillung des ganzen 
Quadrats sicb der Zyklus scblieBt, man also von dem Felde 
durcb den „Hilfszug“ wieder zu 1 gelangen wiirde. 

Damit ist gezeigt, daB bei dem angegebenen Yerfabren sicb 
fttr alle Zablen stets leere Platze ergeben. Ferner saben wir, dafi 
zwei Zablen derselben w-ade me derselben* Zeile oder Spalte an- 
geboren. Dies konnen wir offenbar ganz analog von irgend 2 
„entsprech6nden'‘ Zablen verscbiedener 9t-aden beweisen, da ja 
die Reiben von je n „entspreobenden" Zablen durcb fortgesetzte 

8 * 
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Anwendung dea Ziiges, der in Fig. 28 von jp » -j- 1 zu pn + » + 1 
fEthrt, a-oseinander hervorg^en, xind filr dieaen Zug mutatis 
mutandis offenbar dasselbe gilt wie fdr unseren bisberigen 
„Springerzug‘‘. Somit kSunen wir jetzt aagen: Jede Zeile, wie 
Spalte enthalt lauter versobiedene wie Finer und gendgt 

damit der gestellten Bedingung. 

Dasselbe gilt nun aucb von den Diagonalen, und zwar, 
wenn n nicbt dutch 3 teilbar ist, aucb von alien gebrocbenen 
Diagonalen. Stebt namlicb die Anfangszabl einer »-ade auf dem 
Platz a, h, so steben, wie scbon mebrfacb bemerkt wurde, die 
anderen Zablen der betreffenden ii-ade auf den Platzen a + Zr, 
6 + 2b (A;™ 0, 1, 2, • • • » — 1); soUen nun zwei dieser Zablen auf 
derselben Diagonale (Haupt- oder gebrocbenen Diagonale) liegen, 
so mflBte, wenn a -\-h,'b + ^Tt und a h',}) 2k' ihre Platze 

sind, ofifenbar k — k'~± (2k — 2 k') mod n sein, was jedocb bei 
zwei versobiedenen Zablen k und k' nur moglicb ist, wenn n 
dutch 3 teilbar ist. Gianz analog folgt dies fdr 2 „entspre- 
cbende" Zablen verscbiedener »-aden, d. b. fiir zwei Zablen von 
gleicbeu Finem, und wir kSnnen daber sagen: die Hauptdiago- 
ualen, sowie jede gebrocbene Diagonale entbalten — abgeseben 
von dem angegebenen Ausnabmefall: n dutch 3 teilbar — jeden 
Einer, wie jeden w-er gerade einmal (vgl bierzii Kap. XIII, 
S. 66 — 67). Fin solcbes Quadrat, das unserer Bedingung nicbt 
nur in den Zeilen, Spalten und Hauptdiagonalen, sondern aucb 
in alien gebrocbenen Diagonalen genflgt, wollen wir ein pandia- 
gonales'-) magiscbes Quadrat nennen.’) 

1) Dieser Aasdru ok iindet sich wolil zuerst Lei E, M« 01 into ok, „On 
the most perfect forms of magic squares**, Amer J of Mathem XIX, 1897, 
p. 99 tiber andere konkurrierende Bezeichnungen s S 4=0/41, Anm 2 

2) In dem Falle „n nicht durch 3 teilbar** hatte man ubrigens bei 
Herstellung des Zahlenquadrats fur die Zahl 1 ein ganz beliebiges Feld 
wkhlen diirfen und hatte doch ein magisches Quadrat erhixlten. In der 
Tat haben wir hier bei dem Beweise, daB das Quadrat magisch bzw 
pandiagonal-magisch ist, von der Tatsache, daB 1 im Mittelfelde der 
obersten Zeile steht, keinerlei Gebrauch gemacht Vielmebr wird diese 
besondere Lage der Zahl 1 erst jetzt welter unten — in dem Ausnahme- 
falle einea durch 3 teilbaren und zwar dort hinsichthoh der Diago- 



Hagische Quadrate 


37 


1st n dagegen durch 3 teilbar^ so sind bezfiglicli der Dia- 
gonalen noch einige weitere Ausftlbrangen erfordeilicb. Zu- 
nacbst wollen wir die n Diagonalen jeder der beiden Bicktungen 
als 1, 2, • • • M Tinterscbeiden und zwar in dem System y', je 
nacbdem ibnen die Felder 1, 2, • • • w der obersten Zeile^ und in 
dem System je nacbdem ibnen die Felder 1, 2, • • n der 

ersten Spalte angeboren, beide Male nacb der bier gebraucbten 
Feldernotation gereebnet. In dem System / bat die Haupt- 
diagonale also die Mummer n und die zu ibrer Idnken liegende 
diagonale Linie die Nummer n — 1, wabrend siob zu ibrer Reob- 
ten an sie diagonale Linieu anscbliefien, die sukzessiTe zu den 
Diagonalen 2, • • ■ geboren; es folgt also, was zu beacbten ist, 
auf n wieder 1. In dem anderen System ist es analog. — 
Durcb bloBe Betracbtung der Figur 27 siebt man nun sofort, 
dab die Diagonalen y, denen zwei aufeinanderfolgende Zablen 
derselben «^ade angebbren, sicb bei unserer Numerierung um 3 
unterscbeiden Q-ebort also, wie "wir ja fur diesen Fall ausdrtlck- 
lieb festsetzten, die Zahl 1 der Diagonale w + 1 an (w = 2w + 1)> 
so die Zahl 2 der Diagonale m + 4, die Zabl 3 der Diagonale 
w + 7 usw Wegen der Teilbarkeit von n durcb 3 scblieBt sicb 

aber diese Reihe bereits nacb der Zabl und die Zablen einer 
»-ade verteilen sicb daher nicbt auf aUe n Diagonalen y', son- 
derii nur auf derselben, indem in jede dieser ^ Diagonalen 
.3 Zablen der betreffenden «-ade gelangen. Jede Diagonale // 
weist also nui verschiedene n-er auf, jeden derselben dreimal, 

nalen, — sich als wesentlich erweisea. Aus Giunden historischer Treue 
haben wii Iner jedoch die Voischrift genau in der Form des Moscho- 
pulosschen Traktats beibebalten; diese Form besitzt ja jedenfalls den 
Vorzug, allgemem fiii jedes ungerade , also aucb fur em durch 3 
teilbares, gultig zu sein Will man andereiaeits aber die Vorsebrift von 
etwas im allgemeinen oflfenbar Ubeifliissigem befreien, so vnirde sie, wie 
gesagt, so lauten miissen, dafi bei einem durcb 3 nicbt teilbaren n die 
Zabl 1 in em beliebiges Feld gesetzt wird und nur bei einem durcb 3 
teilbaren u in ein besonderes, etwa das von Moscbopnlos verge- 
Bcbriebene. 
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und zwar, wie man leicht erkennt, so, daB, wenn i . n der kleinste 
dieser w-er ist, die ilbrigen (* -f- 3)w, (i + 6)« usw. siud. Die 
Figuren 27 und 28 zeigen uns weiter, daB je 2 „entsprecliende“ 
Zahleu aufeinanderfolgender «»-aden solcben Diagonalen ^ an- 
geliSrezL, die in unserer Numerierung sioh, nur um 1 unter- 
seheiden. Daraus folgt aber, daB ein System vou n „en.tsprecben- 
den" Zablen aller »-aden sich auf n versobiedene Diagonalen / 
verteilt, daB also die Zablen jeder einzelnen dieser Diagonalen 
aEe n verscbiedenen Einer aufweisen. Penaer ist aus Pig. 28 in 
Verbindung mit Fig, 27 ersiobtlicb, daB infolge der besonderen 
TTnterbringung der Zabl 1 die Zabl w • » + 1 in das Eckfeld 
unten links gelangt Wenn aber die „recbte“ Hauptdiagonale 
den M-ner m.n besitzt, so ist naob Obigem die Reibe ibrer n~ex: 
... — 6) w, (m — 3) w, M'n, (m-{- 3)«», (m + 6)m • • •, von denen 
jeder dreimal vorkommt. Da nun n durcb 3 teilbar ist, also m 
eine Zabl von der Form 3p + 1 sein muB, so ist der kleinste w-er 
dieser Reibe 1 . n und der grSBte (n — 2)«. Die Reibe dieser 
M-er, jeder dreimal genommen, gibt aber dieselbe Summe wie die 
Reibe aller «-ner, jeder einmal genommen; z B, ist 3 (1 • 9 
+ 4>94'7*9) = 0- 9 + 1'9+2-9-* + 8- 9 Nimmt man 
bierzu, daB, wie scbon gesagt, die recbte Hauptdiagonale alle 
n Einer aufweist, so siebt man, daB sie der an sie gestellten Be- 
dingung gentlgt, zugleicb aber auob, daB nicht aUe Diagonalen y', 
sondern nur der dritte Teil derselben diese Bedingung erfiillen 
DaB aucb die linke Hauptdiagonale die magiscbe Konstante, wie 
verlangt, aufweist, ergibt sicb ganz analog, wenn man iiberall 
die Begriffe Einer und w-er vertauscbt. 


Die bier soeben bebaudelte „zweite" Metbode des Moscbo- 
pulos ist ebenso, wie die anderen in diesem § besprocbenen 
Metboden zur Bildung magiscber Quadrate, selir spezieller Hatur: 
Vergleicben wir etwa diese Metbode des Moscbopulos mit der- 
jenigen der Inder, so bestebt, bei Hbereinstimmung in dem An- 
fangsfelde (1), der Untersebied zwiseben beiden im wesentlicben 
darin, dafi Moscbopulos nacb dem „Springerzuge‘', das indiscbe 
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Yerfahren nach der L3>ufergangai't und zwar eiuem Lauferzuge 
kleinster Spaimweite ^), fortselireitet. Es liegt nan nalie, zu 
£:ageii, ob man mcbt ebenso uach andereu G^angarien fortacbrei- 
teu dvlrfe, ob man also beispielstreise nicbt anob daim ein ma- 
giscbes Quadrat erb^t, wenu man, statt mit Moscbopulos um 
eine Spalte naeb reebts und z-wei Zeilen nacb unten, immer um 
zwei Spalten nacb reebts imd drei Zeilen nacb unten springt. 
Die Prage ist prinzipieE zu bejaben, und Yoraussetzung ist dabei 
nnr, daB zu dem „Hauptzuge^^ ein passender „Hilfszug^^*) ge- 
wablt wird. Unter diesen aUgemeineren Gesicjitspuntten, unter 
Autvendung eines allgemeingebaltenen Haupt- oder „direkten^^ 
Zuges (jjdirect step") und eines Hilfs- oder ^EZreuzzuges" („cross 
step‘s, fiir die die naberen Bedingungen entwickelt werden, be- 
bandelt insbesondere die sebon (S. 36, Anm. 1) zitierte Abband- 
lung von E. M® Clintook (1897) das Problem der BEdung ma- 
giseber Quadrate. Aber aucb sebon firiibere Sebriften, unter 
denen wir namentlicb diejenigen von Hugel (1859 und 1876) 
und Barnard (1888), "wie insbesondere eine Abbandlung von 
F Herrmann (1891), bervorbeben, zeig^ abnlicbe Tendenzen 
einer Bebandlung des Gegenstandes nacb einfachen und aUge- 
meinen Prinzipien.®) 

§ 4. Pandiagouale magisclie Quadrate. 

Die pandiagonalen magiscben Quadrate, von denen 'wir 
sebon im letzten Abschnitt des vorigen § (S 36) spracben, baben, 
wie leiebt zu seben, die besoudere Eigensebaft, daB man ibre 
Zeilen und ebenso aucb ibre Spalten in zykliscber Polge be- 
liebig unter sicb vertauseben darf, obne daB das Quadrat aufbort, 

1) Auch der „erBteii“ Methode des Mosohopulos liegt ja dieser 
Fortschreitungsmodus zugninde 

2) Rekapitulierend bemerken wir, dafi diesei „Hilfszug“ bei den bier 
besprochenen Methoden in folgenden Foimen vorkam- Methode derinder: 
em Feld nach. unten; „er8te^‘ Methode des Moschopnlos: zwei Felder 
nach unten; „zweite“ Methode des Mosohopulos: viei Felder nach 
unten 

8) Siehe diese verschiedenen Arbeiten im literar. Index unter Nr. 239 
u. 335 (Hugel), 462 (Barnard), 494 (Herrmann) 
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magiscliv (jpandiagonal-magiscli) zu sein. Man darf also^ tun tlas- 
selbe mit anderen Worten noeliinals zn sagen, die auBerste Spalte 
rechtB nach links vom hintlbersetzen und ebenso die umgekehrte 
Transposition Tornebraen, und zwar ist jede dieser beiden Uni- 
stellungen auch in beliebiger Wiederbolung zulassig, und Bnt- 
sprecbendes gilt aucb fur die Zeilen. Jede solobe zykliscbe Ver- 
tauscbung der Zeilen und Spalten Yerwandelt namlich, wabrend 
jede Zeile und jede Spalte als Gauzes natfirlicb unbertihrt bleibt, 
gebrocbene Diagonalen in Hauptdiagonalen und umgekebrt, und 
aus diesem Grunde gestatten eben gewobnlicbe naagiscbe Qua- 
drate in der Regel solcbe Vertauscbungen nicbt.^) 

Im Grunde sind iiberbaupt erst diese pandiagonalen Qua- 
drate die wirklicb xnagiscben Quadrate^); denn die iiblicbe Art, 

1) Ein gew&hnliclies magisckes Quadrat wurde sicli in der Regel 
bei einer solchen zykliscben Vertauschung in ein Quadrat verwandein, 
das zwar naturlicli nock in den Zeilen und Spalten, niclat aber in den 
beiden Hauptdiagonalen^ die magische Eonstante aufweist Man nennt 
Bolcbe Quadrate, da sie nicbt die Tollen Bedingungen eines magischen 
Quadrats erfullen, „seinimagisck‘ reap. „halbniagisch“. Solcbe semi- 
magiscben Quadrate sind uns bereits in Bd I, Kap XI, § 13, in den dort 
besprochenen „iaagi8cben ROsselsprmigen“, entgegengetreten (s dort be* 
senders S. 379) Ein semimagisebes Quadrat geht iibngens, wie keinei 
Begrundung bedarf, bei jeder ganz beliebigen Veitaiischung der Zeilen 
Oder der- Spalten untereinander in ein Quadrat ubei, das mindestens ^le- 
der semimagiseb, eventueU aber vollmagisch ist. Burch solcbe beliebigen 
Zeilen- und Spaltenveitauschnngen ergeben sich somit aus jedem semi- 
magischen Quadrat (n!)* — 1 andere semi- Oder vollmagiscbe Quadrate, 
wAbrend aus jedem pandiagonalen xnagiscben Quadrat duicb zyklisehe 
Zeilen- und Spaltenvertauschungen 'i \~ — 1 andei(i Quadrate dor««eU>en 
Kategorie liervoigehen. 

2) Man hat dalier diese Quadrate auch ,,vollstand]g*‘ (^11 oiler uiig, 
1 c p. 44) odea „vollkommen“ („perfect‘‘ bei Barnard in der sohoii 
zitierten Arbeit von 1888, p 209; im Gegensatz dazu die gewdbnliehon 
mag. Quadr. „ordinary*‘) genannt. Der Name „pandiagonab‘ (a. S 36 nebst 
Anm. 1) Oder aucb „panmagiscb“, wie G, Tarry (s die unten: S 42, 
Anxn. 2, zitierte Arbeit, 1 c t II, p 130) sagt, scheint mir jecloch, da ei 
bezeiebnender ist, den Vorzug zu ’^erdienen. Aufier diesen Bezeich- 
nungen findet man nocb versebiedene andeie* v Pessl (litcrar Index, 
Nr. 300), p. 4, sagt'„gleicbzeilig‘‘; B. Portier in einer Sebrift von 1902 
(literar Index^ Nr 612), p. 9, gibt vei’scbiedene Nainen an, nntei denen 
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aUein die Hauptdiagonalen zu berucksichtigen und damit die 
Gleicbberecbtigung der Felder des Quadrats aufzubeben, laBt 
sicb kaum aus sacblicben, sondem^ wie wir sogleicb seken war- 
den, vorwiegend nur aus praktischen Grunden motivieren, Man 
braucbt sich ja aucb nur den oberen und den materen Rand des 
Quadrats aneinandergebeftet, dieses also zu einem Zylindermantel 
umgewandelt^) zu denken^), umzwiscben den vorber gebrocbenen 

der eines ^zyliudrischen^' Quadrates durch den folgenden Satz unseres 
Textes verstandlich wird; E. Lucas (s. „Eiecr. matli^m/^ I, 1882, Intro- 
duction, p. XVII) hat die Bezeichnung „dial)olisch*‘ eingefuhrt, ein Name, 
der zwar viel gebraucht wird, aber dennoch recht schlecht ist tJberhaupt 
kann diese zumal von firanzdsischen Autoren fCir die Q-ebilde dieses Gcebietes 
eingefdhrte Art von Terminologie nicht gerade gltickLich genannt wer- 
den ; neben den „carxe8 diaboliques'^ resp. den „teuflischen*‘ oder „Teufels- 
quadraten**, wie der franzdsische Name wohl in der deutschen Literatur 
wiedergegeben wird, und den „semidiabolischen‘* oder „haibteuflischen“ 
(sic I) Quadraten £gariert eine andere XJnterart als ,,satanische^^ Quadrate 
und wieder eine andere als „kabbalistisclie“ Quadrate. Dabei mag man 
den Namen „diabolisoh‘< und „satamsch“ nocb zugute halten, daJB jeder- 
mann sie wemgstens eogleich als das nimmt, was sie sind- als willkfLr- 
lich und nichtssagend, wUhreud die Bezeichnung „kabbalistisch“, wenn 
sie wirklich geuommen wird, irrefdhrend ist, gehuhrt dieser Name doch 
im Grunde den magischen Quadraten schlechtweg nach der astrologisch- 
kabbalistischen Theorie, die dei Okkultismus um sie herumgewoben hatte 
(s hiex Liber die schon S 3, Anm. 4 zitxerten Aufsatze des Verfassers), 
und jedenfalls nicht gerade jener besonderen Unterai*t von ihnen Was 
nun die Bedeutung dioser veischiedenen Tex mini betriftt, so werclen als 
,sexnidiabolisch“ seiche magischen Quadrate bezeiclinet, die nur zykhsche 
Vertauschungen dei Zeilen oder aber nur solche der Spalten gestatten 
,,Satanisch‘ .-^odann lieiJBen solche Quadrate, die in den Zeilen, Spalten 
nnd Hauptdiagonalen nicht nur dieselbe Zahlensuinme, sondern in diesen 
B-eihen aucli dieselbe Siirame dor ins Quadiafc eihobenen Zahlen eigeben, 
(lobilde, die sonst und zwar besser als „bimagisch"‘ resp „iiiagisch zu 
deu beideu ersten Graden‘^ bezeichnet werden Ist ein Quadrat ,,cha- 
bolisch^ (pandiagonal) und „satani8ch“ (bimagisch) zugleich, ergibt es 
also in Zeilen, Spalten und alien Diagonalen dieselbe Zahlensumme und 
in den Zeilen, Spalten und Hauptdiagonalen dieselbe Summe der Zahlen- 
quadrate, so heiBt es „kabbalistiseh‘‘. 

1) Vgl auoh Bd. I, S. 351. 

2) Man kann naturlich mit F. Heiimann (L c, p. 119/120), um die 
Sonde rstellung aller Randfelder zu beseitigen, auch zugleich die beiden 
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Diagoualea^) uud den Hauptdiagoualeu auch auBerlicli voile 
Q-leiclibereclxtigung herzustellen. 

So 'wdrde vielleiclit das pandiagonale magische Quadrat 
sclion in der fraheren gesohicttlioliea Entwicklung, zum min- 
desten aber in neuester Zeit^ sick als das eigentliche magiscke 
Quadrat Geltung versckaflEt und damit das gewSknlicke magiscke 
Quadrat zu einer unvoUkommenen Abart von sick degradiert 
kaben, wenn dem nickt eine Tatsacke entgegenst'dnde: Als das 
sozusagen normale Gebilde dieses Gebietes wird man zweck- 
maBigerweise eins waklen, das auf alien Stufen vertreten ist, und 
das gilty wie wir sogleick seken werden, fdr die pandiagonalen 
Quadrate nickt, wakrend es magiscke Quadrate der gewoknlicken 
Art fiir jedes « ^ 3 gibt. tlber die Moglickkeit, pandiagonale 
magiscke Quadrate zu konstruieren, ist namlick zunackst zu be- 
merken, dafi diese Moglickkeit fkr jedes ungerad-gerade n aus- 
gescklossen ist, fiir gerad-gerades n aber bestekt. Was sodanu 
die Falle eines ungeraden n betrifft, so lieferte ja die Sprmger- 
Metkode des Mosokopulos, wie -wir saken, nur dann pandiagonale 
Quadrate, wenn n nickt durck 3 teilbar ist. Aus dem Versagen der 
Metkode folgt nun uatiirlick nickt die IJnmdglickkeit der Existeuz 
solcker Quadrate; daB andererseits pandiagonale Quadrate aber 
jedenfalls nickt fiir jedes durck 3 teilbare n esistieren, beweist 
der Fall » = 3 : Fiir diesen gibt es, wie wir wissen, nur ein magi- 
sokes Quadrat: das unserer Fig. 3 (mit den Nebenformen), und 
dieses ist nickt pandiagonal. Wie G. Tarry gezeigtkat®), sindpau- 
diagonale Quadrate moglick fiir n = 3p, wenn das als ungerade ®) 

auderen Bander, den rechten und den linken des Quadrats, sich ati- 
einaudergeheftet denken, mit dem Resultat, dafi man nun statt des 
Zylindermantele einen „Erei8wulst“ hat, der durch ii Meridian- und 
n Parallelluuen in n* Zellen geteili ist. 

1) C. Planck vervrirft auch den Nainen „broken diagonals’* (The 
Monist 20, 1910, p. 620) 

2) Siehe G-. Tarry, „ Carries panmagiques de base 8'/!“, Assoc. 
&an 9 . 32, Congxfes d’ Angers 1903, II (Paiis 1904), p. 130 ff,, sovrie Bevue 
scieutihqne (4) 20, 40* annde, 2““ semestre, Paris 1903, p. 878 

3) Der Fall eines geraden p erledigt sich nach dem hier zuTor Oe- 
sagten, je naohdem p getad- oder ungerad-gerade ist. 
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Torausgesetzte > 1 und nicht dutch 3 teilbar, d. h. you der > 
Form fig ± 1 (o' ^ 1), ist. Abet auch ftlr w == 9 ist eiu pandia- 
gouales Quadrat augegebeu.^) 

Was die iuuere Struktur der paudiagoualeu magischeu Qua- 
drate betriflft, so sind aueh uuter ihnen die beiden oben (S. 16/17) 
aufgestellten Hauptkiasseu Yertreten: solche, die dem „Bildungs- 
gesetz der Eiuer uud wie wir kurz sagteu, folgeu und 

solche, die dies uicht tun, Wahrend wir oben (§ 2) die Me- 
thods der Finer und n-er ohne alle Rilcksicht auf Pandiagonali- 
tat, nur mit dem einen Ziele, tlberhaupt magische Quadrate zu 
erhalten, entwiekelten®), mag diese Methods hier jetzt in eine 
Form gebracht werden, die flir ungerades n, allerdings begreif- 
licherweise nur fiir ein dutch 3 nicht teilbares n — denn bei 
Teilbarkeit dutch 3 hort ja die unbeschrankte MSglichkeit, pan- 
diagonale Quadrate zu bilden, axif — , Quadrate der gewQnscliten 
Art liefert. Das Verfahren ist in einer Formuliening, die 
H. Scheffler®) gibt, das folgende: Man u'cffde 4 positive Oder 
negative ganse Zahlen a, h, a', h' aus von der SeschaffenKeit, dafi 
gede von ^hnen, sowie jede der Zahlen ah' — a'b, u -{- a', fc 4- l>') 
a ~ a', h — h' relativ prim m n (event, vom ahsoluten Werte 1, 
gedoch nicht = 0) isi. Man erhalt alsdann ein magisches Qua- 
drat, mdem man die nachsteliend angegeheneh Zdhlemeihcn in 
die Fdder des Quadrats so einsetgit, u'ie sie in dem Schema 
gestellt sind: 


1) loh verweise hierfdr ant die achon (S 40, Aura 2) zitierte Schrift 
von B Fortier, in deren Ansgabe von 1902 sieh. em pandiagonales 
Quadrat von 9* Zellen findet (1 c, p 12). Vielleicht weisen aber bereits 
die frdheren mir nicbt zuganglicbeu Ausgaben dieser Schrift (1898 u 
1896) das Quadrat auf, und es scbeint, daS der Yerfasser es an anderem 
Orte schon i J 1888 verSffentliohte (s. die Schrift von 1902, p 9) 

2) Die in § 2 nach jener Methode hergeleiteten magischen Qua- 
diate (Fig 5, 10, 12) sind denn auch samtlich nicht pandiagonsl. 

3) Siehe H Scheffler, „Die magischen Figuren “ Leipzig 1882, 
p 2ff.; B a. die altere Arbeit von 3. Horner: „On the algebra of 
magic squares" Quart. Joum of Mathem. XI, 1870, p 67—65; 123—132; 
218-224 
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l'4'O 0 ' % 

1+a' H-ft'n 
H-2a'+26'» 
1+3 a^+S 6^34 


1+ ci+6w 

l+Ca+o') +(&+ 6 'J« 
l+(fi+2 fl^+(J+2 6^) w 
l+(fl!+3 ot^)+(J+3 V^vh 


1-)— 2ct+26w • • • 

l+(2<i+fl^) +(26+&^)3i •.. 

l+( 2 ct+ 2 <j'Q+( 26 + 26 ^)w • • • 
l+(2fls+3oQ+^26+3&^) M • • • 


Dahei smd m jeder Zald, die ja ein Trinom von der Form 
1 -{■ c dn ist, Stott c imd d d&rem Memste Bests nach n (em- 
schlie^lich 0 und ausschlie^Udh, n) m neJimen. 

So erhalt man z. B. fQr n = 6, vrenn man, wie znlassig, 


a = 2, a' == 

1, 6 =. 1, 6' =. 

2 wablt, folgendes Schema: 

1+0+0-5 

1+2+1-5 

1+4+2-5 

1 + 1 + 3-5 

1 -[- 3 ”|“4-5 

1 + 1 + 2-5 

1 +3+3*5 

I+O+ 4.5 

1+2+0-5 

1 -f- 4 * 4 * 1 • 5 

1 + 2+4-5 

1+4+0-5 

1 + 1 + 1-5 

1 + 3+2-5 

1 --j-O -}“ 3 * 5 

1-I-3+1-5 

1+0+2-5 

l+2+'3*5 

1 +4+4*5 

l + H-0-5 

1+4+3-5 

1 + 14 . 4.5 

1+3+0-5 

1+0+1-5 

l + 2 + 2‘5 

nnd bieraus das magiscbe Quadrat Fig. 

29. 



Bei den so gebildeten Qnadraten nimmt 1 stets das obere 
links Eckfeld ein, doch ist dies keineswegs an sicb notwendig. 


Tielmebr kann in dies Feld ebeiiso gut jede 
andere Zabl gesetzt werden: man braucht 
zu dem Ende die gewdnscbte Zabl nur in 
der Form 1 p g ■ n darzustellen (j) 
und q<in') imd bat daun natflrlich m dem 
obigen Schema, statt von 1 + 0 + 0 • i/, 
von 1+^ + 2 n anszugeben 

DaB nun die nacb dieser Metbode 
erbaltenen Quadrate wirklicb die gefordei- 
ten Eigenschaften besitzen, erkennt man leiebt: Die „Emer'‘ 
derselben Zeile geben auseinander durcb sukzessive Addition 
von a bervor, und die kleinsten Beste nacb n sind somit in 
jeder Zeile samtlicb verscbieden, weil a ja nacb Voraussetzung 
zu n relativ prim ist; entsprecbend ist es mit den w-em jeder 
Zeile, die durcb Addition von je J • auseinander hervorgeben 
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und alle unter sich yerscliieden sein mflsseu, well h ja gleicli- 
foUs zu n relativ prim ist. Bbenso wie filr die Zeilen ergibt 
sich dies fflr die Spalten und zwar sowohl beziiglioh der 
Einer, wie bezflglich der w-er. In den Feldern der „linkeii* Dia- 
gonale gehen die Einer durch Addition von je a + a' und die 
OT-er durch Addition von je (h -j- V)n auseinander hervor, und 
hier miissen daher die Einer \md n-er auch alle verschieden sein, 
weil a -{-a' and 6 + 6' ja gleichfalls i-elativ prim zu n sein sollten. 
In der rechten Diagonale unterscheiden sich die Einer um a — a' 
und die w-er um (6 — so dafi also bei unseren obigen Vor- 
aussetzungen auch hier Einer und n-er samtlich verschieden sind. 
Zudem gilt offenbar alles, was soeben von der linken oder rech- 
ten Hauptdiagonale gesagt wurde, genau ebenso fur die zu ihnen 
parallelen gebrochenen Diagonalez^ so daB also die so erhaltenen 
Quadrate in der Tai^ wie beabsichtigt, pandiagonal sind. — Es 
eriibrigt daher jetzt nur noch der ISTachweis, dafi in unserem 
Schema keine ZabI zweimal vorkommt : Irgend zwei Zahlen des 
Schemas siud 1 + (A: a + h' a') -H (Jih -f k'b')-n und 1 -j- (l-a -f I' a') 
-f- (lb -|- l'b')-‘>i] sollen beide zu derselben Zahl fiihren, indem 
man von den betreffenden Faktoren vorschriftsgemaB die Reste 
nach n nimmt, so mtlBte 

lea -)- k'a' ^la + I' a' mod n und 
kb + Mb' = Ih -|- I'b' mod« 
odei’, wasj dasselbe: 

(Jk — V)a + (Jv — T)a' = 0 mod n 
(k -l)b + (k' - r) b'^0 mod n 

sein Diese Kongruenzen bedingen aber, da k, k', I, V ihrer De- 
finition nach < n sind und die De|^erminante ah' — a'b unserer 
VoraussetzLing gemaS zu n teilerfremd ist k = I, k' = T Da 
ferner von ka -t- k' a' und kb + k'b' unserer Vorschrift gemafi 
deren kleinste Reste nach n zu nehmen sind, so kann keine der 
erhaltenen Zahlen > werden, und das Quadrat weist somit 
gerade alle Zahlen 1 bis w* auf, jede einmal. Damit ist nun 
restlos gezeigt, daB die nach diesem Yerfahren gebildeten Qua- 
drate alien an sie gesteilten Forderungen gendgen. 
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ITaoli diesem Beweisgange kSniite es soheinen, als wS,re damit 
— tlber uneere Behaiaptung hinausl — die unbesckrankte Mog- 
lichkeit, pandiagonale magische Quadrate fiir jedes n zu bilden, 
dargetau. Wurden dock in dem Beweise dem n scbeinbar nirgends 
irgendwelobe Beschrankungen auferlegt. Und dock besteken 
Bolcke. Denn die Anwendbarkeit der Metkode kangt natiirlick in 
jedem einzelnen Falle davon ab, ob sick zu dem betreffenden w 
solcke Zaklen a, a', h, V flnden lassen, die alien obigen Bedin- 
gungen gentlgen. Das ist nun aber erstens nickt moglick, wenn 
n durek 3 teBbar ist (vgl. dazu eyent. Kap. XIII, S. QQJQT). Denn, 
da a und a beide zu n relativ prim sem soUen, so dvirften sie 
bei einem durch 3 teilbaren n jedenfalls nickt den Teiler 3 be- 
sitzen, sondem mttBten, durck 3 geteilt, entweder beide denselben, 
von 0 versckiedenen Rest geben, oder aber a mtlBte, durck 3 ge- 
teilt, etwa den Rest 1 und a' den Rest 2 lassen; auf jeden Pall 
ware dann aber entweder a — a! oder a-\- a' durck 3 teilbar, katte 
also — entgegen unseren Bedingungen — mit n den Teiler 3 
gememsam. Bbenso ergibt sick, dafi jedes durck 2 teilbare n 
unsere Metkode ausscklieBt. 1st n dagegen ungerade und nickt 
durck 3 teilbar, also von der Form 6 v ± 1, so geniigen a = 2v, 
at' = Vf i — Bv, V ='v alien unseren Bedingungen Fiir ein 
weder durck 2 nock durck 3 teilbares n ist die Metkode somit 
unbesehrankt anwendbar. 

Will man auf Pandiagonalitat verzickten und sick auf ge- 
wbknlicke magiscke Quadrate beschranken, so darf man von den 
Bedingungen, da6 a a', & -f- 5', a — a, h — V zu n relativ prim 
seien, abseken, wofern man es nur so einiicktet, daB die mittlere 
Zahl ^ (w® -h 1) = 1 + + ~i~ ■ Mittelfeld kommt. 

Es steken dann also in der#linken Hauptdiagonale gleickweit 
vom Mittelfeld, nack beiden Seiten kin gerecknet, die Zaklen 

1 -1- ^ — 2 h Z(a -f- ^ — 2 — -|- 1(1) und 

^ ( — 2 ^ + (— 2 + V '^ n , 

und man siekt, daB deren Summe konstant, ganz unabkangig 
von dem Werte von I, namlick gleick dem Doppelten der Mittel- 



Magische Quadrate 


47 


zahl, ist. Dann ergibt aber die Summe der gauzen Diagonale 
das M-facbe der Mittelzabl, und das ist die magiscbe Eonstante. 
Fiir die reebte Hanptdiagonale ist es ganz entspreehend, und mau 
erkenut, dafi man bei der bier Torgescbriebenen Besetznng der 
Mittelzelle derjenigen Bedingungen, denen oben mit Bticksicbt 
auf die Diagonalen die Zablen a, a', b, V iuit§rworfen werden 
mufiteu, entraten kann und dock ein magiscbes Qnadrat erbalt. 
Naturlicb ist dies Verfabren ntir dort anwendbar, wo fiberbanpt 
ein Jdittelfeld vorbanden ist, d. b. bei iingeradem n, dort aber 
ancb stets In der Tat braucbt man bei ungeradem n = 2m-\- 1 
die Zablen a, 6, a', h' nnr so zu wablen: a = 2m, h = 2, ct'= 1, 
h' = 2, um alien Anfordernngen zu gentigen (diese vier Zablen 
selbst sind relativ prim zu n nnd aucb die Determinante ah' — a'h 
= 2 (2 m — 1) ist es). 

§ 5. Magisobe Quadrate von gerader Zellenzahl. 

Die bisber angegebenen Metboden waren ilberwiegend fiir 
die Bildung von Quadraten ungerader ZeUenzabl bestimmt. Wir 
geben daber in diesem § Metboden, die sicb fur Herstellung von 
Quadraten gerader Zellenzabl besonders eignen. 

Denkt^) man sicb die Zablen 1 bis in natitrlicher Beiben- 
folge in die Zellen des Quadrats von links nacb recbts und von 
oben nacb unten gescbrieben, so geniigen, wie bereits in § 3, S. 18, 
hervorgeboben wurde, die beiden Diagonalen obne weiteres der 
gestellten Bedmgung, dagegen gilt dies von den Zeilen und Spalten 

natiirliob nicbt. Vielmebr ist, wenn wir die „Konstante^‘ 

des zu bildenden magiscben Quadrats kurz mit M bezeicbnen, 

die Summe der Zablen der x-ien Zeile von oben (a; ^ : 

(1 + 2 + • • • + >0 + (^ — == ilf — -(-1 — 2x) 

1) Sieho fur diese einleitendeu AusfQhrungen, sowie fOr die erste 
Methode ad I und die erste ad II die auf Aniegung von C. H. Harri- 
son entstandene Axbeit von W. W. Bouse Ball. „Even magic squares^. 
Messenger of Mathematics XXIII, 1898/94, p. 66 — 69. 
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Tind die der ^entsprechenden" (a;- ten) Zeile von unten: 

Die eiue Zahlensumme ist mitlxiu zu grofi, die andere zu klein, 
tind z"war hat, was die eine Zeile zu viel hat, die andere zu 
wenig. Bntspreqjiend ist es mit den Spalten: Ergibt doch die 

y-te Spalte von links (y ^ als Summer 

ny n • = Jf — +1 — 2y) 

und die y-te Spalte von rechts: JkT 4- + 1 — 2y). Da nun 

in zwei heliebig herausgegriffenen Zeilen zwei entsprechende 
(•abereinanderstehende) Zahlen uberall den gleichen Untersohied 
haben, so konnen wir den Unterschied zweier „entsprechender“ 
Zeilen dad arch ausgleichen, daB wir Zahlen der einen Zeile 
mit den entsprechenden der anderen vertauschen Dabei ist frei- 
lich zu bedenkeu, daB, wenn anch jede Zahl hierbei m ihrer 
Spalte bleibt, sich in zwei entsprechenden Spalten im aUgemeinen 
nacbher nieht mebr dieselben Zahlen gegenttberstehen wie zuvor, 
wofern nicbt bei den Vertauschungen zwiscben den Zeilen hierauf 
ausdrilcklich Rbcksicht genommen wurde AuBerdem konnen 
diese Yertauschungen natttilicb auch fiir die Diagonalen eine 
Anderung der Zahlensumme verursachen Der Ausgleich zwi- 
schen den Spalten hatte selbstverstandlich in ganz entsprechen- 
der Weise eiTeicbt werden konnen. Man erkennt nun leicht, in 
welcber Art sich diose zwiefaeben XJmsetzungen — fflr Zeilei\ 
und Spalten — miteiiiauder verkniipfen lassen, und es ergeben 
sich hiernacb folgendo Voi-scbriften fur die Umwandlung eines 
urspiilngliehen, d. h. in natilrhcher Zahlenfolge ausgefullten 
Quadrats in ein magiscbes. 

1. n ist gerade-gerade, = 4m. 

Man teile das ganze Quadrat der 16 w® Felder in 10 Teile 
von je Peldem, wie Pig 30 dies augibt, und vertauscbe darauf 
entweder mnerbalb des mit a bezeicbneten Gebietskompleses oder 
imierhidb des Komplexes h jede Zahl mit dor ihr in dem ganzen 
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Quadrat gerade gegenfiberliegenden, wobei wir 
uuter zwei einander „gegeiitiberliegenden.“ 

Zableu zwei solcbe versteben, von denen Zeile 
und Spalte der einen denen der anderen „ent- 
sprecben" Man siebt, daB bei diesen Vertau- 
scbungen jede Zahl des Komplexes a innerbalb 
dieses Komplexes bleibt und daB gleicbes fur 6 
gUt, und femer, daB bei jeder der beiden zur Wahl stebenden Ver- 
tauscbungen (a oder 6) gleiehzeitig jede Zeile und jede Spalte 
unseres Quadrats die Halfte ibrer Zablen mit der „entsprechenden“ 
Zeile resp. Spalte austausebt und daB bei dieser Tertausebung 
die Diagonalen stets ibre Zablen bebalten. Nacb Ausfiibrung 
der Yertauscbang werden 
somit Zeilen, Spalten und 
Hauptdiagonalen s^tlicb 
die magiscbe Konstante auf- 
weisen. 

AnstattjWie vorstebend, 
das Quadrat (16 m® Felder) 
in 16 unter sicb gleieb groBe 
Quadrate von je m® Feldem 
zu teilen, kann man es aucb 
in m® Quadrate von je 16 
Feldern zerlegen und in 
jedem dieser Teilquadrate 
die Diagonalen ziehen, wie Pig. 31 dies fur den Fall « = 8 an- 
zeigt, und darauf die Zabl jedes nicbt von einer Diagonale 
durobquerten Feldes mit der ibr in dem ganzen Quadrat „gegen- 
iiberliegenden" Zahl vertauscben Offenbar gibt bierbei die erste 

Zeile 2m = ^ Zablen an die letzte Zeile ab und empfangt dafur 

von dieser die ,,entsprechenden“ Zablen, und dasselbe gilt filr 
alle anderen Paare entsprecbender Zeilen, wie aucb Spalten, 
wabrend die Diagonalen voUig ungeandert bleiben ^ ) Das so 

1) Man konnte die Hegel naturlich auch umgekehrt so fassen, daB 
die Zahlen der von den scliragen Linien durehquerten Felder mit den 

Ahrens, Maths m Unterhalfcnngen S Aiifl, II 4 
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enteteliende "Quadrat — f&r 
unsereu Fall w =— 8 ist es das 
der Fig. 32 — ist mithm ma- 
gisoh.^) 

II n ist uugerad- 

gerade, = 2(2m + 1). 

% 

^ Man teile das Quadrat^ 
das zunachst wieder mit den 


gegeniiberliegenden vertansclit 
wexden und die anderen Zahlen 
ihre Piatze behalten. Jede der 
beideu Diagonalen des ganzen 
Quadrats bliebe, als ein Gauzes betracbtet, auch. bierbei erhalteu 
1) Diese Herstellungsmethode ist nicbts anderes als das erste der 
beideu Verfahreu, die Moschopulos fiir gerad-gerades n gibt; uur hat 
die Regel bei ihm eiue etwas audere Fassung: Die Felder des Quadrats 
bleibeu zunachst gauz frei von Zahlen; Moschopulos versieht nun die 
von uns durohqueiten Felder (Fig. 31) mit Puntten und za,hlt sodann, in 
dem EeTcfeld oben links mit 1 beginnend, in der Reihenfolge der Zahlen 
unserer Fig 31 alle Felder durch und setzt bierbei in alle mit einem 
Punkt vexsehenen Felder die betreffenden Zahlen ein, also 1, 4, 6, 8, 10, 
11 • • (s. Fig. 31 u 32), wkhrend die nicht punktieiten Felder noch leer 

bleiben. Darauf ertolgt eine zweite Abz3>hlung, die bei dem Eckfelde 
unten rechts als mit 1 beginnt und demgemSB in gerade entgegengesetzter 
Richtung wie die erste verlkuft; hierbei erhalten nun alle bisher noch 
unausgefiillten, also nicht mit Punkten gezeichneten Felder die Zahl, die 
bei der Abzahlung auf ^ sie entfallt, also von unten rechts an 2, 3, 6, 
1, 9, 12 — (s. Fig 32); s P. Tannery, 1. c. („Annua3re“), p 102 — 107 
nebst den Figuren 10 — 12; bei Gunther, ] c., die 11 Figur des Moscho- 
pulos unrichtig, — Es biaucht nicht gesagt zu werdcn, dafi auch dies 
Verfahren eine Umkehrung im Sinne unserer vorigen Anmerkung ge- 
stattet. — Bemerkt sei noch, daB die Methode in unserer Fassung sich 
in emem japanischen Weike von 1840 findet. Ampon Gokai, Sampo 
semmon-Bcho ; s. Yoshio Mikami, „The development of mathematics 
in China and Japan“ = Abb zur Gesch. dex mathem. Wissensch., 30, Heft 
(Lpz 1913), p. 292/3. Cbxigens lehrt dieser japanische Autor fur un- 
gerad-gerades n ein Verfahren, das demjenigen, das wir im folgenden 
Ahschmtt II zunachst (S 60 — 62) geben werden, ganz ahnlich ist; s. 
Mikami, 1. c p 293 
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^t^ZaUeiL in derennatiir- 
licher Beiliexifolge be- 
setzt wird, in 4 Qua- 
dxanten (s. die staxke- 
ren Linien der Fig. 33), 
von denen jeder also 
(2 m -|- 1 )* Zellen besitzt. 

Dann wable man in dem 
ersten Qnadranteu (oben 
links) in jeder Zeile m 
Zablen aus, etwa die 
der Zellen 1, 2, • • • m 
m der obersten Zeile, 
die der Zellen 2, 3, • • • 
m + 1 in der zweiten, 

• • die der Zellen m+ 1, 
m-j- 2 , - • • 2m in der (m +l)-ten, die der Zellen m + 2, m + 3, • • • 
2m + 1 in der (m + 2)-ten, die der ZeUenm + 3, m + 4, •• 2m -}- 1 
nnd 1 in der (m + 3)-ten und' scblieBlich die der Zellen 2m + 1, 
1, • • • m — 1 in der (2 m + l)-ten Zeile, und in den anderen 
drei Quadranten diejenigen Zablen, die diesen vorgenannten 
nacb den Spalten oder naob den Zeilen oder nacb beiden ent- 
sprechen, d. b. zu einer Zabl des ersten Quadranten, die auf 
dem Feld a, b — in der oben (S. 32) gebraucbten Feldernotation 
— steht, nebme* man die Zablen der 3 Felder ii -j- 1 — «, b; 
a, %-f-l — bj n+1 — a, n + l — b binzu. Dann vertauscbe 
man von diesen so auserwablten Zablen immer 30 zTvei „gegeii- 
tiberliegende'^ *, dadurcb tausebt jede Zeile mit der ibr entspiecben- 
den 2 m Zablen aus und ebenso jede Spalte. Nun soil aber jede 
Zeile bzw. Spalte 2m + 1 Zablen mit der entspreebenden aus- 
tauscben ; es bleibt also nocb iibrig, je erne Vertauscbung in zwei 
entspreebenden Zeilen und Spalten vorzimebmen. Zu dem Zweek 
braueben wir nur von dem ersten Quadranten die (2 m + l)-te 
Zabl der obersten Zeile, die erste der zweiten Zeile, die zweite 
der dritten, . . ., die 2m-te Zabl der (2m + l)-ten Zeile auszu- 
wablen und diese Zablen gegen die entspreebenden Zablen der 
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eutsprecheudeu Zeilen 
in dem gauzen Quadrat 
auszutauschen und wet- 
ter, um auclx bezQglich 
der Spalten unser Ziel 
zu erreicben, nur in dem 
ersten Quadranten die 
2m-teZahl der obersteu 
Zeile, die (2 m + 
der zweiten Zeile, die 
erste der dritten, . . 
die (2m — l)-te der 
(2 m + l)-ten Zeile aus- 
zuwablen mid diese Zab- 
len mit den entsprecben- 
den Zablen der entspre- 
cbenden Spalten des ganzen Quadrats zu verfcauseben Bei alien 
diesen Umstellungen bebalten die beiden Hauptdiagonalen, was 
wesentlieb ist, alle ibre urspriinglioben Zablen. Unsere Fig. 33 
gibt als Beispiel fiir den Fall n = 10 zunacbst die urspriinglicbe 
Ordnung und kennzeicbnet dabei eine mit der gegenilberliegen- 
den Zabl zu vertauscbende Zabl dnrcb einen * und eine mit der 
entspreebenden Zabl der entsprechenden Zeile bzw Spalte zii 
vertauscbende durcb einen borizontalen bzw. vertikalen Stricb. 
Fig. 34 gibt alsdann das bieraus bervorgebende magiscbe Quadrat. 

AuBer diesem HersteUungsverfabren mag fiii ungerad-ge- 
rades n — 2(2m 1) nocb eine andere Methode angegeben 

werden, die freilicb nicbt auf dem in diesem § vorangestell- 
ien Prinzip der wecbselseitigen Zeilen- und Spaltenausgleicbung 
berubt, die aber wobl gerade wegen ibres wesentlieb iinderen 
Cbarakters bier ein gewisses Interesse verdient Das V'erfabreii 
bestebt darin, zunacbst fur die nachst kleinere gerad gerade Zabl^ 
also fiir n' = 4w, ein magisebes Quadrat nacb oiner beliebigen, 
etwa einer der oben gegebenen Metboden, zu bilden und dieses 
Quadrat alsdann mit einem passenden Raiide von Einfelderbreite 
zu umgeben. Das Vei-fabren, das zuorst von Ons-en-Bray 
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(1750) gelelirt ist 
mag an dem kon- 
kreten Falle w == 10 
erlautert welrdeii : 

Das zu bildende ma- 
giscke Quadrat soU 
100 Zellen umfas- 
seu, das zonackst 
kerzustellende ge- 
rad-gerade Kem- 
quadrat also dereii 
64; auf den Band 
entfallen demnach. 

100 — 64 = 36 Zel- 
len. Diese 36 Zellen 
sollen mit den 18 
kleinsten und den 18 grofiten der zxir VerfOgung stehenden 
Zablen besetzt werdeu, so daB sick also zunackst folgende Dis- 
position fur die Unterbringung der Zaklen (1 bis 100) ergibt: 

Rand Kemquadrat 

1, 2 • • 18 II 19, 20 50 

100, 99 • 83 II 82, 81 • • • 51 

Soil das 64-zellige Kemquadrat die Zaklen 19 bis 82 ent- 
kalten, so werden wir, um ein solckes Quadrat zu bekommen, 
die Zaklen 1 bis 64 eines gewohnlicken 64-zelligen magiscken 
Quadrats, etwa desjenigen unserer Fig. 32, samtlick um 18 ver- 
groBern , das so entstekende Quadrat ist natiirlick in alien Zeilen 
und Spalteii, wie auck in den beiden Diagonalen gleicksummig, 
nur ist seine Konstante natiirlick um 18-8 groBer als die des 
urspriinglicken Quadiats der Fig. 32. Wir deuten in unserer 
Fig. 35 dieses 64-zeIlige Kemquadrat, iiber das es kiernack keiner 
weiteren Erorterung mekr bedarf, nur durck seine 4 Eckzaklen 
(19, 26, 75, 82) an. — Soli nun auck das ganze 100-zellige 

1) SieHe die im literal Index als Nr. 87 aufgefdhrte Abh., 1. o. 
p 263—271 
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Quadrat gleichsamniig werden, so miisssn die Zahleu des Raudes 
so verteilt 'werden, dafi das 64-zellige Kerrujuadrat durch das 
JECerunlegeu des Eisndes in jeder Zeile, Spalte und Diagouale 
den gleichen Zuwachs erfahrt. Dieser Zuwaohs kann bei den 
zur VerfQgung stebenden Zablen nur 101 sein: 1 + 100 1 2 + 995 
. • 18 + 83. Hiernacb muB also, wenn z.B. 1 in die Ecke oben 

linTra gesetzt "wird, die Ecke unton recbts mit 100 ausgefdllt 
werden, da sonst die „lmke‘‘ Diagonale nicbt den vorgescbrie- 
benen Zuwacks erhielte Setzt man in ein Feld des oberen 
Randes, das nicbt Eckfeld ist, etwa die Zabl 5, so mufi das ge- 
rade damntexstehende Feld der unteren Bandzeile mit 96 aus- 
gefailt werden, damit die Summe 101 berauskomint, usw. Da 
das Quadrat Fig. 32 die magiscbe Konstante 260 bat, der durcb 
gleicbmaBige VergroBerung aller seiner Zablen berbeigefQbrte 
Zuwacbs 8-18 und der durcb Herumlegen des Randes erzielte 
101 betragt, so werden also alle Zeilen, Spalten und die beiden 
Diagonalen des neuen Quadrats die Summe 260+ 144+ 101 =505 
aufweisen, und das ist natUrlicb nicbts anderes als die Konstante 
eines magiscben Quadrats der Zablen 1 bis 100. Bei dem alien 
ist natbrlich die Anordnung der Randzablen so zu treffen, daB 
aucb die beiden Randzeilen und Randspalten diese Konstante 
505 ergeben, was leicbt zu erreicben ist. Fig. 35 gibt eine soldie 
geeignete Besetzung des Randes an. — Waren wir, zur Her^ei- 
tung des Kemquadrats, statt yon Fig. 32, von einem magiscben 
Quadrat yon der Art ausgegangen, daB in dem Innem des 
64-zeIligen Quadrats wieder ein magiscbes Quadrat yon 36 Zeilen 
und in dessen Innem wieder ein magiscbes Quadrat yon 16 Zeilen 
stebt, so batten wir also ein magiscbes Quadrat yon 10® Zeilen 
bekommen, das in seinem Innern konzentriscbe magiscbe Qua- 
drate yon bezw. 4®, 6®, 8® Zeilen einschlieBt. Auf diese „Stifel- 
scben Quadrate^, deren wir bereits oben (S. 17/18) beilaufig ge- 
dacbten, naber einzugeben, miissen wir uns jedocb bier yersagen. 



Eapitel XHI. 

Eolerscbe Quadrate. 


Je auae gdometrea d votr a'*^l y a des •moyena your 

achever V^nuTnSrcctton de toua lea cats poeaihlee, ce qui parait 
foumtr un vast a champ pour dea recherohea nottvellea et 
tnt^reasantea 

Xi. XitrXiXia 

Comm, jirxithm coll. H, p 381. 

§ 1. J>as Problem dler 36 OffiLziere. 

Die Abhandlung Leonhard Eulers^), an deren Ende die 
vorstehenden Worte sieh hnden^ behandelt ein Problem, das nach 
Eulers Zeugnis lange den Scharfsinn vieler Menschen be- 
schaftigt hat: 36 Offtziere gehoren 6 verschiedenen Regimen- 
tern und 6 verschiedenen Chargen an, nnd zwar in der 
Weise, daB jedes Regiment durch jede der 6 Chargen einmal 
vertreten ist. Die 36 Offiziere sollen nnn in Reihen von je 6 
so anfgestellt werden, daB Offtziere gleicher Charge oder glei- 
chen Regiments weder in derselben Horizontalreihe („Zeile‘0 
noch in derselben Vertikalreihe („Spalte“) vorkommen. Euler 
erklart dies Problem fiir unlosbar, „so schwer es auch sei, 
einen strengen Beweis hierftir zu geben^^. N’ehmen wir jedoch 
statt der 36 nur IG Offtziere von 4 verschiedenen Regi- 
mentern und 4 verschiedenen Chargen an, wobei jedes Regiment 
wieder durch jede der verschiedenen Chargen einmal vertreten 
sein soil, und bezeichnen wir jeden Offtzier durch 2 Ziffern, von 
denen die erste die Nummer des Regiments, die zweite die Charge 
bedeuten mag, so erhalten wir leicht folgende Losung: 

1) ^B/echerches sur line nouvelle esp^ce de quarres magiques“ 
£1779]. Verhandelingen uitgegeven door bet Genootschap der Weten- 
schappen te Viissingen 1782, IX, p. 85 — 239 — Leonh Euler i Com- 
ment. aritbm coll. Bd II, 1849, p 302 — 361 
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1, 1 2,2 3,3 4, 4 

4 , 3 3, 4 2 , 1 1,2 

3,2 4, 1 1 , 4 : 2,3 

2 , 4 : 1, 3 4,2 3 , 1. 


Die h-iermit geloste Aufgabe kann auch. in der folgenden 
Form ausgesprochen werden^): Die Asse^ Eoiiige^ Dameii nnd 
BubeiL ein.es Kartenspiels sollen so in 4 Beilien zn je 4 an- 
geordnet werden, daB in derselben Zeile oder Spalte weder 
zwei Earten desselben Ranges noch derselben „Parbe“ liegen. 

Von diesem besonderen FaUe der 16 Offiziere wollen wir 
uns zur Brdrterung des allgenieineren Problems von Offizieren 
wenden, jedoch sei vorber nocli eine knrze Zusatzbemerkung zu 
dem soeben betrachteten Sonderfall erlaubt. Dieser Fall der 16 
Offiziere bzw. 16 Spielkarten gestattet namlicb eine Weiterent- 
wicklnng der Problemstellung in gleicber Ricbtung: Nehmen 
wir an, daB unsere 16 Karten, d. h. Trefle-, Pique-, Coeur- und 
Oarreau-Ass^ -Konig, -Dame und -Bube, von 4 verscbiedenen und 
verscbieden aussebenden Kartenspielen genommen sind und zwar 
in der Weise, dafi jedes der 4 Kartenspiele ein Ass, einen Konig, 
eine Dame, einen Buben, und zwar je eine Trifle-, eine Pique-, 
eine Coeur-, eine Carreau-Karte, beigesteuert bat, so laBt sicb 
die Anordnung der 16 Karten zu 4 X 4 so gestalten, daB jede 
Zeile und jede Spalte nicbt nur den frilberen Anforderungen ge- 
niigt, sondern aucb der weiteren, daB jedes der 4 Kaitenspiele 
in joder Zeile und jeder Spalte gerade einmal vertreten ist.®) Be- 
zeicbnet man namlicb, wie zuvor, den Rang einer Karte (Ass, 
Konig, Dame, Bube) durcb die erste und die Paibe durcb die 
zweite Ziflfer und nun noch die Zugeborigkeit zu den 4 ver- 


1) So z B. bei A. Labosne in der von ihm besorgten Ausgabe 

von Sachets „Problenies plaisants et d(Slectables“, 4 ^ 6 me 1879, 

p. 200. 

2) Auf diese Weiterentwicklnug* des Pioblems hat P Wernicke 
(„Das Problem der 36 Offiziere^, Deutsche Matham.-Veremig., 19 Bd , 
1910, p. 267) hinge wiescn (Offiziere von vers clue denen Chargen, Begi- 
mentern und Or den) 
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schiedeuen Kartenspielen durcli einen dritteu Index, so erlialt 
man leicht folgende, unser^ Forderungen geniigende Anordnung: 


1,1,1 

2,2,2 

3, 3, 3 

4,4,4 

4,3,2 

3,4, 1 

2,1,4 

1, 2, 3 

3,2,4 

4,1,3 

1,4,2 

2,3,1 

2,4,3 

1, 3,4 

4,2,1 

3, 1, 2. 


Nacli dieser Zwischenbemerkniig wenden wir uns wieder zu 
dem urspranglicben Problem der 36 Offiziere resp., wie sebon 
angekundigt, zn dem aUgemeineren Fall der w® Offiziere (yon n Re- 
gimentem und w Cbargen) und werfen nun die Frage auf, fOr 
welcbe Werte von n Anordnnngen der verlangten Art mOglicb 
sind. Zunacbst erkennt man sofort, dab der Fall n = 2 eine 
solcbe Anordnimg nicbt gestattet; dagegen baben wir fiir n = 4 
ja bereits oben eine Ldsung angegeben, und aucb fiir n 3 er~ 
gibt sicb leicbt eine solcbe, z. B. die folgende: 


1,1 

2,2 

3,3 

2,3 

3,1 

1,2 

3,2 

1,3 

2, 1. 


Allgem ein gibt es jedenfalls dann stets eine Ldsung, wenn sicb 
zu n zwei Zablen p und g so bestimmen lassen, dafi p, und 
p — q zu n relativ prim 1) sind. Die dann anwendbare 
Metbode wollen wir an dem Beispiel n == 5 auseinandersetzen. 
Wir nebmen an: g = 1, und konnen nun = 2, 3, 4 setzen. 
Wablen wir etwa p = 3 Alsdann scbreiben wir die Zablen 1 
bis n in beliebiger, also etwa der natiirhcben Ordnung in einer 
Reibe bin und setzen darunter eine zyklisobe Permutation dieser 
Reibe, indem wir alle Zablen um g, d. b. also bier um ei7ie Stelle, 
nacb links riicken und die erste Zabl danu wieder hinten ansetzen; 
darunter kommt dann — als dritte Reibe — wieder die entspie- 
cbende zykbscbe Verscbiebung der zweiten, und so gebt dies fort, 
bis wir }i Reiben baben In unserem Falle erbalten wir so: 

1 2 3 4 5 

2 3 4 5 1 

3 4 5 1 2 

4 5 12 3 

5 12 3 4 
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Diese Ziffem sollen nun im Sinne unserer ursprtbaglioh.en Auf- 
gabe die verscbiedenen Regimenter angeben, und man sieht, dafi 
in derselben Zeile oder Spalte niemals dieselbe ZabI zweimal 
vorkommen Vann, weil q zvl n relatir prim ist und der Zykins 
sick daker erst nack n Reiken scklieJBt. — Ebenso sckreiben wir 
eine zweite Reihe von Zaklen 1 bis n, die jetzt die n versckie- 
denen Okargen bedeuten sollen, kin tind»nekmen hier nun immer 
zykliscke Versohiebungen um je p =* 3 Stellen, und zwar aueh 
wieder nack links kin, vor; wir erkalten so: 

1 2 3 4 5 

4 5 12 3 

2 3 4 5 1 

5 12 3 4 

3 4 5 1 2. 

Auck kier kommt, weil p zu n relativ prim ist, jede Zakl in 
jeder Zeile und m jeder Spalte nur einmal vor. Vereinigen wir 
nun die beiden vorstehenden Zahlenschemata in der Weise, daJB 
wir je zwei entspreckende, d. k. an entspreckenden Stellen der 
Sckemata stekende Zaklen miteinander kombinieren, so erkalten 
wir sckliefilick die erstrebte Anordnung: 

1, 1 2, 2 3, 3 4, 4 5, 5 

2.4 3,5 4, 1 5,2 1,3 

3.2 4,3 5,4 1,5 2,1 

4.5 5,1 1,2 2,3 3,4 

5.3 1,4 2,5 3,1 4,2 

Da namlick auck p — q relativ prim zu n ist, so ist oflenbar 
jede der 5 Zaklen (1, 2, 3, 4, 5") des ersten Sekemas mit jeder 
der Zaklen des zweiten em- und auck nur einmal kombiniert, 
wie es der Forderung unseres Problems nack ja sein mu6 (vgl. a. 
Kap XII, S. 8— 11). 

Nack dieser Metkode erledigen sick ofifenbar alle Falle 
eines ungeraden n, da g = 1, p = 2 hier stets Zaklen von den 
verlangten Eigensckaften sind 

1) Vgl a Interm^d. des math^m., t 2, 1895, p. 79/80 (Adrien 
Akar, Antwort anf Question 261 in t 1, 1894, p. 146/7). 
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Andererseits entsckeidet die Anweudbaxkeit der Yorstelien.d 
bescliriebezieii Metbode nattirlich uicbt dber die Losbarkeit des 
Problems an sick; vielmebr ist die Bedingnng, daB Zablenjp, g; 
von den verlangten Eigenscbaften ezistieren, nor hinreicbend, 
nicbt aber notwendig fflr die Existenz einer Losung. Dies lebrt 
insbesondere der Fall w = 2“, fiSr den geeignete Zablen p, q 
sicb nicbt angeben lassen und fur den daber tinsere Metbode 
versagt, fiir den aber dennocb Losangen existieren^), wie bei- 


spielsweise fiit 
1,1 

’ n = 

2,2 

8 die folgende: 

3, 3 4, 4 5, 5 

6, 6 

7,7 

8, 8 

8,7 

7,8 

6, 5 

5,6 

4,3 

3,4 

2,1 

1,2 

7,5 

8,6 

5,7 

6,8 

3,1 

4,2 

1,3 

2,4 

5,4 

6,3 

7,2 

8,1 

1,8 

2,7 

3,6 

4,5 

4,6 

3,6 

2, 8 

1,7 

8,2 

7,1 

6,4 

*5, 3 

6,2 

5,1 

8,4 

7,3 

2,6 

>1,5 

4,8 

3,7 

2,3 

1,4 

4,1 

3, 2 

6,7 

5, 8 

8,5 

7,6 

3,8 

4,7 

1,6 

2,5 

7,4 

8, 3 

5,2 

6,1. 

Besitzt man LSsungen fiir 

w = a 

nnd n 

-5, 

so kaun man 


auB ihnen, -wie G-. Tarry*) gezeigt bat, leicbt Losungen far 
n = a 'h konstruieren.*) Es mag dies an dem Fall a = 3, & = 4 
veranscbaulicbt werden. Fur « = 3 baben wir bereits oben die 
Losung angegeben: 

1, 1 2, 2 3, 3 

2,3 3,1 1,2 (I) 

8 , 2 1, 8 2 , 1 . 

Ebenso ist fur = 4 schon oben eiue Losung angegeben^ doch 
wollen wir in dem dortigen Schema samtliche Ziffern um 1 ver- 
kleinern und bekommen so das folgende Schema: 

1) Yoraussetzung ist naturlich fur m=X ist, wie bereits 

oben (S 57) ‘bemerkt wurde, unsere Aufgabe unlosbar, 

2) Interm^diaire des mathematiciens, t YI, 1899, p. 251 — 262 

3) Es ist dies dieselbe Metbode, die W. H Thompson schon vor- 
her auf das entaprechende Problem im Gebiete der magischen Qua- 
drate angewandt hatte (Quart. Journ of Mathem. 10, 1870, p. 186ff.)* 
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0^ 0 Ij 1 2, 2 3^ 3 

3.2 2,3 1,0 0,1 

2,1 3,0 0,3 1,2 ^ ^ 

1.3 0,2 3,1 2,0 

An die Stelle jedes Zahlenpaares i, in II setzen wir nun je ein 
Quadrat I, jedoch erhohen wir dabei alle „ersten“, d. h. vor einem 
Komma stehenden Ziffem von I urn i-3 tmd alle „zw6iten% d, h. 
hinter einem Komma stehenden ZiflFern um 7c -3; das bedeutet, 
daB beispielsweise an die SteEe des Elements 2, 3 von II ein 9- 
gliedriges Quadrat gesetzt wird, das man aus I erkalt, indem man 
in I zu alien ersten Ziffem 2 • 3 und zu alien zweiten 8 • 3 ad- 
diert. Man bekommt so folgende Losung fur » = 12: 


1,1 

2,2 

8,3 

4,4 

6, '6 

6,6 

2,3 

3,1 

1,2 

5,6 

6,4 

4,5 


1 , 8 _ 

2.1 

6,6 

4,6 

5,4 

10,7 

11,8 

12,9 

7, 10 

8,11 

9, 12 

11,9 

12,7 

10,8 

8, 12 

9, 10 

7, 11 

12,8 

10,9 

11,7 

9,11 

7,12 

8, 10 

"7,4“ 

8,6 

9,6 

;io,i 

11,2 

12,3 

8,6 

9,4 

7,6 

11,3 

12,1 

10,2 

9,6 

7,6 

8,4 

12,2 

10, 8 

11,1 

4, 10 

6, 11 

6,12 

1.7 

2,8 

”3,9' 

6, 12 

6, 10 

4, 11 

2,9 

8,7 

1,8 

6,11 

4, 12 

6, 10 

3,8 

1,9 

2,7 


7,7 

8,8 

9,9 

10, 10 

11,11 

12, 12 

8,9 

9,7 

7,8 

11,12 

12, 10 

10, 11 

0,8 

7,9 

8,7 

12,11 

10,12 

11, 10 

A,1 

6,2 

6,3 

l.A 

2,"6~ 

3,6~ 

5,3 

6,1 

4,2 

2,6 

3,4 

1,6 

6,2 

4,3 


8,5 

1,6 

2,4 

1,10 


3, 12 

4,7 

6,8“ 

6,9 

2, 12 

3, 10 

1,11 

6,9 

6,7 

4,8 

3,11 

1,12 

2, 10 

0,8 

4,9 

5,7 

10,4 

11,5 

12,6 

7,1 

8,2 

'9,3 ■ 

11, C 

12,4 

10,5 

8,3 

9,1 

7,2 

12,5 

10,0 

11,4 

9,2 

7,3 

8,1 


Man erkennt ohne weiteres, dafi in dem so hergeleiteten 
Quadrat sovT^ohl die ersten, wie auch die zweiten Ziffem der- 
selben Zeile oder Spalte samtlich verschieden sein miissen, und 
ferner, daB eine bestimmte erste und eine bestimmte zweite Ziffer 
immer nur einmal miteinander kombiniert sind. Hatten wir 
namlich zweimal dieselbe Kombination, so kSnnten diese beiden 
Zifferapaare, da ihre Ziffem dann ja auch dieselbe Kombination 
von Resten nach 3 ergeben wilrden, nur zwei versehiedenen 
unserer neunfeldrigen Teilquadrate angehoren und mfiBten dort 
offenbar an korrespondierenden Stellen stehen; je 16 solche kor- 
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respondiereude Kombinationen aus den versebiedenen neunteldn- 
gen Quadraten sind nun aber alle nntereinander yerscbieden, 
weil es die Kombinationen von II alle sind. 

Aus der Anwendbarkeit dieser Bildungsmetbode folgt nun 
mit Ruoksicbt auf die fur jedes ungerade n, sowie far « = 4 
und 8 oben gegebenen Losungen, daB es Quadrate der verlangten 
Art, auBer fdr jedes ungerade, auob. far jedes gerad-gerade n gibt. 

Zu erortem bleibt somit nur noch der Fall, daB n ungerad- 
gerade ist, und hiermit insbesondere aucb. der Spezialfall w = 6, 
von dem wir iin B ingang dieses Kapitels ausgingen und der 
aberbaupt erst — infolge der Scbwierigkeiten, die er bereitet, — 
unserem ganzen Problem das Interesse der Matbematiker ge- 
wonnen bat. Eulers Versuobe, diesen Fallw = 6 zu bewaltigen, 
fabrten zu keinem vollkommenen Erfolge, sondem nur zu einer 
Anordnung, "wie der folgenden^): 


1,1 

2,2 

3,3 

4,4 

5, 5 

6, 6 

2,6 

3,1 

4,5 

6, 3 

1,4 

5,2 

3,4 

6,5 

1,2 

5, 6 

2,3 

4,1 

4,5 

5,4 

2,6 

3,2 

6,1 

1,3 

5, 3 

1,6 

6,4 

2,1 

4,2 

3,5 

6,2 

4,3 

5,1 

1,5 

3, 6 

2,4 


Diese Anordnung weist zwar, wie verlangt, in jeder Zeile und 
jeder Spalte vor, wie binter dem Komma alle 6 Zablen auf, 
jedocb ist sie insofem mangelbaft, als die beiden Kombina- 
tionen 2, 6 und 4, 5 je zweimal darin vorkommen, wabrend 
andererseits 2, 5 und 4, 6 ganz feblen. Wie sebon oben be- 
merkt wurde, gelangte Euler zu der tJberzeugung, daB das 
Problem fur 3G Offiziere unlSsbar sei, und aucb GauB bat dies 
anscbeinend ausgesprocben.®) Einen Beweis bierfbr fand, frei- 

1) Sietie Eulei, 1 c. (.Cointn. arithm.), p 30S; dort gegenuber 
uuserer Auordnuag die Zeileu mit den Spalten vertauscht and statt der 
ZiSern lateiniscbe und giiechische Bncbstaben 

2) Im Jahre 1817, wenn eine Erinnerung H C. Schumachers 
nohtig ist; siehe dessen Brief an Gaufi vom 10 Aug. 1842 in dem von 
C. A F. Peters herausg „Briefw. zw. GauB u. Schumacher", Bd. 4, 
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lich olme ihn zu Teroflfentliclien, Th. Clausen, der auch. beretts 
zu der Vermutung gelangte, dafi das Problem fur jedes ungerad- 
gerade n unlSsbar sei,^) Der erste, der einenBeweis fiir dieUnlos- 
barkeit des Problems fiir 6 ver offentlicbt e, ^ar G. Tarry 
und es ist ziemlich wabrscbeinlicb, daB Clausens Beweis im 
wesentlicben dasselbe Yerfabren wie der Tarrys befolgte.®) 
TJnter allgemeineren Gesicbtspunkten bat zuerst J. Petersen^) 
das Problem betracbtet: TJnter Benutzung des bekannten !lS^ler- 
scben Polyedersatzes, und zwar in dessen verallgemeinerter Form 
far mebrfacb zusammenbangende Polyeder, gelangt er zu For- 
meln, die ibm das gewunscbte Resultat, namlicb die Anzabl der 
LSsungen unseres Problems, — fur Heine Werte von n sogar 
verbaltnismaBig scbnell — liefern, und findet so, daB fur 6 
eine Losung nicbt existiert. Die Dntersucbung Petersens ist 
jedoch nicbt erscbSpfend.®) DaB fur jedes ungerad-gerade n 

Altora 1862, p. 81, s. dazu a. Sckumachexs Brief v 12, Mi^rz 1842 
(p 61) und die Antwort Gau6’ vom 2* April 1842 (p. 68). 

1) Siehe den soeben zitierten Brief S chum ackers vom 10. Aug*. 
1842 (1 c. p. 80/81). 

2) Siehe die unter Nr, 694 u 694 a des literar. Index aufgefdhrten 
Publikationen Tarrys. 

3) In dem schon zweimal zitierten Briefe vom 10. Aug 1842 sagt 
Schumacher (1 c p. 81): „Er [Clausen] brmgt fur 6 alle mOglichen 
FS.lle auf 17 Grundformen, deren Discussion die Unindglichkeit ergiebt . . 
Der Beweis der vermutheten UnmSghchkeit fur 10, so gefuhrt wie er 
ihn fur 6 gefdhrt hat, wurde wie er sagt, vielleicht fur menschliche 
Krafte unausfilhrbar seyn.*^ Dies alles und insbesondeie das Auftreteu 
von 17 Typen gilt auch von dem Beweise Tarrys, 

4) J Petersen, ,,Les 36 officiers*’^ Annuaire des math^maticiens 
1901 — 1902, public l^ar C A. Laisant et Ad. Buhl (Paris 1002), p. 413 
bis 427. 

5) Siehe G. Tarry, Intermdd. des math^m , 12, 1906, p 176. — 

Auch ein Beweis, den Ed Barbette in seinem autographierten (mir 
nicht bekannten) Werke „Les cairns magiques du ordre“, 1912, 

gibt, ist nach A. Aubry (L’enseignement mathdm 15, 1913, p. 263/4) 
nicht streng Siehe ubrigens a. Barbettes Notiz im Interm^d. des 
math^m. 20, 1913, p, 69 — 62; in der dort zitierten fruheren Notiz des- 
selben Verf. (ehda, t. 6, 1898, p. 83 — 86) handelt es aich um einige dem 
Eulerschen verwandte Anordnungsprobleme. 
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das Problem unlbsbar ist, bat neuerdings P. Wernicke be- 
wiesen.^) 

Wie scbon oben (S. 61, Anm. 1) beilaufig bemerkt wnrde, 
bezeicbnet Euler die beiden Teilquadrate, durcb deren Eombi- 
nation wir Losungen unseres Problems berleiteten, also die bei- 
den Quadrate, von denen das eine die Verteilung der Regimenter, 
das andere die der Cbargen angibt (vgl. S. 57/58), zunachst mit 
Bucbstaben und zwat- das eine mit lateiniscben, das andere mit 
griecbiscben. Aus diesem Grunde spricbt er deim aucb kurz 
von einem „lateinisoben Quadrat'^, und dieser Kame bat sicb 
seitber als standiger Terminus ftlr eine derartige Anordnung 
eingebdrgert, d, b. also fiir ein Quadrat, das in » X « Peldem n 
verscbiedene Elements in solcber Anordnung aufweist, dafi in 
jeder Zeile und in jeder Spalte jedes der n Sllemente ein- und 
nur einmal vorkommt. Wenn aucb der Name „lateiniscbe8 Qua- 
drat*' zuerst bei Euler auftritt, so finden sieb solobe Zablen- 
anordnungen docb scbon lange vor ibm; so smd die Hilfs- 
quadrate, deren sicb Labi re (1705) ftir seine im vorigen Kapitel 
(§ 2, S. 8fif.) bescbriebene Metbode zur Bildung magischer Qua- 
drate bedient, ja nicbts anderes als „lateiniscbe Quadrate**, und 
aucb bei Labires Vorlaufer Poignard (1704) spielen latei- 
niscbe Quadrate®) — wobl die ersten, die in der Literatur vor- 
kommen, — begreiflicberweise eine wiebtige RoUe.®) — Aucb 

1) P. Wernicke, 1. c p. 264 — 266 

2) Sxehe Poignards schon zitieite Schriit von 1704, p 8 — 11, 
18 — 26, 30 — 36, 49 — 66. — Auch das Problem, ein kleines Kabinett mit 
12 X 12 Steinen, nnter denen immer je 12 von gleicher Farbe sind, so 
ansznlegen, daB jede „Zeile“ und jede „Spalte“ des ganzen Quadrats jede 
der 12 Faiben gerade einmal aufweist, ein Problem, da^ Poignard 
nach. Hist de I’acad roy. des sc , aimee 1708 (Paris 1709), p. 71, unter 
gewissen Nebenbedingungen loste, erfoidert natiirlich zunachst, d. h. 
wenn man von jenen erschwerenden Nebenbedingungen absieht, nichta 
welter als die Bildung eines lateiniscben Quadrats 

3) Solche Anordnungen von n Elementen kommen ubrigens auch bei 
gruppentheoretischen Untersuchungen vor, namlich als „Multiplikations> 
tabellen" von Substitutionengruppen; s. beispielsweise bei W Burnside, 
„Theory of groups of finite order“ (Cambridge 1897), p. 20 imd 49, 
solche Tabellen, die lateinische Quadrate von 6 bzw 8 Elementen sind. 
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im Sirme unseres jetzagen Problems sind die lateinisohen Qua- 
drate nur Hilfsquadrate, und im Gtegensatz zu ibnen bezeicbnea 
wir die aus zwei (oder eveutuell mehr) solcben lateinisohen 
Quadrateu komponierten Anordnungen, "wie sie das Problem dieses 
§ fordert, als „Eulersche Quadrate/' 

§ 2. Diagonale Hulersohe Quadrate. 

Zu den Forderungen, denen die „Eulerschen Quadrate" des 
vorigen § gentigen muBten, wollen wir jetzt die weitere Forde- 
rung hinzufUgen, daB auch die beiden Diagonalen derselben Be- 
dingung gentigen wie die Zeilen und Spalten. Erst die so ent- 
stehenden Quadrate, die wir im Gegensatz zu denen des vorigen 
§ als „diagonale Eulersche Quadrate" bezeichnen woUen, bilden 
ein vollstandiges Analogon zu den magischen Quadraten; fiber 
ihr Verhaltnis zu diesen wird noch weiter unten zu sprechen sein 
Versuehen wir nun zunachst, das Eulersche Quadrat nie- 
drigster Stufe, das von w == 3, so zu gestalten, daB es auch der 
„Diagonalen-Forderung", wie wir hinfort kurz sagen wollen, ge- 
niigt, so zeigt sich alsbald, daB dies unmSglich ist. Bildet man 
namlich ein „lateinisches" Quadrat ffir w = 3 und nimmt 
zu dem Ende, wie ohne Beschrankung geschehen darf, als 
oberste Zeile: J 2 3 an, so ergeben sich nur fblgende zwei 
Fortsetzungen : 

12 3 12 3 

2 3 1 und 3 1 2 , 

3 1 2 2 3] 

Vgl. a. A. Cayley, „On the theory of groups, as depending on the sym- 
bolic equation «•”= 1 ", Philos, magass. ( 4 ) 7 , 1864 , p 40—47 = Cayley, 
Collected mathem papers, vol. 2 (Cambridge 1889 ), p. 123—180 Emeu 
Versuoh, die Theone der lateinisohen und der magischen tiuadrate auf 
die Snbstitutionentheorie zn basieren, machte E. Maillet (s die im 
hterar. Index unter Nr . 627 , 628 , 640 aufgefQhrten Arlieiten von 1894 
und 1896 ). — Auch erne Abbandlung von J. Hadamard („La gdometrie 
de situation et son idle en luathematiques**), die mir freilicli aur aus 
dem Jahrbnch uber die Foitschr. der Mathem. 41 , 1910 ( 1918 ), p. 642 , 
bekaunt ist, ist vielleicht an dieser Stelle, und jedenfalls unter der Lite- 
ratur dieses Eapitela, zu nonnen 
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von denen keine in beideix Diagonalen die gestellte Forderung 
erfiillt, womit natiirlicli die bebauptete XJnmSglichkeit bereits 
erwiesen ist^), 

Dagegen gibt es ftir = 4 zwei wesentlicb verschiedme 
diagonale Enlerscbe Quadrate^), namlicb die folgenden*): 


1,1 

2,2 

3,3 

4,4 

1,1 

2,2 

3,3 

4,4 

3,4 

4,3 

1,2 

2,1 

und ^ 

2, 4 

3,4 

2,1 

1,2 

4,2 

3,1 

2,4 

1,3 

1,3 

4,2 

3,1 

2,3 

1,4 

4,1 

3,2 

3,2 

4>1 

1,4 

2,3. 


Wir kSnnen leicht eine binreicbende Bedingting fQr die 
Losbarkeit nnseres jetzigen Problems angeben. Lassen sich 
namlicb dieZablen p, q des §1 (S.67) so wablen, daB sie nicbt nnr 
den dortigen Bedingungen geniigen^ sondem daB aucb keine von 
beiden den Wert 1 oder n — 1 besitzt, so erbalten wir sicber 

1) Vgl. Poignard, 1. c. p. 73 und 74. — Eg gibt daher an Bnler- 

fichen Qaadraten fur nur eins: das oben (S. 67) angegebene, wenn 

man absiebt von Yertauschnngen jedes der beiden Tnpel von Zablen — 
einerseits derjenigen vor, andererseits derjenigen binter dem Komma — 
tinter sicb odor, was bier auf dasselbe binauskommt, von Vertanscbungeu 
der Zeilen und Spalten untereinander in jedem der beiden, das Eulerscbe 
Quadrat zusamxuensetzenden lateiniscben Quadrate Dai3 durcb solcbe 
Zeilen- und Spalteuvertauscbungen sicb keinenfalls exn diagonales Quadarat 
■erzielen lafit, erkenut mau iibrigens aucb daraus, daB in dem oben ange- 
gebenenEnlerscben Quadrat aucb samtlicbe gebrocbenen Diagonalen (wegen 
•dieses Ausdrucks s S. 18/19) — neben den Hauptdiagonalen — versagen 

2) Bin im Handel befindlicbes Spiel „Zabl und Farbe“ (Nr. 840/12 
des Preisverzeicbnisses der Zullcbower Anstalten in Zullchow b. Stettin) 
erfordert die Bildung eines 16-feldrigen diagonalen Eulerbchen Quadrats, 
besitzt also nur zwei webentlicb verscbiedene Lbsungeu 

3) Diese beiden Quadrate s bei Euler 1 e (Comm aritbni), p 335 
nnten; das erste der beiden gibt aucb GauB in dem scbon erwabnten Brief 
an Scbumacher vom 2 April 1842 (1 c p 63) an (die GauBscben Zablen 
1, 2, 3, 4 bat man bzw duicb 2, 3, 4, 1 und die Bucbstaben JB, (7, D 
durcb 1, 2, 3, 4 zu ersetzen, um die tJbereinstimmung mit unserer Form 
berzusteilen). — Debnt man unsere Pro blemstellung von zwei auf drei 
Indizes aus, fordert man also eine Aufstelluug von 16 Offizieren von vier 
verflcbiedenen Regimenterii, Chargen und Orden (im Sinne Wernickes, 
vgl. S 56 nebst Anm 2 dort), die aucb die Diagonalen-Bedingang erfullt, 
»o erkennt man leicbt, daB eine solcbe unmbglicb ist. 

Ahrens, Mathem Unterhaliiingen. 9 Aufl II 


5 
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ein diagouales Eulersclies Quadrat. Wir hatteu also in dem 
Beispiel » 5 des § 1 nur j * 2, statt 1, zu setzen gehabt und 

batten so das dlagonale Quadrat 

1.1 2,2 3,3 4,4 6,5 

3.4 4,5 5,1 1,2 2,3 

6.2 1,3 2,4 3,5 4,1 

2.5 3,1 4,2 5,3 1,4 

4.3 5,4 1,5 2,1 3,2 

erhaJten. Die nacb dieser Vorschxift bergestellten Quadrate ge- 
niigen der Diagonalen-Bedingung nicbt nur in den beiden Haupt- 
diagonalen, sondern sogar auohinjeder„gebrocbenen Diagonals"; 
man wixd solohe Anordnungen passend „pandiagonale Euler- 
scbe Quadrate" nennen 

Pandiagonale Eulersche Quadrate sind, wie scbon Euler 
bemerkte®), ftir ein durch 2 oder 3 teilbares n unm3glich. — Die 
beiden pandiagonalen „lateiniscben" Quadrate, aus denen sich 
ein pandiagonales Eulersches Quadrat zusammensetzt, also das 
System von Zablen Tor dem Komma und ebenso das deijenigeu 
hmter dem Komma reprasentieren offenbar je n Losungen des 
in Kap. IX bebandelten «-K6niginnenproblems: AUe gleichen 
Zablen vor dem Komma, also z B. alle Zablen 2, stellen eine 
solohe Losung dar und ebenso alle gleichen Zablen binter dem 
Komma. Das soeben fUr w = 5 angegebene pandiagonale Euler- 
scbe Quadrat umfafit mitbin 10 Losungen des 5-Koniginnen- 
problems, d. b. alle ftir den betreffenden FaU tiberbaupt existie- 
renden (siebe Bd I, S. 21Gf. u 234 f.)®) Es ist daher nicht 
ZufaU, dafi sich bier wie dort (s S. 239 und 247) ein durch 2 

1) Man vgl. hierzu Kap XII, S 86. 

2) L c. p. 322 ImAnschluti daran dort (p 323) onser obiges Quadiat 
fur « = 6 (in den schon oben — S 61, Anm 1 — angegebenen Formen). 

3) Die dortige Fig. 16 (S. 285) entspricht doxchaas nnsorem jetzigen 
25-feldrigen pandiagonalen EuleiBcben Quadrat und zwar in der Weise, 
dafi unsere jetzigen Zablen 1, 2, 3, 4, 6 vor dem Komma der Reibe naoh 
den dortigen IX, VIII, VII, VI, X entsprechen nnd die Zablen 1, 2, 3, 4, 5 
binter dem Komma den dortigen I, V, IV, HI, II — S. 236, Z. 12 v. u. 
(Anm.) lies tibngens „Eulerscbes Quadrat^' statt „GaufiscbeB QnadxaV‘ 
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Oder 3 teilbares n als AnsnahmefaH berausstellte (vgl. aucb 
Kap. Xn xmd zwar beziiglieli der Teilbarkeit durck 2: S. 11, 19, 
46, Tind fdr die dxircb 3: S. 26/27, 36—38, 42, 46). 

Ana jedem diagonalea Eulerscheu Quadrat laBt sick natkr- 
lick, weim man die Zakleu kinter dem Komma als „Einer'', die 
Tor dem Eomma als „w-er'‘ auffaBt (s. Eap. § 2), ein mar 
gisckes Quadrat gewinnen und dieses wird, -wenn das Eulerscbe 
Quadrat pandiagonal war, selbstredend auck pandiagonal. TJm- 
gekekrt laBt sick aber aus einem magiscken Quadrat keines- 
wegs immer ein Eulersckes Quadrat kerleiten; so z B. ent- 
spreeken die in Kap. XII, am Ende des § 2 (S. 16 f.), mitgeteilten 
magiscken Quadrate keinem Eulerscken Quadrat.^) 

Mit dem Problem, fiir ein bestinuntes » alle lateiniscken 
Quadrate zu bestimmen, besckaftigen sick Arbeiten Ton P. A. 
Mac Makon®). 

Am Ende des Kapitels sckeint es mir nickt unangebracki^ 
die versckiedenen in dem vorigen und diesem Kapitel betrack- 
teten Zaklengebilde in einer terminologiscken "O^bersickt zu- 
samin en zusteken : 


1) In dem schon mehrfach zitierten Bnefe vom 2 Apnl 1S42 sagt 
QauS- ,,Ob aber aucb das TJmgekebrte allgemein gilt, nemlicb, dafi es 
keine andere magiscbe Quadrate gibt, als die aus dieser Quelle [der diago- 
ualen Eulerschen Quadrate] abgeleitet weiden kbnnen, wird wohl etwas 
schwerer zu entscheiden Wenn icb nicht irre, findet sicb in dem von 
Mollweide besorgten Bande von £lu gel's mathem. Worteibucb ein 
langer Artikel uber magische Quadrate und auch eine besondere Disser- 
tation von Mollweide iiber diesen Gegenstand Mir fehlt es an Zeit, 
darubcr jetzt Nachforsobungen zu machen" (1 c. p 63/64) Wie der 
SchluB zeigt, hat GauB dieser nui gelegentlich im Briefs erbrterten 
Fiage keine sonderliehe Beachtung geschenkt; bei naherer Prflfung 
wurde er naturlich sehr leicht solche magiscben Quadrate, die aus jenei 
„Quelle“ nicht herleitbar sind, gefunden haben 

2) Siehe die im literar Index unter Nr 570 und Nr 693 aufge- 
fuhrten Arbeiten P A Mac Mahons von 1898 bzw. 1900; vgl. a den 
Yortrag desselben von 1902, Nr 610 unseres Index (a. a O , p. 449 — 461) 
Wegen des entsprechenden Problems der Eulerschen Quadrate s insbe- 
Bondere eine Note von G Tarry im Intermed des mathdm, t. 12, 1905, 
p 174 f 


6 * 
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1. ^^Magische Quadrate^^ im engeren Siiine: Eine solche An- 
ordnung der Zahlen 1 bis in den Eeldem eines Quadrats^ 
daB jede Zeile nnd Spalte, wie auch jede der beiden Diagonalen 
dieselbe konstante Summe ergibt. 

2. „Pandiagonale magiscke Quadrate^^: Auch die „gebroche- 
nen Diagonalen^' gentigen der Bedingung 1. 

3. ,;Eulersolie Quadrate": n Elemente der einen nnd n Ele- 
mente einer zweiten Art sind so in die M-® Felder eines Quadrats 
eingoorduet, dafi a) jedes Feld ein und nur ein Element von 
jeder der beiden Arten entbalt;, b) jedes Element der eiuen Art 
mit jedem Element der anderen Art ein- und nur einmal innei- 
halb des ganzen Quadrats gepaart ist, c) jede Zeile und jede 
Spalte des Quadrats alle n Elemente der ersten und alle n Ele- 
mente der zweiten Art gerade einmal aufweist. 

4. ,,Diagonale Euler scbe Quadrate": Die Bedingungen 3 
werden auoh von den beiden Diagonalen erftlllt. 

5. ' ,,Pandiagonale Eulersche Quadrate": Die Bedingungen 3 
werden aucb von jeder ,^gebrocbenen Diagonale" erftillt. 

6. ,,Lateinische Quadrate": Eine Anordnung von n Ele- 
menten in den n® Feldern eines Quadrats^ bei der jedes Ele- 
ment im ganzen n-mal, und zwar in jeder Zeile wie Spalte ge- 
rade je einmal, vorkomint. 



Kapitel XIV. 

AiioTd]iimgspro1>leme. 

JiJpandre dans le public des (Ptoses auss* zntSresscmiea 
e^est vulgariser les d€tctri7ies de V Arithmitique et de let Tltioris 

des JTombres. 

Ei>. I/UCA.JB (s lt6cr. math. t. UX, p. 163). 

Al^sclmitt I. VerscMedene Anordnungen. 

§ 1. AnordxLUTigen. im S2reise. 

Aufgabe 1. 

Eine Anzalil Kinder tanzen im Kreise herum, wobei sicli 
die benaebbarten anfassen; wie slnd die versduedenen Relgen 
anzuordnen, wenn jedes Kind siob ein- und nur einmal in Jedes 
anderen Nacbbarscbajft befinden soil? 

Da jedes Kind bei jedem Reigen 2 anderen Kindern be- 
naehbart ist^ so ist imsere Anfgabe offenbar nnr dann losbar, 
wenn die Zabl der Kinder eine nngerade ist. "Walecki gibt 
bierfur folgende Losnng^):. Ist die Anzabl der Kinder etwa 
2?^ -t- 1, so teile man einen Kreis in 2n Teile und verbinde die 
Teilpunkte iind einen auf dem Durcbmesser gelegenen (2n 1)- 

ten Punkt A in der in Fig. 1 (fur das Bei spiel n = 6) ange- 
gebeneii VVeise. Bei der ersten Anordnung mogen, entspreebend 
der Reibenfolge des Linienzugs, die Kinder in der Ordiiung 
jLJBG DMF GJB[JICLJ! dlN A. im Kreise aufgesteUt werden. Nun 
denke man siob — bei festem Kreise und festen Buebstaben an 
seinem Dmfange — den ganzen Linienzug um den Kreismittel- 
punkt gedrebt, so daB der jetzige Durcbmesser JBF mit A. darauf 
in die Riebtung GJMC kommt, und notiere dann wieder die Bueb- 


1) Publiaiert durcb Lucas, „R^creat , 1896), p-162‘ 
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staben in der Reihenfolge, wie der Linienzug sie angibt. Man 
erbalt so als zweite Anordnung: ACEBGDJ'FLHNKMA, 
und so gebt dies fort, bis der Durchmesser, auf dem A liegt, 
wieder in seine urspriingliche Lage zurQckgekelirt ist, also bis 
der ganze Linienzug sick balb ina Kreise berumgedrebt bat. 



X 
riK 1 


Man erbalt so n verscbiedene Anordnungen, in clenen jeder Bucb- 
stabe gerade einmal jedem anderen benaebbart ist, wie man leicbt 
folgendermaBen einsiebt: Zunacbst ist von A obne woiteres er- 
sichtlicb, daB es in den n Maleu stets anderou Buchstabeii benacb- 
bart ist, im ganzen also alien 2n Bucbstaben je einmal. Die 
flbrigen Linien des Linienzuge.s auBer dem Diircbmesser von A 
zerfallen in zwei Scbaren unter sich paralleler Linien; daB die 
eine Schar durcb Drebnngen einmal etwa eine Richtuiig erbalte, 
welobe die andere vorbei oder nacbber bat, ist ausgescblossen, 
weil die Linien der einen Scbar Sebnen sind, deren B5gen aus 
einer geraden Anzahl von Peripberieteilen besteben, iivabrend die 
Bogen der Sebnen der anderen Schar eine ungerade Anzabl von 
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Peripherieteilen messen^) (z. B. ist der Bogen von JED = — , 

der von DJF = der Peripherie). Die Linien einer, Schar 

kSnuen nun aber in ihre Richtung erst nach Drehung um 180® 
zurhokkehren, mithin mhssen in den n Stellungen Linien von 2n 
verschiedenen Richtungen vorkommen^ die Durchmesser mit A 
nicht gerechnet. Zu jedem der 2 m Peripheriepunkte geht aber 
in jeder Stellung aus jeder der beiden Scharen eine Linie, auBer' 
wenn der Pnnkt auf dem Durchmesser von A Hegt; in letzterem 
Falle ist es nur eine Linie der einen Schar. Zu jedem Punkt 
fiihren somit in alien Stellungen zusammen — von dem Duroh- 
messer mit A abgesehen — Linien von 11 resp. 2» — 1 ver- 
schiedenen Richtungen; das heiht aber nathrlich^ daB jeder Punkt 
mit alien 11 resp. 2n — 1 anderen Punkten der Peripherie ver- 
bunden ist und zwar mit jedem gerade einmal. 

Aufgabe 2. 

Zwischen Euaben und Madchen, beiden in gleicher Anzahl, 
soil in kreisformiger Anfstellung bnnte Reihe genxacht werden ; 
wie Sind die Anordnungen zu treflen, wenn jeder Enabe jedem 
Mddchen gerade einmal benachbart sein soll?^). 

Da bei jeder Anordnung jeder Enabe 2 Nachbarinnen hat, 
so kann der gestellten Forderung nur dann entsprochen werden, 
wenn Knaben wie Madchen in gerader Zabl vorhanden sind, 

1) Ist namlich em Kreia in eine Anzahl, etwa p (hier 3n), Teile 
geteilt und sind zwei Paare dieser Teilpunkte durch Sehnen verbunden 

xind nnifassen dxe zu diesen beiden Sehnen gehorigen Bogen — resp. ~ 

del ganzen Kreisperipherie (* nnd k also ganze Zahlen; k etwa die grboere 
von ihnen), so urnfassen nathrlich auch die zwischen diesen Sehnen lie- 
genden beiden Bogenstuche jedes eine ganze Zahl, etwa I nnd V, Pen- 
pherieteile (jp-tel). Parallel sind niln die beiden Sebnen bekanntlich 
dann nnd nur dann, wenn die zwischen ihnen liegenden Bogensthcke 
gleich sind, d h wenn 1 = 1' ist Da alsdann die Gleichnng H = k — t 
besteht, so folgt, daB » und k entweder beide gerade oder beide ungerade 
fiein mUasen, w z b. w. 

2) Siehe Lucas, „B/^creat.“, II, p. 168. 
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eagen wir beispielsweise; zu je 6. Die Madchen seien durch die 
Punkte cff), c, d, e, f des aii£eren, die Knaben durcla die Fauki^ 
A, S, G, Df JE, F des inneren Kreises der Fig. 2 dargestellt. Mau 
erkalt aus der ersten Stellung aAhBcGdJDeEfFa alle weiteren 

gewduschten Stellusgen eiufacb., 
indem mau sich den inneren Elreis 
gedreht denkt, so zwar, daB jeder 
Puukt in die Stellung des ttber- 
nacbsten, also A in die bisberige 
von G, tritt und beim nacbsteu Male 
A in die jetzige Stellung yon E. Je 
3 Stellungeu bilden so zusamuien 
eine Losung unserer Aufgabe und 
allgeniein, bei n = 2m Knaben resp. 
Madcben, je m Stellungeu, und 
zwar ergeben sich aus irgendeiner ncbtigen Stellung, d. h. aus 
irgendeiuer kreisfdrmigen Anordnung der Knaben und Madchen 
in bunter Reihe, nach unserem Verfahren sogleich zugehbrige 
m — 1 weitere Stellungen, die dann mit der ersten zusammen 
eine yollstSndige Losung unserer Aufgabe reprasentieren 

Es fragt sich nun, wieviel Anordnungen von je n Knaben 
und n Madchen im Kreise in bunter Reihe es ilberhaupt gibt, 
und man erkennt zunaehst, daB, weil die n Elemente des inneren 
Kreises, die Knaben also, auf n\ und die n Elemente des auBereu 
Kreises, die Madchen, auf ebensoviele Arten angeordnet werden 
konnen, naan im ganzen («’)* Anordnungen orhiilt Dnbei wird 
man aber offenbar diejenigen Anordnungen, die nur oiner Dre- 
hung der ganzen Figur im Kreise entsprechen, nicht als verschie- 
den ansehen; 6s sind dies imnier je n, die dergestalt zusammeu- 
gehoren, und ebenso wird man zwei Anordnungen, von deuen 
die eine nur die XJmkehrung der anderen ist, wie beispielswoise 
aAhBcGdDeEfFa einerseits und aFfEeJJdCcJBbAa anderer- 
seits, for eine zablen. Man erhalt so also als verschieden im ganzen 

~ Anordnungen von je n Knaben und Madcheu 
im Kreise in bunter Reihe Von diesen gehoren imnier je w = ^ 
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zixBammen zn einer Losung unserer Aufgabe, so daB diese also 
((« — 1)1)* LSsnngeiL besitzt.^) 

Aufgabe 3. Das Problem der Ebepaare („problfeme 

des mdnages"). 

Stait der Kuabeu tmdMUdcbeii der rorigenAtifgabe nehmeu 
■wir jetzt Ebepaare an, wobei die Manner dnrcb groBe Bucb- 
staben, die zugebbrigen Ebefratien durcb die entsprechendeu 
kleinen bezeicbnet sein mogen. Unsere Aufgabe soli dann die 
folgende sein: 

n Ebepaare sollen in bnnter Beibe, etwa bei einem Diner, 
so angeordnet 'vrerden, daB niemals ein Marm neben seiner 
Ebefrau sitzt. Wievlele Anordnnngen der verlangten Art sind 
mdgUcb? 

Der Einfacbbeit balber woHen wir Torlaufig annebmen, daB 
die Platze der Manner ein- far alle Mai — etwa in alpbabetiscber 
Folge auf einem Kreise im Drebungssinne des Ubrzeigers — fest- 
gelegt sind. Unter dieser Annabme gibt es, wahrend bei 2 Ebe- 
paaren natUrlicb iiberhaupt noeb keiue Anordnung der verlangten 


1 ) Man ygl auch Educ. Times Reprints, vol. 72. 1900, p. 88/87, wo als 
Question 14162 die Frage* „Auf wieviele Arten lassen sich die n Eonso- 
nanten nnd p Vokale eines Alphabets m gerader (nicht geschlosse- 

ner, also nicht kieisfdimiger) Reihe so anordnen, dafi jeder Yokal stets 
zwischen 2 Konsonanten Bteht?“ anfgeworfen und von Allan Cunning- 
ham nnd W. A. Whitworth dahin heantwortet vnrd, daB naturlich 
dem ersten Vokal n — 1 Platze, dem zweiten n — 2 usw., dem letzten 
n — p zurVerfugung stehen, es also im ganzen — bei Beiucksichtigung 
der AnoidiiungsmOglichkeiten for die Eonsonanteu — 

n ! (» — 1 ) — 2 ) (n - p) = 

Anordnnngen der verlangten Art gibt. — Fur weiteie verwandte Problenie 
gei eventuell noch verwiesen auf Educ. Times Reprints 40, 188S (1884), 
p, 22 — 24 (W J C. Miller, W.J C. Sharp, D. Biddle, T. P. Kirkman) 
und ibidem ( 2 ), 18, 1910, p. 109— 110 (A. M. Nesbitt), sowie auf Auguate- 
Aubry, „Problemes abstraits et problemea eoncrets*^. Assoc fran 9 . 40^ 
Congr^s de Dijon 1911, Notes et mdmoires (Paris 1912), p. 47. 
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Art mdglich ist,bei 
3 Ehepaaren, wie 
man sofort siebt, 
eine, nnd bei 4 
Paaren nebenste- 
bende 2 Anordnun- 
gen^). 

Bei 5 Paaren 
gibt es unter der- 
nelben Pestsetzung 13, bei 12 Paaren bereits ca. 60 Millionen 
Anordnungen nsw. 



Die Antwort auf die Frage, wieviele Anordnungen der verlangten 
Art existieren, gibt eine Untersuchung von H. M Taylor*), die wu 
hier, wie folgt, repioduzieren wollen: Aucli hier mag zundclist einmal 
angenommen werden^ dafi die Plktze der w Manner — etwa naoh dem 
Alphabet — festgelegt amd, und die Anzahl dei MQgliclikeiten , die 
n Frauen den Bedmgungen unserer Aufgabe gemafi zwischen den IMSLn- 
nern anzuordnen, mit /(n) bezeiohnet werden. Die Gesamtzahl allei mog- 
lichen Anordnungen der veilangten Art betrUgt alsdann 


( n — t)l 
2 


• /(w). 


Denn ebensogut, wie von der alphabetischen, h'atten wir von iigendeiner 
anderen Anordnung der n Manner ausgehen kbnnen und aiich zu ihr 
offenbar f(n) Anordnungen der Frauen erhalten- Es ist mitbin in der 
ursprdnglichen alphabetischen Ordnung die Permutierung der n Man- 
ner Oder richtiger: die von n — 1 M^nnern vorzunehmeii; ein Mann 
ist nitmlich festzuhalten , da zwei Anordnungen, die durch eine bloBe 
Drehung der ganzen Figur auseinander hervorgehen, nicht aLs verdchie- 


1) "Ober eine verwandte Anoidnung von 4, aus je drei Personen : Mann, 
Frau und Kind, bestehenden Familien s. die Arbeit von Aubry, 1 c p. 48 

2) H M Tayloi, „A problem on arrangements", The Messenger 
of Mathematics 32, 1902 — 1903 (1903), p 60 — 63 Siehe dazu jedoch hier 
S. 79, Anm. 1 Siehe auch F Fitting, „Ein Anordriungsproblem^, 
Progr. Gymn M -Gladbach 1902, wo dasselbe Problem behandelt wird* 
— ^ Der Fall von n Damen und n Herren, unter ihnen p Ehepaare, mit 
-der Bedingung, daB keine Dame ihren Ehegatten zum Tischherm hat, 
--d. h. nicht auf einer bestimmten Seite von ihm sitzt, ist behandelt in 
Educ Times Reprints, New Series, vol. 1, 1902, p 72 — 74 (Question 6845) 
von Allan Cunningham und H M. Taylor 
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den gelten sollen Auch eine ToUstandige Umkelirnng eines Zyklus soli 
siatnrlich nicht als wesentlicher Unterschied angesehen "w^erden, und Mer- 
darcli rechtfertxgt sich die 2 im ITenner nnaeres Ausdrucks. 

Es handelt sick sonack nur nm die Bestimmung der Funktion f{n). 
Erne Anordnnng der ^Ekepaare, die nnserer Bedingung entsprickt, woUen 
wir „volIko 2 n 2 neii“, eine feklerkafte nnd zwar mit einem VerstoB bekafbete 
dagegen „einfack-tmvollkoinmen“, erne mit zweiTerstofien „doppelt-tinvoll- 
kommea." nennen. Wenn mm Ax By Cjs D . . , b . . eine vollkonuneno An~ 
ordnung ist imd wir vertanscken b mit der zwiscken B tind C sitzenden 
Fran, so verwandelt sick nnsere voUkommene Anordnnng sicker in eine 
unvollkommene und zwar in eine einfaok- odei eine doppelt-nnvoUkom- 
mene, je nackdem die vorgenommene Vertansckimg allein die Ekefiran b 
an die Seite ikres Ekemanns fukrt oder auck zugleick die Fran y^ die 
mit b den Platz weckselt. Wenn wir ans der so erkaltenen Anordnnng 
nun Bb keransnekmen, so kekommen wir eine Anordnnng von n — 1 
Paaren, die entweder vollkommen oder einfack- oder anck doppelt-nn- 
voUkommen ist, letzteres daxm, wenn infolge der Fortnakme von Bb 
eine Fran an die Seite ikres Ekemanns gelangt nnd die vorkergekende 
Anordnnng der n Paare bereits doppelt-nnvollkommen war. — So folgt, 
dafi nmgekekrt jede voUkommene Anordnnng der n Paare — derm 
die kier betracktete war ja eine beliebige voUkommene Anordnnng — 
erbalten werden kann ans einer vollkommenen oder ans einer einfacb- 
oder ans emer doppelt-nnvollkommenen Anoidnnng von n — 1 Paaren, 
nnd zwar dadurck, da6 man das nte Paar Bb zwiscken Ax nnd C ein- 
sokiebt und binterker h mit einer anderen Fran den Platz tauscken laSt 
Diese •versckiedenen M5glickkeiten wollen wir nnn einzeln dnrckgeken, 
woUen jedock znvor nock folgende Bezeicknnngen einfukren’ 

qp(n) sei die Anzabl der einfaok-unvollkommenen Anordnnngen, bei 
denen die Manner in alpkabetiscker Ordnnng sitzen und bei denen dei 
eine „VerstoB“ darin bestekt, dafi erne bestimmte Frau, etwa die Frau a, 
an einer bestimmten — etwa der reckten — Seite ikres Ekemanns sitzt, 
nnd 7 /? (n) sei die Anzakl der doppelt-nnvollkommenen Anordnnngen, bei 
denen die Manner alphabetisck angeordnet sind und wo die zwei „yei- 
st6Be^‘ darin besteken, daB eine bestimmte Frau an einer bestimmten Seite 
ikres Ekemanns und eine zweite, beliebige Frau an einer beliebigen Seite 
ikres Ekemannes sitzt 


1) Um ein Beispiel anzugeben, ist (5; = 3; man kat namlick die 
folgenden 3 Anordnnngen : 

AaBdCeDbJE/C 
AaBdCeDcEb 
A a B e C b I> c B d 
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1) Aus einer voUkommenen Anoxdmmg der n — 1 Paare, wie 
A£cO... ZeM^,.y kann man durch Einacbieken yon JSb zwischen 
nnd Of d. b. durob Bildung von AxJBbO... LcM,,,^ eine voUkonx- 
mene Anordnnng der n Paare erbalten^ wenn man bintexber 2» vertanacbt 
mit irgendeinex der anderen n — 1 Frauen, nux nicbt mit x nnd mit c 
also auf n — a Arten. Man erhiilt aomit auf diese Weise im ganzen 

(n — — 1) vollkommene Anordnungen der n Paare. 

2 a) Ans einer einfacb-unvoUkommenen Anordnnng von n — 1 Paareu^ 
wie AcC,.,, kann man durob Einscbieben von JBb zTviaoben c und 
also diurcb Bildung von AcBb O . • eine vollkommene Anordnnng er- 
balten, wenn man b vertauscbt mit irgendeiner anderen Fran, nur nichfc 
mit Of also auf n — 2 Arten Man erbait mitbin im ganzen auf diese 
Weise 

(w — 2) • <p(n — 1) vollkommene Anordnungen der n Paare 

2 b) 1st die einfacb-unvollkommene Anordnnng der n — 1 Paare von 
der Art AaC • Oder von der Art ArcCJc. . so erhait man durcb Ein- 
ficbieben von zundcbst AaBhC . reap AxBbCc . jedocb lassen 
fiich aus diesen durcb Vertauschung von b mit einer anderen Frau keine 
voUkommenen Anordnungen erbalten. 

2 c) Wir babcn so — unter 2 a) und 2 b) — bereits 3 Typen eiu- 
facb-unvoUkommenX^P Anordnungen der n — 1 Paare erledigt. Bs gibfc 
aber, da wir n — 1 Paare baben und die Stellung jeder Frau zu beiden 
Seiten ihres Ebemannes zu berboksicbtigen ist, offenbar 2(n — 1) solcbe 
FWle; es bleiben uns somit deren nocb 2n — 6, namlicb 

AxCdD . . ; AxGyUd AxCy , und AxCy Za 

Durcb Einscbieben von Bh bekommt man. 

AxBbQdB , . AxBbCyDd ; AxBbGy . .Z$ und 

AxBhCy . . . Zay 

und darauB ergibt sich iiberall eine vollkommene Anordnung, wenn man 
b mit der anderen Frau, die gleicbfalls an der Seite ibrea Mannes sitzt. 


Dagegen ist ip (6) — 8, indem folgende 8 Anordnungen mdglicb Bind 

AaBhC el) cliJd 
AaBcCe 7) bJEd 
AaBeCcDbBd 
AaBeCdDhEc 
A a B e G d D e E b 
AaBeCbDdEc 
A a B d C h B e E c 
AaBdChDcEe. 
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tausohen l§£t; wir erbalten so (2n — — 1) ToUkonmie&e Anord- 

nnngen, so daS also schliefilich die Gesamtzabl aller yoUkai&ineiLen An- 
ordntmgen der n Paare, die wir aus einfacli-tiiivollkainmenen Anord- 
nnngeii der n — 1 Paare erhielten, betragt: 

(n — 2) • q? (n — 1) + (2n — 6) * 9 (n — 1) == (3n — 7) . y (n — 1).- 

3) Aus einer doppelt-unvollkommenen Anordnung der n — 1 Paare 
erkalt man dnrcli die angegebenen Operationen eine vollkommene An- 
ordnung der n Paare offenbar nnr dann, wenn die doppelt-nnyollkom'- 
mene Anordntmg von der Form AcC.*. ist, wobei aber der 

zweite ,,VerstoB“, stait in der Form ebensogut auch. in der Beihen- 
folge IL vorkommen kann. Wir erbalten also dergestalt — 1) voU- 
kommene Anordmingen der n Paare, und es erbellt Merans, ■warnm wir 
oben gerade eine Ftinktion einfdbrten von der besonderen Art, daB 
fur den einen der beiden „Verst6Be“ das betrefFende Ekepaar nnd seine 
relative Stellnng bestinamt ist, wJlhrend fSr den anderen „Verstofi^* dies 
beliebig ist. 

Wir kaben so alle kberkaupt mdglichen vollkommenen Auordnimgen 
der n Paare erkalten nnd kaben dabei anck keine doppelt gez§»lilt; denn 
umgekehrt ergibt sick durck die oben (S, 76) angegebenen Operationen 
(Vertauschung von 6 mit der zwiscken B nnd C sitzenden Frau, darauf 
Entferniing von Bh) ans jeder vollkommenen Anordnung der n Paare 
eine und nnr eine Anordnung der n — 1 Paare Damit ist denn das 
folgende Hesnltat gewonnen 

(1) /X27) = (n — 3) * t\H — 1) + (3 /i ~ 1) (f (« — 1) -f (h — 1) 

In entspreckender Weise sehen wir, daB einfack-unvollkommene 
Anordnnngen von n Paaren von dei Form AxBhC erkalten werden 
k5nnen durck einfackcs Einschieben von B h zwiscken le und C aus voll- 
kommenen Anordnungen von n — 1 Paaren von#dtir Form odei 

aus einfach-un vollkommenen Anordnungen von n — 1 Paaren von dei 
Form AcC dagegen auf dieselbe Weise ans weiter keiner anderen 
Anordnung. Es ist somit 

( 2 ) + 

Eine doppelt- unvollkonimene Anordnung von n Paaren mit der emen 
UnvollkornTnenkeit Bh und einer zweiten von der Foim X/ oder ZX wird 
durck einfackes Einsckieben von Bh erkalten entweder aus der doppelt- 
nnvoUkommenen Anordnung AcC . LI M . (resp mit dem Paseus IL 
statt LI) Oder aus einer der einfack-un vollkommenen Anordnungen 

AaC ; AxCc AxCdJD , ; AxCyJDd , ; . ; 

AxC.. AxC . Za 
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Da die» 2n — 3 emfacli-uuvollkommene Anordnungen sind, so erhaltem 
wir also das Kesultat 

(3) 'ip(n)^(2n — 3) • g? (n — 1) + — !)• 

Es ist also 

(1') /‘(n -f- 2) = (n — 1) • /*(n -(- 1) + ^ + 1) + (^ + 1)* 

(20 /'(M+ l)«=(n— 2) f(n) +(3tt — 4)-g7(w) +y?(n) 

(3') /(n) = (n — 3) * f(n — 1) 4- — 7 ) • qp (ti — — 1). 

(40 g? (n 4- 2) » /(w + 1) -f" 9^ (^ + 1) 

(S') g,(n+l) =/'(») +<p(«) 

(60 g) («) =f(n — 1) 4“ 9 — !)• 

(70 t/F (m 4- 2) === (2 w 4- 1) • 9^ (>*■ 4- 1) 4" 'V' 4" 1) 

(80 T/j (n 4- 1) = (2^ — 1) ■ g) (m) 4” V* W* 

(90 i/7(n) «(2n — 3).g?(n — l)4-i/;(n— 1) 

Aus (lO und (20 folgt duroli Subtraktion , wenn man den Wert von 
i/;(^ 4-1) — 7p(n) aus (80 einsetzt 

/'(fi 4" 2) = /*(^4“ 1) — 4* — 1) • <p(fl 4" 1) '“(m- — 3) • gj (w) 

Entspi'eohend ist 

f(n^l)==(fi — 1) • f(ft) — (w — 3) /*(w — 1) 4 (3^^ 4) qp (w-) 

— (n — 4) • qp (n — 1), 

Oder, da nach (2) resp nach (50 und (60 

qp (m 4- 1) *= 4 <P (w) 

qp (n — 1) =5 qp(n) — f(n — 1) ist • 

7'(n 4 2) « w . f (n 4 1) 4 (2n 4 1) • /*(n) 4 (2n 4 2) • qp (n) 
und / (n 4 ^) — (^ — O' /’W — — 1) 4 2 w qp(n), 

und duxcb Elimination von (p(n) folgt hieraus scblieBlich . 

(4) n-/’(n4 2) — (n*-f-n4l) /*(»^4 0 — (w®4^^41) /(^) 

^ (?i 4 1) /Xn ^ 1)==0. 

Unter Benutzung der sooben hergeleiteten Ilulfagleicliung 
f(n 4 1 ) — (w — 1) f(n) 4 /'(n — 1 ) == 2n qp (n) 
folgern vrir aus den Gleichungen (40, (50, (60, d. h aus 
f(n+ 1)== qp(n4 2) — qp(n4 1) 
f(n) = qp (w 4 1) — 9 (w) 
f(n — 1) = qp(n) — qp(n — 1), 

so fort • 

g(n 42 ) — nqj(n 4 1) 4 — qp(n — 1) =« 2n qp(n) 

Oder 

(S') g)(n 4 2) — M qp (w 4 1) — 9 W — 9 — 1) — 
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Damit haben wir Rektursionsformeln fur die Funktionen f und ip 
gefunden die uns die Berecbnung dieser gestatten *) ; am scbnellsten wird- 
man zum Ziel kpmmen, wenn man zunacbst die qp nacb ( 6 ) berecbnet^, 
wobei zu beruckBicbtigen ist, dafi g?(l) = l, <p( 2 ) = 0 , qp( 3)=»0 ist, und 
Bodann aus den Werten der tp nacb (2) resp. ( 6 ^ 

berechnet W = yCn + 1 ) — 9 («) 

Man erb3.lt so: 


^ 9pW I /W 


1 

1 

(-1) 

2 

0 

0 

3 

0 

1 

4 

1 

2 

5 

a 

13 

6 

Id 

80 

7 

96 

579 

8 

676 

4738 

9 

5413 

43387 

10 

48800 

439792 

11 

488592 

4890741 

12 

6879333 

59216642 


§ 2, Promeuaden zu je zwei und Paarung der Teilnelimer 

von Scliaoliturnieren. 

Ein Pensionat junger Madchen geM taglicb. spazieren, ja 
zwei in einer Reihe; wie sind die Anordnungen zn treffen, wenn 
im Lanfe der geeigneten AnzaM von Tagen jedes Madcben ein- 
mal, aber aucb nnr einmal, mit jedem anderen zusammen gelieii 
soU?^) 

1 ) Scbon von Lais ant und Moreau waxen zur Losung unseres 
Problems Rekursionsformeln angegeben, die bei Lucas, „Th^orie des 
nombres^, t I, Nr 123, p 215 und p 491 — 495 (Note III), verdffentlicbt 
sind Inwiefern diese mit den Formeln Taylors libereinstimmen, war 
icb nicbt in der Lage festzustellen, da mir bei Drucklegung *dieses 
Buches das Lucassche Werk nicbt zug’anglicb war. 

2 ) Eine entspiecbende, bier weniger interessierende Rekursions- 
formel fur siebe bei Taylor, 1 c. p. 62 

3 ) Bei Taylor, l.c p 63, ist die Auflbaung des in (5) enthaltenen 
Systems linearer Gleiobungen in Determinantenform angegeben 

4 ) Dieselbe Aufgabe kOnnte man in folgender Passung aussprecben : 
Alle Steine eines Dominospiels, dessen bOcbste Nummer eine ungerade^ 
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1st die Anzahl der Madcheu. ungerade, so ist natfirlioh. immer 
ein Madohen fiberzaUig und gebt dann neben der Pensionats- 
Torsteherin; wir zablen desbalb die letztere in dem Fall einer 
ungeraden Anzabl mit, so daB 'wir auf jeden Fall mit einer ge- 
raden Anzabl Personen zu tun baben. Ist 2n diese Anzabl, so 
teilen wir nacb Walecki^) einen Kreis in 2n — 1 Teile, bezeicb- 

nen Mittelpunkt und Teil- 
punkte, wie in Fig. 4 fQr to =• 6 
angegeben, tlnd zieben die dort 
verzeicbneten Linien. Die An- 
' ordnung des ersten Tages er- 
halten wir, indem wir die an 
den Enden einer Sebne resp 
des Radius stebenden Bucb- 
staben kombinieren, also: AM, 
jBL, GK, DJ, EE, FG-, die 
nacbste, indem wir bei fasten 
Bucbstaben das System der 
Linien so weit dreben, dafi 
der Radius durcb den nacbsten Teilpunkt (E) gebt, und nun 
wieder kombinieren wie zuvor, und so fort, bis der Radius in 
seine urspriingliohe Lage zuriickkebrt Dabei mag bei unge- 
rader Anzabl der Madchen der Bucbstabe in der Mitte fdr die 
Vorsteberin gelten ®) — Dafi so jede Person je eiumal mit jeder 
anderen kombiniert wird, erkennt man leicht folgendermafien : 
Wegen der Teilung der Peripberie in eine linger ade Anzabl 

(9 etwa) ist, mit AusschluB der Doppelnummern sind so iu Reihen axi- 
zuordnen, daB in jeder Reihe jede Nnmmer (0, 1, 2 . 9) ^’erade einmal 

vorkommt 

1) Lucas, „R^creat“, 11, p. 177 

2) Man kOnnte natiirlich mit Ddsire Andre, ,^De rorganisation 
des assauts completB*^ Bull do la soc philomathique (9) II, 1899 — 1900 
(1900), p, 66, den Buchstaben M aucli auf die Peripherie, und zwar zu- 
nSicbst unendlich dicht neben A, legen; naoh der ersten Drehung wiirde 
er dann unei^dlicb dicht neben B liegen usw. An Stelle der Radien 
AJf, BM us^i7 hfltten wir dann Tangenten AM^ BM usw, parallel 
zu dem jeweiligen System von Sebnen. 




Anordnungsprobleme 


81 


Teile kekren der Radius uud damit auph. die zu ilim senkrecli- 
ten Selinen erst nach. einer Drehung um 360® in ihre ursprflng- 
licken Richtungen zurtlck. Wir erlialten somit 2n — 1 Anord- 
nungen in der Art der Fig. 4; ron jedem einzelnen Teilpunkt 
der Peripherie gehen also in alien Stellungen zusammengerech- 
net 2n — 1 Linien ans tind zwar 2n — 2 Sehnen und 1 Radius. 
Nieht nur die 2n — 1 Systeme von Sehnen unter sich und 
ehenso die 2m — 1 Radien unter sich sind von versehiedener 
Richtung, sondem auch die Sehnen kSnnen offenbar nie mit 
einem der in Betracht kommenden Radien parallel sein.^) Sp 
haben also alle 2 m — 1 von demselben Teilpunkt ausgehenden 
Linien versehiedene Richtung und, da sie alle wieder zu Teil- 
punkten (resp. zum Mittelpunkt) hinfJihren, so sind irgend zvrei 
Punkte ein-, aher auch nur einmal, mit einander verbunden, 
w z. b. w. 

Von groBer praktischer Bedeutung ist unsere Aufgabe fBr 
■die Sehachtnrniere, bei denen in jeder „Runde" jeder Teilnehmer 
mit jedem anderen in je einer „Partie‘' die Klinge kreuzen soli 
und sich nun die Frage erhebt, wie diese Paarungen vorzunehmen 
sind,®) Dabei woUen wir der Einfachheit halber annehmen, daB 
ebenso, wie die Pensionatsmadchen jeden Tag einen Spaziergang 
macheu, die Turnierteilnehmer jeden Tag gerade je erne Partie 
spielen und beenden Wahrend wir es aber bei den Pensionatspro- 

1) AHgenommen, eine der in Betracht kommenden Sehnen und einer 
der in Betracht kommenden Radien waien pai*allel, so "wiirde man hier- 
aus — durch VerlSlngorung des Radius zum Durchmesser — sogleich 
folgern mussen (vgl. a S 71, Anm 1), daB die Peripherie im Qegen- 
satz zu unseier Annahme in eine geiade Anzahl gleicher Teile ge- 
teilt wure. 

2) Naturlich hieten Spiel und Spoit auch auBerhalb des Schach 
AnlaB zu solchen Fragestellungen ; die soeben (Anm 2, S. 80) zitierte Ab- 
handlung von D Andr^ (1 c P 46 — "<6) beirifft ga z B diePaacimgen bei 
Pechtertumieren. — Die Frage der Anordnung von 4n Teilnehmern eines 
Whist -Turniers dergestalt, daB jeder Turnierteilnehmer jeden anderen 
ein- und nur einmal als Partner, zwei- und nur zweimal als Gegner er- 
hklt, hat E H Moore einer Dntersuohung unterworfen („Tactioal 
Memoranda", Amer. Joum. of Maithem. 18, 1896, p. 290 — 308). 

Ahrens, Sfathem. Unterhaltnngen. S. Anfi. II 6 
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menaden als irrelevant ansahen, welches Madchen rechts und 
welches links ging, ist es hier bei den Turnieren wesentlich, wet- 
cher der beiden Spieler anzieht resp. die weifien Figuren erhalt. 
Wir kaben daher unsere oblge Xosnng, nm sie fiir ein Turnier 
brauohbar zu maohen, so einznrichten, dafi jeder Teilnehmer 
ebenso oft Weifl wie Schwarz erhSlt.^) DieslaBtsichgenaunatur- 
lieh nuT bei einer ungeraden Anzahl von-Teilnehmem machen, da 
nnr dann jeder Teilnehmer eine gerade Anzahl Partien in der 
ganzen „B-unde" spielt, also ebenso oft WeiB wie Schwarz haben 
kann. An SteUe der Pensionatsvorsteherin haben wir uns jetzt, 
aber natdrlich auch niir bei ungerader Personenzahl, einen 
„bliiiden" Spieler zn denken; der mit diesem jeweilig kombi- 
nierte Spieler hat seinen „freien Tag". 

Haben wir erstens eine gerade Anzahl von Teilnehmern, so 
beginnen wir damit, die erste und zweite Paarung festzustellen, 
ohne dabei zunachst die Prage des Anzugs zu berucksiohtigen; 

es ergeben sich so z, B. bei 8 
Teilnehmern ffir -die beiden 
ersten Tage nach nnserem Wa- 
1 eckischen Verfahren (s.Fig.5) 
die Paarungen: 

I. 1, 2 3, 8 4, 7 5, 

11. 1,3 2,4 5,8 6,7. 

Da nun die Linien zweier 
benachbarter SteUungen ein zu- 
samnienhiingendes geschlosse- 
nes Diagramm (s. Fig. 5) bilden, 
so konuen wir, ausgehend etwa 
von einer beliebigen Ecke 1 liings der ausgezogenen Linie, alle- 
Linien unserer Figur (Achteok) durchwandern und zum Au.s- 
gangspunkte zuriickkehren. Dabei bezeichnen wir die Linien 
nach der Bichtnng der Durchwanderung und erhalten so zunachst 
1, 2; dann 2, 4 (nicht etwa 4, 2) tisw. und, wenn wir nun festsetzen* 

1) Vgl. eine Arheit des Verfassers „lJber die Paarung der Tnrnier- 
teilnehmer.“ Deutsohe Schaehzeitung,* Bd. 66, 1900, p. 180 — 182. 
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dafi in jeder Kombination die erste Ziffer das B>ecbt auf den Anzug 
gewahrt, so erbSlt offenbar jeder Spieler an den beiden ersten Tagen 
dies Recht je einmal. Fdr unser Beispiel bekommen wir so: 

L 1,2 8,3 4,7 6,5 
n. 3,1 2,4 5,8 7,6. 

Aucb den dritten und "vierten Tag nehmen wir in dieser 
Weise zusam m en und ebenso daranf den 5. und 6. Tag, walirend 
bei dem, letzten, fiberzabligen Tage die Reibenfolge der Zablen 
eines Paares willkiirliob ist. Da in praxi jeder Spieler seine 
IS’ummer durek das Los erkSlt, nackdem vorker nxit diesen Nnm- 
mern statt der IN^amen das Spielprograxnm einsckliefilich An- und 
ITackzug festgelegt ist, so ist es in Fortunes Hand gegeben, ob 
ein Teilnekmer einmal mekr Weifi oder Sckwarz bekommt. Bei 
sogenannten doppelrundigen Tumieren, d. k. solcken, bei denen 
der ersten Runde erne zweite mit deznselben Paarungsprogramm, 
jedoek kberaU mit Weeksel von An- und Hackzug, fblgt, wird 
diese Ungleicbkeit nattirlick vermieden 

Ist zweitens die Anzakl der Teilnekmer ungerade, die An- 
zakl der Partien jedes Einzelnen also gerade, so laBt sick die 
Ungleickeit in An- und Haclizug natkrlick vermeiden. Wie dies 
gesckeken kann, woUen wir an dem Beispiel eines Tumiers von 
7 Teilnekmem zeigen Der kinzuzunekmende Blinde sei 1 ; dann 
ergeben sick zunlickst nack der obigen (Waleckiscken) Metkode 
okne Riicksickt auf den Anzug folgende Anordnungen: 


I. 

1,2 

3, 8 

4,7 

5^ 6 

n 

1,3 

2,4 

5, 8 

0,7 

III 

1,4 

3,6 

2,6 

• 7, 8 

IV 

1,5 

4,6 

3,7 

2,8 

V 

1,6 

5,7 

4, 8 

2,3 

VI. 

1,7 

6, 8 

2,5 

3,4 

YII. 

CO 

2,7 

3, 6 

4,5 


1) Doppelrundige Tumiere sind jedoch wegen ihrer langen Zeit- 
dauer nicht eonderlich hdaiig 


6 ^ 
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Oi’dnen vrir nun fur die Tage I — VI, ebenao wie oben, An- 
und iSraebzug, so •vrfirden wir f(ir diese 6 Tage eine gleichmaBige 
Verteiiung der Farben fflr alle Spieler biaben, wenn die dem 
Blinden zuerteilten Partien wirklichi ziir Aueffibrung gelangten. 
Durcb. den AusfaU dieser Partien fallt nun aber filr den einen 
Spieler ein Anzug, ftir den anderen ein Nacbzug fort, und es 
faUt dem letzten Tage (VII) die Aufgabe zu, diese Ungleiobbeit 
wieder aufzubeben. Hat nun 1 (der Blinde), wie oben, in I Weifi, 
also in 11 Scbwarz, in HI wieder WeiB, also in IV Scbwarz usw., 
so faHt offenbar fiir aUe „geraden“ Spieler (2, 4 . . .) je ein Naob- 
zug xmd flir alle „ungeraden" (3, 5 . . .) je ein Anzug aus. Wie 
man aus der Fig. 5 nun leicbt erkennt, ist nicbt nur in unserem 
speziellen Beispiel, sondern stets an dem letzten Tage iiberall ein 
gerader mit einem ungeraden Spieler gepaart; dasselbe gilt auBer- 
dem nur noeb fflr den ersten Tag, imd zwar bat dies natvirlicb 
darin seinon Hrund, daB 2 und 8 bezw. 2 und 2n infolge der 
Sonderstelluug von 1 die einzigen Kreisteilpunkte sind, denen 
auf der einen Seite ein „gerader" und auf der anderen ein „uu- 
gerader" Teilpunkt benacbbart ist, wabrend alle anderen Punkte 
entweder 2 gerade odev 2 ungerade ITacbbarn baben. Gibt man 
also an dem letzten Tage den geraden Spielem iiberall Scbwarz 
und den ungeraden WeiB, so wird dadurcb gei'ade jene vorige Uii- 
gleicbbeit wieder kompensiert und voUste Grleiehheit beziiglich 
des Anzugs fiir alle Spieler erzielt. 

Eine andere Metiode fiir die Paarung der Turnierteilnebmer 
bat der verstorbene Leipziger Matbematiker 11. Sckurig ge- 
geben.’-) Anscbemend war er der erste, der oin inotbodiscbes Ver- 
fabren zur Herstellung der Paarungstabollen®) an wand te; bis 

1) Deutsche Sohachzeitung, Bd 41, 1886, p 184, sowie Bd 40, 1894, 
p. 33 — 38; s. a. das „8chach-Jahrhuch“ von J. Berger, sowie den Ab- 
druck daraus in Ranneforths Schach-Kalender (Jahrg 1907, p. 41 — 48) 

2) tlber die Paarungstabellon von Deelman, dem Sekretiir des 
Staunton-Clnb zu Groningen, lesp. uber einen Vorti’ag von P H Schoute 
hierhber auf dem XongreB der Association fran 9 aiBe pour I’avancement 
des sciences zu Limoges 1890 s. neben dem kurzen Referat in den Comptes 
rendns der Association, XIX, t I (Paris 1890), p. 148, die Tageszeitnng 
„L’«icho do Pari8“ vom 22. Sept, trad 4 Okt. 1890 (s. a hier im Lter. 
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daliiTi wareu dieselben empirisch for jedeu einzelneu Fall aufge- 
stellt, nud; so tinglaublicli es kHagt^ die recbtzeitige ErSfEhting 
des ITtlmberger Tumieres 1883 scbien fast in Frage gestellt, da 
Sohacbmeister Scballopp, der Verfertiger der Paarungstabdlen, 
die in Frage kommende Tabelle zn Hause vergessen batte.^) 

In etwas anderer Fassung wiedergegeben®), gestaltet sicb 
das Verfabren Scburigs, an dem Beispiel von 7 Tednebmem 
veranscbaulicbt, folgendermaBen: Man scbreibt znuacbst in 4 
(Anzabl der Paare nnter Znrecbnung eines Blinden) Spalten 
jedesmal den Zykins der Zablen 1 ... 7 bin und zwar die erste 
Spalte mit 1 beginnend, die zweite mit 2 beginnend und mit 
1 endigend, die dritte mit 3 beginnend und mit 2 endigend, die 
vierte mit 4 beginnend und mit 3 endigend^ also folgendermaBen: 

12 3 4 

2 3 4 5 

3 4 6 6 

4 5 6 7 

5 6 7 1 

6 7 12 

7 12 3, 

Recbts neben jede dieser 4 Spalteu scbreibt man je eine weitere 
Spalte der 7 Zablen, und zwar sollen diese Spalten, da die 
bisberigen mit 1, 2, 3, 4 begannen, mit 5, 6, 7 und 1 anfangen, 
jedoeb so, daB die mit 5 beginnende Spalte an das reebte Ende 

Index. Nr 488) Dio dort gegebene ]\Iethode ist im •wesentlicben dio- 
selbe wie die S c bur ig ache, nnd zwar diese in dei bier von uns wieder- 
gegebenen Form genommen 

1) Siebe E Scballopp , „Der dritte KongreB des deutscben Sohacb- 
bundes. Numberg 1883“- (Leipzig 1884), p. 29, 87 Erat spat in der Nacbt 
vor Erb£fnung dea Turniors gelong es Scballopp mit Unteratiitzang eines 
anderen Herm, die Tabelle abznschlieBen. — tlber die Schalloppsoben 
Tabellen. selbst a. E Scballopp, „Der ScbacbkongreB zu Leipzig im 
Juli 1877“ (Lpz. 1878), p. 38 u. 84. 

2) Ygl. T. d. Yerfasser dieses Buobes; „tJber die Paamng der Tnr- 
nierteilnebmer.“ Dentscbe Schachz., Bd, 65, 1900, p. 98/99. 
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des Schemas kommt, die mit 6 beginnende sich dann uach 
links hieran anschlieBt und so weiter fort. Wir erhalten so 
sehlieBlich: 


1,1 

2,7 

3, 6 

4,5 

2, 2 

3,1 

4,7 

5, 6 

3, 3 

4,2 

5,1 

6,7 

4,4 

5,3 

6,2 

7,1 

5, 5 

6,4 

7,3 

1,2 

6, 6 

7,5 

1,4 

2,3 

7,7 

1,6 

2,5 

3,4 


Diese Tabelle liefert uns direkt das fertige Paaimngspro- 
gramm, indem immer die erste Zififer den Ansprueh auf WeiB 
gibt. Die Doppelnummem 1, 1 usw. bedeuten, daB der Betreffende 
dann frei ist. — Die Tabelle gilt aber anch zugleich fiir 8 Teil- 
nehmer, indem dann in den Doppebaummern abwechselnd die 
erste und zweite Ziffer durch 8 ersetzt wird. 

Die Riehtigkeit dieses Verfahrens ergibt sich nun folgen- 
dermaBen: Zunachst sieht man, daB bei ungerader Anzahl yon 
Teilnehmexn jeder derselben ebenso oft im Anzug wie im Nach- 
ziig ist, da alle Zahlen immer in den yorderen, wie hinteren Spal- 
ten je einmal yorkommen, und aus diesem Grunde wird iibrigens 
offenbar auch bei gerader Teilnehmerzabl so weit, yfie moglich 
(s. oben), Gleichheit im An- und Nachzug erzielt Femer kommen 
in jeder Zeile aUe Spieler je einmal yor, wenn wir die Doppel- 
nummern links als je eine Zahl rechnen ; die Zahlon jeder Zeile er- 
geben sich namlich aus den entsprechenden der dariiberstehen- 
den, indem man zu den letzteren iiberall 1 addiert, wo bei statt H 
jedoch 1 zu setzen ist. Wiirde also irgendwo in einer Zeile die- 
selbe Zahl zweimal stehen, so miiBte dies auch schon in der 
ersten Zeile der Fall sein, was aber nacli Herstellung der Tabelle 
ausgeschlossen ist. Es fragt sich also nur noch, ob auch yielleicht 
dieselben Teilnebmer zweimal und dafitr andere gar nicht ge- 
paart werden. Zu dem Zweck denken wir uns die yersohiedenen 
Partien durch Punkte yeranschaulicht und diejenigen Partien, 
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in denen 1 am Auzug ist, darcli eine Linie rerbunden^ an die 
•wir 1 schreiben; entsprechend macben wir es fiir 2 usw. Wir 
erbalten so die Fig. 6 a (die „Linieii" 2 und 3 zerfallen in je zwei 
Teile, je eine wirkliobe Linie und einen isolierten Punkt). Man 
eiebt leiebt, dafi und -vrarum diese Linien parallel sein rniissen. 
Wir madien nun dasselbe fiir die Partien des Nacbzugs und 
wablen bier gestricbelte Linien; wieder erbalten wir parallele 
Linien, jetzt aber in der anderen Diagonalricbtung (s. Fig. 6 b). 
Jeder Punkt der Doppelfigur be- 
deutet eine Turnierpartie, und zwar 
weist ein Punkt der linken Figur 
auf dieselbe Partie wie der korre- 
spondierende Punkt der reebten 
Figur. TJm nun zu erkennen, wann 
zwei Spieler zusammen spielen, 
denken wir uns die beiden Figuren- 
' balften mit korrespondierenden 
Punkten aufeiuander gelegt; unter 
dieser Vorstellung spielen zwei 
Spieler immer dann zusammen, wenn die Linien des einen Spielers 
mit denen des anderen einen „Punkt^' gemein haben, wobei als 
„Punkte" jedoeb nur die in der Figur markierten gelten. Man 
erkennt so, dafi sicb fiir jedes Spielerpaar immer gerade ein 
solcber Punkt eigibt; er gebort zugleicb der ausgezogenen Linie 
des einen Spielers (4 z. B j und der gestrichelten des anderen 
(7 beispielsweise) an. Es geniigt, da6 man sicb fur ein Paai 
Spieler biervon iiberzeugt, da fiir jedes andere Paar die Verbal t- 
nisse ebenso liegen (man kbnnte sicb die reebteckige Figur zu 
einem Zylindei aufgerollt denken, indem man das untere Ende 
an das obere anscbliefit). 

Aus den Kreisen der praktiscben Scbaobspieler beraus ist 
die Forderung gestellt, die Paarungstabellen so einzuricbten, 
da6 niemals ein Tumierteilnebmer in irgend 2 anfeinanderfol- 
genden Partien beide Male Weifi Oder beide Male Scbwarz bat, 
sondem Anzng nnd Nacbzug fiir jeden Einzelnen ansnahmslos 
abwecbseln. Bei gerader Spielerzabl ist fireilieb dieser tJbel- 
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stand nickt ganz zu vermeiden^), und es kann hochstens die 
Porderung erholien werdeix, ihn auf ein Miuiraum von Vor- 
kommnissen zu besohranken. Nehmen wir namlich beispiels- 
weise wieder 8 Teilnehmer an und geben wir den Spielem 1, 2, 3, 4 
am ersten Tage den Anzug und 5, 6, 7, 8 den Nachzug, so woUen 
wir einen Augenblick die Spieler 1, 2, 3, 4 als die „erste IQasse'* 
und 5, 6, 7, 8 als „zweite Klasse" bezeicbnen. Der erste Tag des 
Tumiers zeigt dann den Charakter, daB die erste Klasse gegen 
die zweite kampft, wobei die Spieler der ersten Klasse an alien 
vier Brettem den Anzug baben. Soli nun fiir jeden einzelnen 
Spieler Anzug und Nacbzug regelmaBig abweohseln, so miiBten 
am zweiten Tage alle Spieler der ersten Klasse Scbwarz, alle 
der zweiten dagegen Weifi erhalten, ebenso am vierten und secbsten 
Tage, wabrend am dritten und fUnften Tage wieclerum die erste 
Klasse WeiB und die zweite Scbwarz erbielto. Dann warden ja 
aber die Spieler der ersten Klasse ausscbllefilicb gegen die der 
zweiten spielen und z. B. niemals die Spieler 1, 2, 3, 4 unter siob. 
Damit also tatsacbliob, wie wir doch verlangen, jeder Spieler 
gerade einmal mit jedem -anderen spielt, muB offenbar von Zeit 
zuZeitje ein Spieler aus der- ersten „Klass6“, um in dieser Sprocb- 
weise zu bleiben, zu der zweiten Klasse und umgekehrt fiber 
treten, und von diesen beiden die Klasse weobselnden Spielern 
bat dann der eine zweimal binteremander WeiB, der andero zwei- 
mal Scbwarz. 

Bei unserer Anwendung der Waleckiscben Metbode dfirftc 
jedocb die Zabl der Farbenfolgen tatsacbliob auf em Minimum 
bescbrankt sein. Um dies zu erkeunen, greifen wir zunacbst zu- 
rfick auf Pig 5 Dieselbo veranschauliclite uns die Paarung einer 
geraden Anzabl von Spielern ffir die beiden erston Tage. Wir 
woUen ffir die Anordnungen von zwei in dieser Weise miteinan- 
der verbundenen, aufeinanderfolgenden Tagen kurz ein Kombina- 
tionsschema anmerken, indem wir die Eeken des Polygons der 
betreffenden Pigur, beginnend mit einein Spieler, der in der ersten 


1) Vgl. eine Note des Veifassers, Deutsche Schachzeitung, Bd 65^ 
1900, p. 227/228. 
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Partie WeiB hat, also etwa mit 1, der'*Reilie nacli aufsclireiben. 
Wir erhalten so filr das dortige Beispicl zunachst als Schemas 

1, 2, 4, 7, 6, 5, 8, 3 

TUid kSnnen hiemacli daim sofort die Paamugstabelle ftlr die 
beiden ersten Tage binscbreiben. Allgemem bei 2w Spielem er- 
Mlt man offenbar ftlr dies erste S,cbema: 

1, 2, 4, 2w — 1, 6 , 2m — 3, 8 . . 6, 2m, 3. 

Seben wir von den beiden ersten Ziffern ganz ab, so wecbseln 
also gerade und ungerade Zablen miteinander ab, die ersteren 
mit 4 am linken Ende beginnend, die letzteren mit 3 am reohten. 
Wenn wir also wieder von 2 „BIlassen^' sprecben woEen, so ge- 
boren zn der ersten Klasse: Spieler 1 tind aUe „geraden" Spieler 
aufier 2, xmd zu der zweiten Klasse: 2 und aEe „ungeraden" Spie- 
ler aufier 1. Das zweite Schema nun, das uns die Paaningen fiir 
den dritten und vierten Tag liefert, erbalten wir aus der Pigur 5, 
indem wir das Liniensystem um 2 Peripberietedpunkte weiter- 
im Uhrzeigersinne dreben, also reebneriscb, indem wir alle Zah- 
len mit Ausnahme der 1, die unverandert bleibt, um 2 erbSben, 
wobei von einer Zabl, die > 2» ist, 2n — 1 zu subtrabieren ist 
Dies zweite Schema ist demnach: 

1, 4, 6, 2, 8, 2m — 1, 10, 2w — 3, 12 . . . 2 m, 7, 3, 5 
Es bestebt also jetzt die erste Klasse aus 1, 3 und alien geraden 
Spielern auBer 2, 4 und die zweite aus 2, 4 und aUen ungeraden 
Spielern auBer 1, 3. Alle Spieler, die an dem ersten Tage WeiB 
und an dem zweiten Schwarz batten, baben also an dem di-itten 
Tage aucb wieder WeiB und an dem vierten Scbwaiz mit Aus- 
nabnie von 4, der infolge seines tJbertritts von einer zui anderen 
Klasse zweimal biuteieinander, namlicb an dem zweiten und drit- 
ten Tage, Schwarz und daun an dem vierten WeiB bat. Anderer- 
seits baben alle Spieler, die mit ,,Sebwarz, WeiB‘^ begonnen ba- 
ben (1. u. 2. Tag), jetzt (3. u. 4. Tag) wieder „Scbwarz, WeiB" 
mit Ausnahme von 3, der infolge seines Ubertritts von der zwei- 
ten zur ersten Ellasse gleicbfalls eineFarbenfolge: zweimal binter- 
einander WeiB, namlicb am 2. und 3. Tage, erduldet. In dersel- 
ben Weise, wie das zweite Schema aus dem ersten, gebt nun das 
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dritte aus dem zweiteu herror, iind man sieM, dafi stats nach 
-einer tmgeraden Anzahl von Partien^ also z. B. nacli dem 5. Tage, 
ausnalimslos fiir alle Spieler Parbenwechsel eintritt, nach. einer 
geraden Anzahl, z. B. nach dem 6. Tage, zwar fiir das Qros der 
Teilnehmer anch Parbenwechsel, jedoch nicht far diejenigen zwei 
Spieler, die von den beiden Klassen gegeneinander ausgetauscht 
werden und von denen der eine zweimal hintereinander WeiB, 
der andere zweimal hintereinander Schwarz erhSlt. Auoh am 
letzten Tage, der ja bei gerader Spielerzahl eine, wie wir oben 
sahen, uuvermeidliche TJngleichheit in der Vertedung von An- 
nnd Naohzug in das Paarungsprogramm hineintragt, lessen sich 
die Parbenfolgen ebenso wie vorher besohranken, und schlieBlioh 
erleidet also im Lcmfe des gamm I'urniers jeder Spieler gerade ehtn 
mal eine Farhenfolge mit Ausnahme von swei Spiel&rn, die hiervon 
gam verschont bleiben und von denen der eine am ersten und letzten 
Tage Weifi, der andere an diesen heiden Tagen Sdmarz hoi Diese 
beiden Spieler bleiben eben wahrend des ganzen Turniers in ihren 
ursprangliehen Klassen; mehr als je ein Spieler darf aber offenbar 
nicht bestandig dei’selben Elasse angehdren, da sonst ja nicht 
aUe Spieler miteinander gepaart wurden 

1st die Anzahl der Spieler nngerade, so stellen wir zunachst 
unter Zuhilfenahme ernes Blinden gena,u wie oben die Schemata 
her. Da wir alsdann — unter Einrechnnng des Blinden — wieder 
eine gerade Anzahl von Spielern haben, so wiirde also, wie oben, 
folgen, daB fiir jeden Spieler mit Ausnahme von zweien gerade 
je einmal eine Farbenfolge eintreten wiirde, wenii die Partien 
des Blinden wirklich gespielt wurden Wegen des FortfaUs dieser 
Partien mufi man nun aber zunacbst darauf gelaBt sein, daB fiir 
jeden Spieler noch eine weitere Farbenfolge auftritt, iiidem z B. 
in der Beihe „WeiB, Schwarz, WeiB" etwa „ Schwarz" gerade 
herausfallt; ja, es konnte durch einen ungliicklichen Zufall sich 
ereignen, daB ein Spieler unmittelbar nach der fiir ilin ohnehin 
unvermeidlichen Farbenfolge seine Partie mit dem Blinden, also 
seinen fireien Tag, hat und dann die naehste Partie wieder mit 
derselben Farbe, also 3 Partien hintereinander mit derselben 
Farbe, zu spielen hat. Andererseits konnen aber die im vorigen 
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Falle unvermeidliclaen Parbenfolgen aucli gerade durcli die Par- 
tien mit d.em. Blinden aufgehoben werden, indem *. B. von der 
Folge ^Schwarz, Schwarz" efcwa das eine „Schwarz" als Partie 
mit dem Blinden foi-tfallt. Dies wird hei denjenigen Spielern 
eintreten^ die entweder unmittelbar vor oder unmittelbar nach 
ihrem "Cbertritt von der einen znr anderen Klasse mit dem Blin- 
den gepaart sind. Man wird nnn diese Beseitigung der Farbenfolge 
gleichmafiig ftir alle Spieler erreichen, weim man etwa den 
Blinden stets in derselben, der „ersten" Klasse la£t (2 Spieler 
wechselu ja die Ellasse nicht) und ihn nun immer mit demjenigen 
Spieler paart, der nach der betreffenden Partie aus der zweiten 
Klasse austreten soli, bzw. mit dem,i der gerade in diese Klasse 
fibergetreten ist. An dem ersten, in dieser Hinsieht gewisser- 
mafien iiberzahlig^n Tage ist der Blinde danach offenbar mit dem- 
jenigen Spieler zu paaren, der gleich ihm selbst die Klasse uie 
weohseltj an dem zweiten Tage sodann mit demjenigen, der von 
der zweiten Klasse designiert ist, nach Beendigung dieser Partie 
zu der Klasse des Blinden ilberzutreten; an dem dritten Tage mit 
demjenigen, der vor dieser Partie aus der Klasse des Blinden 
in die andere iibergegangen ist usw. Unsere oben (S. 83f.) an 
einem Spezialfall (7 Spieler) dargelegte Paarungsmethode ist nun 
hierauf sehon zngeschnitten, und wir erhalten allgemem fQr 
2«» Spieler, unter denen 1 der Blinde ist, folgende Schemata: 

1, 2, 4, 2;; — 1, 6 , 2« — 3, 8 . 5, 2n, 3 

1, 4, 6 , 2, 8, 2n — 1, 10 . . 7, 3, o 

1, 6 , 8, 4, 10, 2, 12 . 9, 5, 7 

« • « 

1, 2n — 2, 2n, 2n — 4, 3, 2« — 6, 5 . , 2, 2n — o, 2 n — \ 

1, 2n j 3, 2w — 2|5, 2» — 4 | 7 . 4|2« — 1,2. 

Dabei reprasentiert jede Zeile 2 Tage, die letzte dagegen nur 
einen. Man sieht leicht, dafi fiirkeinen Spieler jemals eine Parben- 
folge vorkommt; so hat beispielsweise 2 zunachst semen freien 
Tag (resp. „Schwarz" gegen den Blinden), dann „WeiB", daranf 
„Schwarz'‘ und immer abwechselnd; 3 hat zunachst „Schwarz“, 
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dann seinen freien Tag (resp. „WeiB" gegen den Blinden), daranf 
‘wegen seines C^bertritts zur anderen Ellasse „Weifi‘' und nun 
abwecliselnd. In diesem Fell einer ungeraden SpielereaHt JiaT^en 
toir also vollkommene GleichmafiigTceii fwr aUe Spieler sowoM 
0 Ugli<Ii des Angugs tvie des Farhettwechsels erreicht, was hei gera~ 
der Spielergahl jedoch, wie gesagt, unmoglich ist. 

IToch klarer Tielleiclit treten diese Verbaltnisse iervor, "wenn 
man der Sohurigsehen Paarungsmethode eine Form gibt^ 

die Herr Robert Remak 

— ohne Kenntnis der 
Seburigseben Arbeiten 

— mir brieflicb mitgeteilt 
hat (Marz 1907) ^). Fig. 7 
mag diese Metbode veran- 
sobaulioben, und wir wol- 
len der Figur nur wenige 
Worte hinzufiigen: Jedem 
TeUnebmer eutspriebt eine 
bestimmteLinie;die gerade 
Oder einmal im recbteii 
Winkel umgebogen ist; 
so kommt 1 nur laugs der 

punktierten Linie vor, bier aber in jedem Punkte, and zwar 

— abgeseben yon dem Punkte oben links — abwecbselnd aii 
erster und an zweiter Stelle. Ebenso kommt 2 nur lungs einer 
im reebten Winkel umgebogenen Lime vor, bier abor iiberall 
und zwar auob abwecbselnd an erster und an zweitei Stelle, 
wenn wir die Umbiegungsstelle, an der die 2 isoliert stebt 

1) Die resultierende Paaiungstabclle ist mit der Schurigsuhen — 
bei Anwendung der Seburigseben Metbode in ibicr ursprunglichen Foi-m 

— identiseb — Die Prage, ob -wesentlicb vorscbiodene Paamngatabellen 
mbglicb Bind, d. b. solcbe, die niebt dorcb eino Permutation der Elcmente 
(Spieler und Tage) ineinander bbergefubrt werden kOnnen, ist nacb Benxak 
(Brief vom 10. IX. 1900) dabin au beantworten, daB fiir 6 oder weniger 
Tumierteilnebmer diese MSglichkeit niebt bestebt, ■wfl.brond siob fOr den 
Fall von 7 Teilnebmern jedenfalls bereits zwei wesentlicb verBobiedene 
Paarungstabellen angeben lessen.- 
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— Partie mit deni Blinden — , nicht; mitzalilen. Offenbar schneidet 
Oder trifffc nun. jede Linie, z. B. 3, jede andere, z. B. 5, ein- xuid auch 
nur einmal; jeder Teilnebnier wird also mit jedem anderen einmal 
gepaart. Piir jeden Teilnebmer wechselt aueh An- und Naclizug 
fortwahrend, da die ilim entsprecliende Zahl einmal an erster, 
das n’dcliste Mai an zweiter Stelle stebt. Auch der Fall, daB bei 
unserer HersteUung der Figur irgendwo ein erster oder ein zwei- 
ter Platz zweimal besetzt wird und dafUr der andere leer bleibt, 
kann bei ungerader Teilnebmerzahl, auf die allein wir uns bier 
besebranken woUen, nicbt eintreten, wie man leicbt erkennt: Ab- 
gesebeu von der punktierten Linie 1, der 'wir eine SondersteUimg 
geben^ kSnnen wir uns die iibrigen Linien in zwei Klassen ein- 
geteilt denken: die erste bestebt aus den in der Figur aus- 
gezogenen Linien, welcbe die Mr sie charakteristisebe Zabl oben 
in der ersten Zeile auf dem ersten Platz — d. b. mit Anzug — 
aufweisen, wabrend an den Linien der zweiten Klasse, die in der 
Figur gestiicbelt sind, die cbarakteristiscbe Zabl in der obersten 
Zeile an zweiter Stelle stebt Wir woUen diese Punkte dernrsten 
Zeile als die „Anfangspunkte“ der Linien anseben und von da 
ab auf jeder Lime die Abstande messen, wobei wir als Langen- 
einbeit den Abstand zweier Kachbai'punkte einer Linie, z. B. die 
Strecke von 2,7 zu 1, 2, annehmen, so daB also beispielsweis.e 
der Punkt 2, 3 auf der Linie 3 vora Anfangspunkt (3, 6) um die 
Strecke 3 entfenit ist Derselbe Punkt ist aber auf der Linie 2 
vom Anfangspunkt (2, 7) aucb um die Stiecke 3 entfernt, und 
man siebt leicbt daB m diesem Sinne allgemem der Punkt i, I’ 
vom Anfangspunkt der Linie t ebenso weit wte vom Anfangs- 
punkt der Lime L entfernt ist. Betracbten wir nun zunacbst den 


1) Ob man bei&pielsweise auf dem Umtang dea Rechtecka 
3,6 — 8 — 6,8 — 6,6 von 3,6 aus fiber die Eoke 8 zu 6,3 fortschieitet oder 
aber fiber die Eoke 6,6, macbt fur die Wegelange keiueu Unterschied. Nun 
ist aber dieeer letztere Weg, da die Strecke 8,0 — 6,4 == 4,5 — 6,4 ist, 
gleicb der Strecke von 4,6 uber die Fuukte 6,4 und 6,6 zu 6,3 oder 
gleicb derjenigeu von 4,6 fiber 5 zu 5,8; der Punkt 6,3 hat mithiu von 
dem Anfangspunkt der Linie 8, d. h von 3,6, denselben „Abstand“ wie 
von 4,6, dem Anfangspunkt dei (gestriohelten) Linie 5. 
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Sclmittpiankt zweier Linien derselben Klasse — also etwa wieder 
2, 3 — , so iat dioser Sclmittpxmkt also, wie gesagt, von dem An- 
fangspunkte der Linie 2 ebensoweit entfemt Tvie von dem An- 
fangspunkte von 3 nnd, well an diesen Anfangspunkten die Zab- 
len 2 und 3 beide an erster Stelle (Anzng) steken, so v^iirden 
anob an dem Sebnittpunkt der Linien 2 und 3 die Zablen 2 und 3 
entweder beide auf den ersten Platz (Anzug) oder beide auf deu 
zweiten (Nacbzug) kommen, wenn nicbt auf einer der beiden 
Linien — hier 2 — inzwiscben die Biegungsstelle passiert ■ware. 
Dies trifift aber stets in solcben PSJlen zu; denn vor der Biegungs- 
stelle war Linie 2 zu dem in Frage stebenden Teil von 3 parallel, 
konnte diesen also dort uocb nicbt scbneiden. — Aus demselbeit 
Grunde scbneiden sicb zwei Linien verscbiedener Klassen an einer 
Stelle, die fiir beide Linien entweder vor der Biegungsstelle (z. B. 
7, 3) Oder fiir beide binter der Biegungsstelle (z. B. 2, 5) liegt. 

' Man siebt leicbt, dafi daun an diesem Sebnittpunkt die eine der 
beiden Zablen den ersten, die andere den zweiten Platz zu be- 
ansprticben bat, da fiir zwei Linien verscbiedener Klassen die 
ebarakteristiseben Zablen an deu Anfangspunkten der Linien auf 
versebiedenen Platzen — die eine auf -dem ersten, die andere auf 
dem zweiten — stehen. Aucb fur die Linie 1 scblieBlicb erkennt 
man leicbt, daB Widerspriiche sicb nicbt ergeben Itonnen. 

§ S. Promenaden von Personen zu je 41 . 

Es sei jetzt die Zabl aller Personen und je n sollen 
immer in einer Reibe geben. Es wird verlangl, die Anord- 
nnngen so zu treffen , daB jede Person mit jeder anderen je ein- 
mal in derselben Reibe gebt. Jede Person gebt immer mit n — 1 
anderen in einer Reibe, und — 1, die Zabl aller Personen auBer 
der betrefifenden, ist durch n — 1 teilbar; die Zabl der erforder- 

1 

lichen Promenaden ist also ' + 1. Ist n eine Prim- 

zahl; so eigibt sich sehr leicht eine Losnng*^); wir setzen das 

1) Vgl Lucas, „Recieat II, p, 192 und Schubert, „ZwOlf Geduld- 
«piele“, p 2'J 
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Verfahren an, dem Beispiel w == 5 anseinander und wahlen zu- 
naclist, far die erste Promenade, folgende Anordnang: 

I 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

2 ^ 

25. 


Die zweite Anordntmg erhalten wir, indem vrir die in I iiinter- 
einander gelienden Personen kombinieren, also die Vertikalreihen. 
zu Horizontalreiben macben und umgekebrt, d. h.: 


1 

6 

II 

11 

16 

21 

2 

7 

12 

17 

22 

3 

8 

13 

18 

23 

4 

9 

14 

19 

24 

5 

10 

15 

20 

25. 


Eine dntte Anordnung bekommt man, indem man die erste Ver- 
tikalreibe ungeandert beibebalt und die ubrigen Zablen zwar 
aucb in ibren bezflglieben Vertikalen belafit, sie jedoeb dort so- 
anordnet, daB die Zablen der zweiten Vertikalen um eine, die der 
dritten um 2 usw. Stellen nacb oben zykliscb verscboben werden; 
in die erste Zeile kommen so gerade die Ziffern der Diagonal- 
reibe \ von II, und man erbalt also: 


1 

7 

in 

13 

19 

25 

2 

8 

14 

20 

21 

3 

9 

15 

16 

22 

4 

10 

11 

17 

23 

5 

6 

12 

18 

24. 


Die Anordnung IV entstebt aus III ebenso, wie III aus II, und so 
gebt dies fort; wir erbalten also fur die restierenden Anordnungen: 
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IV V VI 

1 8 15 17 24 1 9 12 20 23 1 10 ll 18 22 

2 9 11 18 25 2 10 13 16 24 2 6 16 19 23 

3 10 12 19 21 3 6 14 17 26 3 7 11 20 24 

4 6 13 20 22 4 7 15 18 21 4 8 12 16 25 

5 7 14 16 23 5 8 11 19 22 6 9 13 17 21. 

Man erkennt leicht^), daB diese Methode stets dann und nur dann 
ajiwendbar ist, wenn n eine Primzahl ist,*) 

DaJB die LSsbarkeit unserer Aufgabe abernichtsdestoweniger 
sich weiter erstreekt, mag eine LSsung fiir w — 4, also einen Fall, 
filr den die obige Metbode versagt, zeigen. Man erlialt leicht fol- 
gende Anordnuugen: 

I II III IV V 

1 2 3 4 1 5 9 13 1 6 10 14 1 7 11 15 1 8 12 16 

6 6 7 8 2 6 11 16 2 6 12 15 2 8 9 14 2 7 10 13 

9 10 11 12 3 7 12 14 3 8 11 13 3 5 10 16 3 6 9 15 

13 14 15 16 4 8 10 15 4 7 9 16 4 6 12 13 4 5 11 14 

1) Bio Personen, die in I nebeneinander geben, gehen hinfort stets 
hintereinander, also sicberlicb von ihnen me wioder ein Paar in der- 
selben Peihe Abev anch in den n Anordnungen II, III, IV . kann 
memals ein und dasselbe Paar zweimal der gleichen Horizontalreihe an- 
gebbren; denn die Zablen der (e-|-l)*ten Vertikalreibe von II -werden 
snkzessive urn », die der (ft -|- l)-ten sukzessive inn ft Pbltze zyklisch 
nacb oben bin verscbobcn (t, Jc = 0,1,2, . « — 1), xind daliei kann ein 
Paar von Zahlen, das einmal m derselben Ilomoutalen eteht, nur 
dann ein zweites Mai in einer Horizontalen zusammentreffen , wenn 

= oder r{Jc — ^) = 0niodn ist, eine Bedmgung, die, da i 

und Jc verscMeden und — 1 ist, me erfiillt wird, wenn 7 } eine 

Primzahl iat 

2) tJber eine weitere Verallgemeineiung dieses Fnllos siohe Ab- 
echiiitt II dieses Kapitels, S 117 
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Absehnitt 11. Kirkmans SchnlmMcheu-ProMem. 

§ 1. XSinleitiing. Verwandte Frobleme. 

Im Jakre 1850 stellte der Engl&ider T. P. Kirkman, ange- 
regt diirck ein in dem „Lady’s and Gentleman’s Diary<* 1844 er- 
lassenes PreisanssolixeiLen^), die folgende Anfgabe®): 15 Pensio- 

1) Die Preisaufgabe war von W. S. B Woolhouse gestellt (s dio 
in der nS»ohsten Anm. zitierte Abh, von Woolhouse, p. 510) xmd ver- 
langte (s. anch Kirk man in Camb. and Dubb Math. Journ, Y, 1850, 
p, 255/256), die Zabl der Kombinationen von n Elementen zn je a zu 
bestimmen, die siob unter der Bescbr^nkang angeben lassen, da5 je 
5 Elemente nie in mehr als einer Kombination znsammen vorkomxnen 
Hierauf erging nur eine LOsung, nnd zwar fur den Fall- a = 3, 5 — 2, 
von seiten Kirkmans in. „On a problem in combinations**, Oamb. and 
Dubl Math J, II, 1847, p. 191 — 204 (s. dazu auch hier S* 99/100 nebst 
Anm« 1 von S, 100). Die Beschaftigung mit dieser Preisfrage gab Kirk- 
man dann den AnstoO zu der in der folgenden Anm. zitierten Arbeit 

2) Siehe T P Kir km an, „Note on an unanswered prize question**, 
Oiunb. and Dubl, Math, Journ. V, 1850, p 260 Yorker jedoch schon nnd 
uberhaupt zum erstenMale mufi Kirkman das Pioblem in dem (mir nicht 
zuganglichen) Lady’s and Gentleman’s Diary fur 1850 aufgestellt haben 
(Kirkman selbst spricht Educ. Times Reprints XI, 1869, p. 99 von „tlie 
famous fifteen young ladies whom I had the honour of introducing to 
the planet for the first time in the Lady’s and Gentleman’s Diary for 
1850**). — J- J Sylvester bemerkte, das Problem, 7 Reihen von „Tria- 
den‘* aus 15 Elementen so heizustellen, daB jede „Duade** darm gerade 
einmal vorkomme, — also das Problem, „which has since become so 
well known, and fluttered so many a gentle bosom, under the title of 
the fifteen school-girls’ problem**, — babe ihn schon beschaftigt lange 
Jahre, bevor es in der genannten Einkleidung im „Lady’s Diar;y'^‘ beivor- 
getreten sei, und es sei gern mOglich, dafi das Problem semen Ausgang 
genommen habe in imindlichen Mitteilungen, die er einstmals semen Stu- 
’denten in Cambiidge gemacht, und dafi es von dort sich weiter fortge- 
jpAanzt habe durch Kanale, die sich nicht mehr angeben liefien (Philos 
Magaz (4) 23, 1861^, p 371 = Collected Mathematical Papers of J. J 
Sylvester, lY (1908), p 266) Demgegenuber stellte Wo olhouse (Philos, 
Magaz, (4) 22, 1861^^, p 511) fest, dafi als erster Kirkman in dem „Diary** 
das Problem aufgestellt habe. Erwahnt sei noch, da6 Sylvester — an- 
scheinend sofort nach Kirkmans erster Publikation — die Problem- 
stellung weiter entwickelte, indem er ein Problem aufstellte, von dem 
das Kirkmansche nur ein Teilproblem ist (s. hieruber unten § 3, S. 110). 

Ah r on a, Mathexn Unterhaltiingeu 2 Aufl. II. 7 
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natamMclieix geken jeden Tag miteinander spazlexen, je 3 in einex 
Reilie; wle sind die AuordntuLgen fdr die einzelnen Tage zu 
treffea, wenn im Laufe einex Woelie jedes Madolien gexade ein- 
mal mit jedem andexen in einex Eeihe znsauunen gelien soll?^) 

Da jedes Madclieii an jedem Tage mit 2 andexen Madchen 
zusammen in einex Reihe geht^ so kann es in den 7 Tagen dex 
Woehe mit 14 vexscMedenen, d. h. mit alien andexen Madchen, je 
einmal zusammentxefFen, wie unsexe Aufgabe verlangt. Es fxagt 
sioh also nux, ob sick eine Anoxdnung so treffeu IdBt; daB fdx 
alle 15 Madchen diese Foxdexung exftillt ist, eine Fxage, deren 
Beantwoxtnng uns dex § 2 geben wixd. — Scbon biex woUen 
wix jedocb folgende zwei Bezeichmmgen einfiibren; eine Kom- 
bination von zwei Elementen heiJBe eine „Ambe“, eine von drei 
Elementen ein „Txipel'‘. Unter Benutzung diesex AnsdxQcke 
lautet unser Problem dann so: Gegeben sind 15 Elements; aus 
diesen sind 7 Sjsteme von je 5 Txipeln so zn bilden, daB jedes 
einzelne System alle 15 Elements entbalt nnd daB in den 7 Sy- 
stemen jede nnx rndgliobie Ambe aus den 15 Elementen ein- und 
aucb nnx einmal voxkommt. 

Wie Kixkman bemerkt bat*), laBt sicb auch fUx 9 Madcben 
eine entsprecbende Anoxdnung, und zwax natiixlich fUx 4 Tage 
(statt 7), trefPen, und uns kann diese Bebauptung nicbt ttber- 
rascben. Pallt dock diesex besondexe Fall unter das von uns scbon 
in Abscbnitt I, S- 94 — 96, erorterte Problem. Nacb dex dort ge- 
gebenen Metbode erbalten wir, bezeicbnet man die 9 Madcben 
mit den 9 ersten Bucbstaben des Alphabets, folgende Anordnuu- 
gen fiix die einzelnen Tage I, II, III, IV: 


I 

II 

III 

IV 

a, &, c 

«, (/, g 

a, e, i 

a, f, h 

d, e, f 

h, e, h 

f, 9 

h, (1, i 

ff, h, i 

c, f, i 

€y (l/y Jl 

e, 9 


1) Eb sei beilaufig erwahnt, daB noch ein anderes Problem, das 
der Theone der rationalen Fnnktionen der Wurzeln einer algebraischen 
iileicliung angehbrt, die Bezeichnnng „Kirkman8 Problem'* fuhrt (s 
z. B. Encyklop d. matbem. Wissensch., Bd I, p 469) 

2) Siehe Camb. and Dubl Math. Jonrn V, 1860, p 261. 
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Man iiberzeugt sich, wofern es nach dem oben gegebenen Be- 
weise dessen noch bedarf^ iibrigens leicbt, dafi in diesen Anord- 
nungen wirldicb, wie yerlangt, jede Kombination von 2 Buch- 
staben (Ambe) ein-, aber anch nur einmab vorkommt. 

Es darf nicbt unerwahnt bleiben, daB bald nacb Kirkjnan Jakob 
Steiner^) eine Fxage stellte, die mit unserer Aufgabe eng ztisammen- 

b^ngt; er verlangte namlich, ans den Tripeln von n Elementen solcbe 
Tripel aTiszawablen, daB jede mbglicbe Ambe der n Elemente ein- und 
nur einmal darin vorkomme; und unter den Eombinationen zu je 

4 wieder solcbe, daB jedes mQglicbe Tripel darin gerade einmal vor- 
komnae usw.^) Der emfaebste Fall des Steinerscben problems, die Bil- 
dimg von Tripeln, die alle Amben gerade einmal entbalten, ist bekannt- 
iich fur die Tbeorie der algebraiscben Gleicbungen von besonderer Be- 
deutung geworden. Solcbe Anordnungen von n, das bierfdr = 1 oder a. 


1) Crelles Journal Bd. 46, 1863, p 181 oder Werke (herausgeg. v 
WeieistraB) II, p. 435 

2) In nocb allgemeineier Foim wuide dieses Anoidnungsproblem 
60 lauten; Yon alien Kombinationen von n Elementen zu je a eine 

Anzabl e so auszuw^blen, daB in diesen e Kombinationen jede Kom- 
bination der n Elemente zu je & gerade einmal vorkommt (ot > a > &) ; 
s E. H Moore, „Tactical Memoranda“, Amer Journ of Matbem 18, 1896 
(p 264 — 303), p 270 und J. A Bar ran, „Over de combinatoriscbe Opgave 
van Steiner", Verslag van de gewone Yergaderingen der Wis- en Natuur- 
kundige Afdeeling der Komnkbjke Akademie \an \Yetenscbappen te 
Amsterdam XVII, 1, 1908 (Amsterdam 1909), p 318—326 (in der engh- 
scben Ausgabe* „On the combinatory problem of Steiner", Pioceedings 
1908, p 3{J2 — 360), s. a F. Fitting, „Beitrage zum Steiner’scben Pro- 
blem", Nieuw Archief voor Wiskunde (2) X, 1912, p 88 — 99 AuBer dem 
welter unten erwahnten und besonders wicbtigen Fall dei „Tripelsysteme" 

= 3, 6 = 2, c = sind u a folgende Spezialfalle bebandelt. 

n = 13, a = 4, fc = 2, e == 13 von Kirkman und Wo odall (Educ Times 
Eepr. 55, 1891, p 60); — ^ = 11, a = 6, ft «= 4, e — 66; n = 16, a 4, 
h — S, e = 140 von William Lea (Educ Times Repr. IX, 1868, p 35 — 36 
und XXII,* 1874, p 74—76; s a XI, 1869, p 97); — w = 26 und 34, 
a = 4, b ^ S von F Fitting („Zykliscbe Lbsungen des Steiner’scben 
Problems", Nieu-w Arcbief voor Wiskunde (2) XI, 1916, p, 140 — 148). 

7* 
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mod 6 seiix mtiS Elementeu, ^Tripelsysteme^^ genaunt, spieleu z. B. eine 
Bolle bei der algebraischen AuflQsung der Gleicbungen neuuten Grades, 
welcbe die Inflexionsp'ankto einer ebenen Kurve dritter Ordnung bestim- 
men*), und sind daher genauer studiert worden.®) 


1) Siehe Kir km an, „On a problem in combinations**, Cambr, and 
Dubl. Math Journ 11, 1847, p. 191—204. 

2) O. Hesse, Crelles Journal Bd. 28, p. 68 und Bd 34^ p. 101. Vgl 
auch M. Noether, „tJber die Gleichungen achten Grades** etc., Math. 
Ann. XV, 1879, p, 89—110. 

3) Mit Existenzbeweisen und Methoden zur Herstellung von Tripel- ' 
systemen beschU^ftigen sich: M.BeiB, Orelles Journal Bd 56, 1859, p. 326; 
E. Netto, „Substitutionentlieorie*‘, 1882, § 192 ff und Math. Ann, Bd. 42, 
1893, p 143, sowie „Lehrbuch der Oombinatorik*^ 1901, p 202 ff.; E, H 
Moore, Math. Ann. Bd. 43, 1893, p. 271, Rend oirc. matem. Palermo IX, 

1896, p 86 und New-York Ball. 1897, p 11;L H effter, Math. Ann. Bd. 49, 

1897, p 101—112; s ferner J deVries, Rend circ.matem PalermoVHI, 
1894^ p 222; G Brunei, Association fran 9 pour Tavanc des sciences 24, 
Congrfes de Bordeaux 1896, t. II, p. 145; K. Zulauf, „tJber Tripelsysteme 
von 13 Elementen**, Dies. Giefien 1897; V De Pasquale, Lomb. 1st. Rend 
(2) 32, 1899, p. 213; F, Fitting, Nieuw Archief voor Wiskunde (2) IX, 

1911, p. 369 — 369. Von alteren Arbeiten, die sich vorwiegend auf Spe- 
zialfklle beschrilnken, nenne ich, auBer der fur unseren Kirkmanschen 
Fall in Betracht kommenden Literatur, noch- li R Anstice, Cambr, and 
Dubl Math. Journ. VTH, 1863, p 149 — 154; Th. Clausen, „‘lJber eine 
kombinatorische Aufgabe**, Arobiv der Math u. Phys.XXI, 1863, p 93—96 
und S. Bills, Educ. Times Repr, VIII, 1867, p. 32 — 33. — Bei n= 13 
Elementen gibt es zwei und nur zwei wesentlich versehiedene, d h durch 
Substitutionen nicht meinander uberfuhibare Tripelsysteme (s insbeson- 
dere die oben zitierten Arbeiten von J. de Viies und V. De Pas quale, 
ferner G Brunei, „Sur les deux systemes do tnadns do tieizo elements^*, 
Journ. de mathem (5) VII, 1901, p 305 — 330 und M(5m. de la soc, des 
sc phys. et natur. de Bordeaux (6) II, 1903, p 1 — 23, sowie S A Bai- 
rau, „Over drietalstelsels, in bet bijzonder die van deitien elementen**, 
Verslag van de gewone Vergadenngen dei Wis- en Natuurkundige A f dee- 
ling der Koninklijke Akademie van Wetenscbappen te Amsterdam XVIT, 
1, 1908 (Amsterdam 1909), p 274 — 279 (in der englischen Ausgabe: „On 
triple systems, particularly those of thirteen elements**, Proceedings 1908, 
p, 290 — 296); auch eine mir nicht bekannte Arbeit von F N. Cole, „The 
triad systems of thirteen letters**, Bull, of the Amer. Mathem Soc. (2) 19, 

1912, ' p 59, wird bier vielleicht zu nennen sein). Fur 13 existieren 
sicher stets zwei wesentlich versehiedene Tripelsysteme (Moore in der 
oben zitierten Arbeit von 1893); fur n<;i8, also n= 3, 7, 9 gibt es in 
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Uusex Eirkmansclxes SolitiljnS>dcheii-Frobleia gebt &bei das der 
„Tripelsy8teme“ natfixlicb binatis, da es ja nicbt nur die Bildung irgend- 
eines jjTripelsystems", sondem auBeidem noch eine solche Emteilung der 
Tripel des Tripelsystems fordert, dafi in jeder AbteilnngvonTripeln jedes 
der n Elemente gerade einmal Torkommt, “was natdilicb fSr n = 1 mod $ 
tmmdglicli ist und daher nacb Obigem: 4^ = 3 mod 6 bedingt. Dafi solohe 
Anoidnnng fbr n «= 9 in der Tat mOglich ist, baben -wir bereits oben (S.98) 
geseben ; fdr n = 15 wird uns der n3.cbste Paragraph dies zeigen. 

Im AnscbloB bieran entstebt die weitere Frage, ob und wann es 

mdglicb ist, die j Tripel von n Elementen in lauter „Txipelsysteme“ zu 

zerlegen, ein Problem, dessen Unmbglicbkeit fiir « = 7 Cayley nacbge- 
-wiesen bat,*) 

Aucb sonst kommen Anordnungen, wie onser Eirkmanscbes Pro- 
blem sie Terlangt, vor. So lassen sich in einer Grappe von der Oidnung 16, 
deren Elemente aufier dem Einbeitselement s&mtlicb von der Oidnung 2 
sind, die 16 Elemente der Ordnung 2 so in 6 Abteilungen von je 3 
Elementen teilen, dafi immer je 3 solcbe Elemente mit dem Einbeits- 
element zusammen eine Untergruppe bilden, nnd zwao: 13Bt sicb diese 
Teilnng auf 7 verscbiedene Arten ausffibren.^ Entsprecbend den 36 
Tripeln einer Kirkmanscben Anordnung baben wir bier 35 solcbe 
Untergruppen, und zwar ist leicbt einzuseben, dafi alsdann je zwei der 
,,15 Elomente“ der ganzen Gruppe ein- nnd nur einmal zusammen in 
einer dieser 85 Untergruppen vorkommen miissen. 


diesem Sinne nur je ein Tripelsystem; den bier besonders interessieren- 
den Fall « =» 15 untersucbt eine mir nicbt bekannte, im Jahrb. Fortschr. 
d Math 40, 1909 (1912), p. 274 aufgefnbrte Arbeit von J A Bairau 
(,frripelstelsels van vyfteen elementen", Handehngen van bet Nederlandscb 
Natuur- en Geneeskundig Congres 12, p. 183 — 189). 

1) Cayley, „On tbe Triadic Arrangements of Seven and Fifteen 
Things", Phil. Mag. XXXVII, 1850, p 50—58 = Collected Papers I, p 481 
— 484 An diese Arbeit scbliefit siob mit verwandten Fiagestellungen an- 
T. P. Eiikman, „Tbeorems on combinations", Cambr and Dubl Math. 
Joum 8, 1853, p 38 — 45 

2) Siebe W. Burnside, „Theory of groups of finite order" (Cam- 
bridge 1897), p. 60, Ex 2 
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§ 2. Iidsungen des Eirkmausohen Problems. 

It were much io be desired that some one would endca-- 
V0U7 to collect and collate the various solutions that have been 
(Ttven of the noted IS - so/iool - fftrl problem. 

J. J. SYriVusTHR (Philos. Magaz, (4) 21, 1861 
p. 520 = Mathem Papers IV, p 276). 

Die ersten Losungen des Problems der 15 SchulmSidcbeb 
dtbffteii Ton Cayley^) und Kirkman*) angegeben sein; spS-ter 
babeu sich zabireicbe Ldsungen auderer dazugesellt. Zwei Lb- 
suugeH; die sich nur daduroh xmterscheiden^ dafi die 15 Elemente 
(Symbole) imter sich vertauscht sind, dergestalt, dafi die eine 
Losung also dorch eine geeiguete Substitution der Elemente in 
die ande^e iibergeht, wird man natiirlich nicbt als verschieden 
ansehen (vgl. a. S. 100, Anm 3). Sylvester hat nun in dem hier 
Torgesetzten Worte das Postulat erhoben, alle die von den ver- 
schiedenen Autoren angegebenen LSsungen zu sammeln und mit 
einander zu vergleichen, und W. S. B Woolhouse®) stellte 
3 Systems auf von der Art, daB jede iiberhaupt mSgliche Losung 
des Problems in einem dieser 3 Systeme enthalten sei. Auch 
Arthur Cayley*) hat, wie unten (S. 108/9, Anm.) noch genauer 
anzugeben sein wird, einen Gesichtspunkt hervorgehoben, der 
ihm ein brauobbares Klassifikationsprinzip fiir die verschiedenen 
Losungen zu bieten schien. Neuerdings hat F Fitting®) die 

Frage naoh der Anzahl der wesentlich verschiedenen Losungen 

■ " ■ « 

1) A. Cayley, „On the tnadic arrangements of seven and fifteen 
things^, Phil. Mag, (3) XXXYII, 1850, p 60. Vgl a W Spottis wood e, 
Phil. Mag. (4) III, 18621, p 349—361 

2) T. P. Kirkman, „0n the Triads made with Fifteen Thiiigs‘\> 
Phil Mag. XXXVII, 1860, p, 1G9 

3) W. S B. Woolhouse, „On the Rev. T P. Kirkman’s Problem 
respecting certain Triadic Arrangements of Fifteen Symbols^, Phil Mag 
(4) XXII, 1861, p. 611 £; s a, die dort zitierte, mir nicbt zugangliche 
Abhandlung in Lady’s Diary 1862 (s liter. Index. Nr. 261) 

4) A, Cayley, „On a Tactical Theorem relating to the Tiiads of 
Fifteen ThingB‘‘, Phil. Mag (4) XXV, 1863, p. 69 — 60. 

6) P Fitting, „AufBtellung aller von einander unabhangigen L6- 
aungen des Kirkman’schen 16-Pensionnatsdamen-Problems“, Nieuw Ar- 
cbief voor Wiskunde (2) X, 1912, p 244 — 261, 
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■wieder untersTiclit tind hat unt©r_der Anuahme, daB die Anord- 
aiung eines Tages, des Sonntags, festgehalten wird, ermittelt, 
daB es dann 11 verschiedene LBsungen — dieselben, die^ sich 
schon hei E. CarpmaeP) finden, — giht, doch hat P. Mulder®) 
gezeigt, daB hei Verzieht auf die Annahme eiuer starr fest- 
gehaltenen Sountagsauorduuug die Zahl der verschiedeuen Typeu 
sich auf 7 reduziert. 

■Wir woUen uud mttssen uns hier damit hegnttgeu, vou den 
versehiedenen Methoden zur Herstellung von Losungen zwei 
anzugehen, von denen die eine hesonders elegant^ die andere he- 
eonders durchsichtig ist. Die erstere rilhrt von R. R. Anstice®) 
her und ist nachmals, wohl unahhangig von Anstice, auch von 
B. Peirce*) angegeben, dem wir hier folgen woUen: Unter den 
15 Elementen wird eins (p) ausgezeichnet, die anderen 14 da- 
gegen in zwei Elassen zu je 7: a^, und geieilt^ 

^OYBxit dann fur die Sonntagspromenade zunaclist etwa folgende 
Anordnnng gegeben wird: 

P ^1 \ 

^4 ^7 

l)t* €1^ (Xq 

h h h 

Fiir die anderen Tage ergeben sicb die Anordnungen dann der 
Reihe nach, indem man, bei stets ungeandertem jp, die Indizes 

1) Sielie unten S 109, Anm. 2 

2) P. Mulder, „Kirkman-systemen“ Dissertation Groningen 1917. 

3) Anstice, „On a problem in combinations^, Camb and Dubl 
Math. Journ. VII, 1852, p. 279 — 292. Hieran schlieBt sich eine Arbeit 
Kirk mans an „On the Puzzle of the Fifteen Young Ladies“, Phil 
Mag. XXni, 1862, p 198 — 204 — Vgl auch hier S 114, Anm 4 

4) B Peirce, „Cyclic solutions of the school-girl puzzle^, The 
astronomical Journal, edited by B. A Gould, YI, 1859 — 1861 (Cambridge 
U S. 1861), p 169 — 174 — Auch Sylvester hebt (Phil. Mag. XXI, 1861, 
p. 520) die LOsung Peirces ruhmend hervor* „the latest and probablj 
the best“. 
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der tlbngen Elemente um je 1 erhobt, wobei jede 8, die auftritt, 
wieder durcb 1 zu ersetzen ist. Fiir den Montag znnacbst ergibt * 
sicb so die Anordnung: 

II. 

jj tta 

&5 

h <*4 «6 

\ <*8 «7 

63 64 bg 

In gleiober Weise erbalt man aus diesem Montag den Dienstag;. 
und so weiter die tibrigen Tage. 

Man sicht leicht, dafi dutch die angegebenen Anordnungen die 
Forderungen unserer Aufgabe shmtlich^ erfullt werden * Zunachst wird 
wie sofort ersichtlich, mit alien Elementen je einmal kombinierfc. Sodann 
werden irgend 2 der a je einmal kombiniert, da die Differenzen zwischen 
den Indizes des ersten und des zweiten a in den in Frage kommenden 
Zeilen, nSiinlich der zweiten, dritten und vierten, fdr alle Tage der Reihe 
naoh, vom Yorzeichen abgesehen, 2 bzw. 6, 1 bzw. 6, 4 bzw. 8 sind, 
mithin unter ihnen gerade alle von 0 verschiedenen Reste mod 7 einmal 
vertreten sind. Eine bestimmte „Ambe“ der a, beispielsweise deren 

Indizes die Differenz 3 besitzen, wird also dort, wo diese DifFerenz 8 
vorkommt, d. h. in der vierten Zeile einer Tagesanordnung, auffcreten^ 
und zwar offenbar am 5- Tage der Woche. Da andererseits unsere Lu- 

sung aucli nur 3-7 = 21 = Amben der a birgt, so kann auch keine 

Ambe mehi als einmal vorkommen Aus denselben Grunden kommen 
auch je 2 der 6 gerade einmal zusammen in der letzten Zeile voi (die 
Differenzen der Indizes sind dort, wiedei vom Voizeichen abgesehen, 

1 reap. 6, 3 resp. 4, 2 resp 6) Schliefilich wird auch jedes h gerade eiii- 
mal mit jedem a gepaari, da die Indizes dei um die der a veimin- 


1) Fiir die Darstellung einer fertigen Losung des Kirkmansohen 
Problems fur alle 7 Tage wahlt ubrigens Sylvester („0n the fifteen 
young ladies problem“, London Math Soc. Proc 7, 1875/76, p 235 — 236) 
eine facberformig© Anoidnung und meint, in geschmackvoller Aus- 
fuhiung werde das Spiel eine willkommene Gabe fiir den Weibnachts- 
tiech bilden — Eine geometrische Yeratischaulichung des Problems und 
seiner LSsung am Wurfel gibt E. W. Davis, „A geometric picture of the 
fifteen school girl ]problem“, Annals of mathem 11, 1897, p. 166 — 167. 
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dert, der Eeilie nach die Differenzen 0, — 1, — 3, -f + S, 4-1 

ergeben, die ein vollstandigee Hestsyatem mod 7 bilden (andererseits ent- 
hait unsere LSsung aucb ntir 7 • 7 Kombinationen eines 6 mit einem 
so daB also jede einzelne Kombination diesex Art ancb. nur einmal vox* 
koxnmen kann). 

Die so erhaltene Losung besitzt eine Gruppe von der Ordnung 168^ 
Man erkennt namlich leicht, daB die Lbsang dnrcb die Snbstitutionen 

(fiM (2^6 6e) («1«2) (^«6) 

vieder in sich tibergebt. Diese beiden Snbstitutionen erzeugen nun. 
eine Gruppe von der Ordnung 2* 3. 7 = 168; es ist die bekannte ein- 
fache Gruppe % die bei der Transformation der elliptiscben Funktionen 
auftritt. Burnside hielt diese Gruppe fCir die Maximalgruppe einer 
Kirkmanscben Anordnung, vrobei er von der Annabme ausging, daB eine 
Bolcbe Anordnung bScbstens ein Tripelsystem von 7 Elementen enthalten 
konne, einer Annabme, die jedocb von E. H* Moore als irrig nachge- 
wieaen ist, mit der Folge, daB also Gruppen von nocb bbberer Ordnung 
bier auftreten kbnnen und aucb tatsacblicb auftreten.^ 

Eine sebr einfache und durcbsichtige Methode bat der eng^ 
liscbe G-elebrte J. Horner (Vikar in Everton) gegeben; dieselbe 
ist von Joseph Power^) nach Mitteilungen des Autors publi- 
ziert worden. Die 15 Elemente denken wir uns zunachst in 
2 Klassen zeilegt, die erste von 7, die zweite von 8 Elementen. 
Die 8 Elemente der zweiten Klasse — wir nennen sie 

— mogen nun zunachst zu je 2 kombiniert 
werclen^ und von den so sich ergebenden 28 Amben sollen immer 
je 4 so untereinander geschrieben werden, daB in jedem der 
resultierenden 7 Satze alle 8 Elemente vorkommen. Die ge- 
wilnschte Anordnung, die wir nach Horner reproduzieren, ob- 

1) Siebe W Buinside, „On an application of the theory of gioui3s 
to Kirkman’s Problem Messenger of Mathematics XXIII, 1693 94, 
p 137—143. 

2) Vgl z B. Klein-Fricke, „Yorlesungen uber die Theorie der 
elliptiscben Modulfunktionen“, 1890, Bd. I, p. 488 ff, sowie Dyck, „Grup- 
pentbeoretische Studien“, Matbem Annal XX, 1882, p 41 

3) Moore, „Concemxng the General Equations of the Seventh and 
Eighth Degrees", Math Annal. Bd 51, 1899, p 417 — 444 

4) Power, „On the problem of fifteen school girlr" Quart J of 
Matbem. VIII, 1867, p 236—261. 
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wohl vrir natiirlicli auoh. auf die in Abschnitt I, S. 79f., an- 
gegebene Metbode batten zuruckgreifen konnen, ist die fol- 
gende: 


L 

II. 

III 

IV. 

V. 

VI. 

VII. 

Cj Cg 

^3 

^ 4 : 

Cl 

Cl dg 


Cl d^ 

Cg C4 

C2 

^2 

<’2 ^2 

<>2^1 

€2 

C2 dg 




Cg dg 

Cg dg^ 

Cg 

Cj dg 

ilg 

dg d^ 

rig rig 

c^d^ 

C4 dg 

C4 rig 

C 4 <?x 


Jedes der 8 Elemente ist bier gerade einmal mit jedem an- 
deren verbnnden. Vor die Amben dieser 7 Satze denken wir uns 
UTin der Reibe naob unsere 7 anderen Elemente — wir nennen sie 
«i, <* 2 , as, &a, — gesetzt und zwar vor die Amben 

von I, Oj vor die von II usw. Wir bekommen so 28 Tripel, und 
zwar sind in diesen nicbt nur alle Amben aus den 8 Elementen 
der zweiten Xlasse entbalten, soudern aucb alle die Amben, die 
aus einem Elemente der ersten Klasse und einem der zweiten 
Elasse besteben. Es feblen uns also nur nocb Tripel, die aus den 
7 Elementen der ersten Elasse allein gebildet sind, und zwar 
braucben wir so viele dieser Tripel, daS in ibnen jedes dieser 
7 Elemente gerade einmal mit jedem der fibrigen 6 kombiniert 
ist. Diese Tripel sind aber a^ a^; &s \ 

Oa \ 6^; ttj bg bg. Wir baben damit im ganzen 35 Tri- 

pel, namlicb: 


I. 


n 


III. 

IV 

V. 

VI 

VII. 

^3 









«! bi bg 




Og &i &4 





T-l 

ag 

bg 


bg 





^1 ^2 

ag 


C3 

^3 ^4 

hg Cl dg 

62 rig 

bg Cg dg 

Z>4 Cl ri^ 




C4 

^3 ^2 ^3 

bg Cg dg 

fcg Cg ril 

bg Cg <?4 

64 Cg e/g 

rijL rig 

O2 

d. 

dj 

ttg rfl ^4 

bg Cg dg 

^2 ^3 

bg Cg dg 

^4 ^3 rig 

^8 ri^ 

CTg 

rig 


Cg dg dg 

bg C4 ^4 

6g C4 rig 

h Ci <^2 

^4 C4 ri^ 


Bag bisherige Verfabren la£t siob dahin cbaraktexisieren, dad auf 
^ruud eines Tripelgjstems der 7 Elemente erster Elasse ein Tripelsyste ^ 
aus alien 15 Elementen gebildet ist. 
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Jede Ambe aus den 15 Elementen kommt so gerade einmal 
vor, und es bandelt sieh nur noch darum, die 35 Tripel zu je 
fttnfen so^ zusammenzunebmen, daB diese 5 Tripel immer 
15 Elemente entbalten (vgl. S. 101 ). Die 5 so zusainiiieiizufas- 
senden Tripel geboren natiirlich stets verschiedenen Spalten 
(ly II etc.) an, da in unserer TorlSufigen Anordnung die Tripel 
derselben Spalte immer in einem Element libereinstimmen. 
WaMen wir also znnacbst aus, so dtirfen wir kein Tripel 

der Spalte I mehr dazu nebmen, aber ancb keins von II und TTT^ 
dagegen etwa ans IV. Von V diirfen wir dann die beiden 

ersten Tripel, da sie resp. entbalten, nicbt mebr wablen, 
etwa: 6 , Cg und bierzu dann aus VI und VII; C 4 dg 
tind Cg dg. Wir erbalten also . 

Man sielifc leicht, daB, um em solches System von 5 Tripelii 
zu erhalten, man immer 4 dieser Tripel aus den zuerst gebildeten 
28 und das funfte aus den zuletzt gebildeten 7 Tripeln zu wah- 
len haben wird^) Wir bekommen so leicbt folgende Anordnung 
als schlieBlicbe Losung^) unseres Problems: 

1) Indem man n^mlich eins dieser 7 Tripel wdhlt, schlieBt man 
zugleich fur den betreffenden Tag die ubrigen 6 Tnpel aus; denn von 
ihnen entbalten offenbar zwei und nur zwei das erste Element des ge- 
wablten Tripels, zwei weitere das zweite und abermals zwei andere das 
dritte Element des gewablten Tripels. 

2) Aus dcr obigen Deduktion der Losung ergibt sicb sofort eine 
cbarakteristiscbe Eigen scbaft von ihr. 8 der 15 Elemente, nkmlich die 
der zweiten Klasse, also die vier Elemente c und die vier d, nebmen in- 
Bofem eine Sonderstellung ein, als in der Losung kein einziges Tripel 
vorkommt, das 3 dieser 8 Elemente vereinigte Arthur Cayley, der 
zuerst diesen Gesicbtspunkt hervorgekebrt bat (Pbil. Magaz, (4) XXV, 
18631, p 69 — 61), meint uberbaupt, daB alle bis dabin angegebenen 
Lbsungen des Kirkmanschen Problems eine solcbe Struktur besEBem 
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I, 


U. 

III. 

IV. 

V. 

VI. 

VII. 

a. 

<*3 

dl bi &2 

h \ 

«! da 

di da 

^8 ^4, 

djt Cg 

h Cl 


®2 Cs 


dj &8 

<*2 ba &4 

Oa di dg 

Oa da dg 

Cg 

d. 

O 3 da da 

*^8 ^4 

tta Cj C4 

% ^2 ^8 

dg 6j bg 

dg &i bg 

63 

< 

^ di 

&i Cq 

&3 Cg 

61 Cl 

by Cg dg 

bg Cg dg 



h C 4 d, 

bg 0-^ 

^4 dg 

&S Cj dg 

K Cl dg. 

bg Cg cjj 


daB sicb. 8 Elemente dieser Art angeben lieSeu, und fuhrt als Beispiel die 
von ibm selbst angegebene LOsung (s. hibr S. 102 nebst Anna. 1 ) an. Auch 
fur die obige P e i r c escbe LOsung (S. 103/4) ist in der Tat in p, . Oy 

leicbt eine solcbe Qruppe von 8 Elementen gefunden. Fiir die LOsung, die 
Sylvester in der oben (S. 104, Anm. 1 ) zitierten Arbeit gibt und deren 
Beziebung zn anderen LOaungen icb ubrigens nicbt gepriift babe, bilden die 
Elemente 1 , 3, 5, 7, 9, 11 , 13, 16 eine solcbe Gruppe. Aucb von den scbon 
oben (S. 102 ) genannten 3 Systemen von Woolbouse besitzen sowobl das 
erste wie das zweite die Eigenschaft, dafi sie boide kein einziges Tripel 
aus den 8 Elementen ^ 3 , a^, 6 j, 64 , aufweisen (s 1. c) 

Dagegen wollen wix es far das 3 System Woolbouses dabingestellt sein 
lassen, ob dort eine solcbe Gruppe von 8 Elementen zu finden 1 st; jeden- 
falls aber lassen sich dort 7 Elemente: bg, 64 , , Cq, C 4 , so 

angeben, daB kein aus ibnen gebildetes Tripel in der LOsung vorkomint, 
— tJbrigens stellt 8 die Maximalzabl von -eximierten Elementen dieser 
Art fur Ldsungen des Kirkmanscben Problems dar Wollten wir nam- 
licb fordern, daB 9 eximierte Elemente dieser Art existierten, so durfte 
also jedes der 35 Tnpel der LOsang bCohstens 2 von diesen 9 eximierten 
Elementen entbalten Andererseits mdssen aber in den Tripeln der 
Ldsnng alle „Ajnben“ unserer 16 Elemente und somit aucb die sSlmt- 
lioben Amben aus den eximierten 9 Elementen entbalten sein, und 
deren Zabl ist 36 Diese 36 Amben smd aber natuilich m den 35 Tiipeln, 
wenn jedes hOebstens eine Ambe davon aiifnehmen darf, nicbt unterzu- 
bringen, und damit 1 st die Unmdglichkeit erwicsen — Andererseits gibt 
cs aber far jede denkbaze Losung des Kirkra anschen Problems, wie 
Cayley (lop 60 — 61) zeigt, unter alien Umstanden Giuppen von 
6 Elementen derart, dafi keine Triade der C Elemente in der betieffeii- 
den LOsung vorkommt. Cayley bereebnet uamhcb die Diffeienz zwi- 
Kchen del Gesamtzabl aller mSglichen Hexaden von 15 Elementen und 
der Anzabl aller derjenigen verscbiedenen Hexaden, die eine Oder zwei 
Triaden der betrefFenden LOsung entbalten, und findet, daB diese Diffe- 
renz stets > 0 , namlicb =736, 1 st, so daB also 736 solcbe Seebser- 
Gruppen stets vorhanden waren. Diese Eigenschaft nun wollto Cayley^ 
■wie V7ir Bclion oben (8. 102 ) beil^ufig bemerkten, als Klassifikationsprinzip 
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Andere Losungen des Kirkmauschen Problems, wie die you 
Andrew Frost^), E. Garpmael*) und J. H. Q-ill*), erwSbnen 
wir nur, obne sie naher zu charakterisieren.*) 

benutzen und somit die Ldsnngen des Kirkmanscben Problems einieilea 
in Bolche, bei denen 8 Elemente der angegebeuen Art sicb finden lassen, 
weitens in solobe, bei denen uur 7 Elemente dieser Art angegebeu 
werden kdnnen, und drittens in solcbe, bei denen nut Ghmppen von je 
6 Elementen dieser Art vorkommen. Cayley (1. c p. 60) glaubt, daS 
LSsungen aller drei Elassen wirklicb ezistieren. — sei .tlbrigens 

noch bemerkt, daB die soeben angegebene Zabl Cayleys: T'BB, wohl hur 
eine untere Gfzenze darstellt und die gesucbte Zabl anscbeinend stets 
grSBer ist. Cayleys Anzablbestimmung l^t n3.mlich vOllig axifier Acbt, 
daB mancbe Hezaden sogar 4 „Triaden der betreffenden Ldsung" enthalten 
(dies ist freUicb, irie man leicbt zeigen kann, das Mazimum), womit sicb 
in dem Cayleyscben Eudresultat dm; Subtrabendus weitm; emiedxigen, 
die Bifferenz also erbSben wurde Icb muB micb damit begnSgen, auf 
diesen Mangel der Cayleyscben IJntersucbung, den icb erst bei der 
Drucklegung dieses Bucbes bemerkte, bier knrz binzuweisen. 

1) Frost, „General solution and eztension of tbe problem of tbe 
16 sobool giils“, Quart. J of Matbem. XI, 1871, p. 26—37. 

2) Caipmael, „Some solutions of Eirkman’s 15 schoolgirl pro- 
blem“, London Math. Soe Proc. XII, 1880/1, p 148 — 166. Ein Teil der 
Lbsungen stimmt mit denen von Woolbouse uberein, wie der Autor 
selbst bemerkt. 

3) Publiziert durob Ball, „Matbem Recreations", 3. Aufl, Franz, 
tlbers. ^ Fitz-Patrick (1898), p 158 

4) Ubei eine verfeblte Arbeit von A. P. H Mertelsmann, „Da3 
Problem dei 15 Pensionatsdamen", Zeitsehr fur Matbem u Phys Bd 4.‘{ 
1898, p, 329— 334, reproduziert bei Schubert, „Math MuBestunden" 

2 Aufl. (Leipzig 1900), Bd. 11, p 55 — 63, u ebenso 3 Aufl , Bd II (1909), 
p. 65 — 63, mit angeblicb bber 16 Billionen Losungen, s meine Bespiecbung 
in Hoffmanns Zeitsehr fur matbem u naturw. Unterr., Bd XXXI, 
1900, p 387/.{88 — Erwabnt sei feiner nocb, daB A C.. Dizon f„Note 
on Eirkman’s pioblem", Messenger of matbem XXIII, 1893/4, p 88 — 89) 
das Eirkmanscbe Problem mit einer Nebenbedingung belastet und fur 
dieses modifizieite Problem, das jedoch -wohl kaum besondeies Inteiesse 
verdient, eine Losnng gibt 
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§ 3. Sylvesters Forderung. 


Die Anzahl aller Trip el von 15 Elementen ist 


15- 14-13 
1-23 


=» 35 • 13j 


also 13-malso grofi wie die zu einer Ldsung des Eirkmanschen 
Problems erforderliche Anzahl. Es lag daher nahe, die Kirk- 
mansche Eragestellung dahin zu erweitem, ob es mbglicli sei, 

alle Tripel von 15 Elementen in 13 solohe Systeme zn zer- 

legen, dafi jedes einzelne System eine Ldsnng des Elrkmansclien 
Problems darstellt. In die Einkleidung des Pensionatsmadchen- 
problems gefafit, lautet die neue Prage offenbar so: LSBt es sioh. 
einrloliten, dafi 15 MSdcben in jeder der 13 Wochen eines Viertel- 
jahres der Eirkmansohen Bedingnng entsprecbend ihre Spazier- 
gauge macben und dabei wabrend des ganzen Yierteljabres 
niemals dieselben 3 MS.dcben mebr als einmal zusammen in 
einer Eeibe geben? Diese Pragesfcellung riihrt von Syl- 
vester^) her; eine definitive Beantwortung derselben ist bis- 
her nicbt gegeben, doeb darf man mit Cayley®) wohl an- 
nebnaen, dafi die Aufgabe unlosbar ist®), wenn aucb Sylvester 


1) Siehe Cayley, Pbil. Mag. 37, 1850, p 62; s a Sylvesters 
eigene iuBerung in Phil. Mag (4) XXI, 18611, p. 373/374, sowie seme 
spitere Arbeit „Note on a nine schoolgirls problem". Messenger of Math. 
(2) XXn, 1893, p. 169. — Es erhbrigt sioh wohl, noch ausdriicklich zu be- 
merken, daB diese jetzige Eragestellung diejenige Prohlemeiwi'itorung 
Sylvesters ist, von der schon oben (S 5)7, Anm 2) beilsiufig die 
Rede vrar 

2) Cayley an dem voistehend (Anm 1) zitierten Orte. 

8) Auch Kirkman sah vielleicht da.s Syl vestersche Pioblem als 
unlbshar an und jedenialls modifizierte er (Camb. and DubI Math Jouxn 
V, 1860, p. 261 und Phil Mag XXXVU, 1860) die Sylvesteische Porde- 
rung Bhllschweigend dahin, daB die 8pazierg4nge der 16 Pensionats- 
damen duroh so viele Wochen fortgesetzt werden sollen, bis jedes uber- 
haupt mOgliohe Tripel icemgstens eznmal vorgekommen ist, und er giht 
nun eine solche Anordnung fur 15 Wochen, wobei die Sonntagsanordnung 
immex dieselbe ist. Diese dort gegehene Gesamtanordnung besteht also 
aus 16 vollst4ndigen Lbsungen des ursprBnglichen Eirkmansohen Pro- 
blems, und zwar stinunen alle diese 16 einzelnen Systeme in der Sonn- 
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ansclieiuend nocb. selir viel spater an seiner Fordemng fest- 
gehalten hat.^) 

Nehmen -wir jedocli wieder, wie in § 1, den einfacheren Fall 
der 9 Madchen an, so laBt sick die Syivesterscke Bedingnng 
mntatis mntandis erfttUen. Es gibt hier = 12* 7 

Tripel; denken wir uns nun, die Madcken gingen taglick vier- 
mal spazieren, so wdrde die Fordemng des urspriinglicken Kirk- 
man scken Problems bereitsdnrck die 4 Promenaden eines Tages 
befriedigt werden kSnnen, und die Sylvester soke Fordemng 
wkrde dann darin besteken, die Anordnungen des einen Tages 
anf die ganze Wocke (7 Tage) entspreckend auszudeknen, und 
zwar so, da£ niemals dieselben 3 MMcken mekr als eiumal in 
der Wocke znsammen eine Reike bilden. Es miissen also die 
12-7 Tripel zu 7 Systemen von je 12 so grappiert werden, dafi 
jedes dieser 7 Systeme die Kirkmanscke Bedingung erfSllt. 
Solcke Anordnungen kaben Kirkman*), Sylvester®) und 
Walecki^) gegeben. Naek dem Vorgang Sylvesters gehen. 
wir aus von 

a, h, c 
d, e, t 
9 , \ * 

und stellen 2 weitere Anordnungen durch zyklische Vertau- 
schungen der Buchstaben der ersten Vertikalreilie her, ehenso 

tagsanordnung tiberein; abgesehen von diesei Wiederholung kommen 
aber alle iibxigen — 6 Tripel in dem gesamten Komplex dei 

16 Wochen ein- nnd auch nur emmal"vor Der Leser, der diese Arbeit 
Kirkmans einseben sollte, wird finden, daB die Foimulierung des Pro- 
blems dort, wie auch in Educ Times Repiints XI, 1869, p 99, der wun* 
fichenswerten Prazision entbehrt 

1) Siehe die in Anm. 1 der vor. Seite zitierte Arbeit Sylvesters 
von 1893 

2) Kirkman, Camb. and Dubl Math Journ. Y, 1850, p. 261 

3) Sylvester in der in Anm. 1, S. 110 zitierten Arbeit von 1893. 

4) Siehe Lucas, „Recreat.‘S 11, 1896, p. 193 — 196 Die von Lucas 
gebrauchte Bezeichnting des Problems als ernes Waleckischen ent- 
spricht aber nicht dem Sachverhalt. 
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2 weitere durch Vertausohungen in der zweiten nnd selilieBlicb. 
uoch 2 weitere dnrcli solcke in der dritten Vertikalreihe; man 
erkalt so folgende 6 Anordnnngen: 


d, c 

9, h c 

a, e, c 

a, h, c 

a, 6, f 

a, i 

9, f 

a, e, f 

d,h,f 

d:h,f 

d, e, i 

d, e, c 

a, h, i 

d, h, i 

9, h * 

9, e, » 

g, h, c- 

9, h f. 


In jedem dieser 6 Satze nehmen wir nun nooh in einer Hori- 
zontalreihe, also etwa der ersten, eine zyklisclie Vertauscliung 
vor, nnd zwar keLren wir die Riehtnng, in der die zyklisclie Ver- 
tauschung vorgenonimen wird, ron Satz zu Satz nm. Unter Hin- 
zunalime und Wiederholung der nrsprllngliclien Anordnung be- 
komxnen wir so folgende 7 Satze: 


1. 

2. 

3. 

4 

5. 

6 . 

7. 

a, c 

5, c, d 

c, 9, & 

e, c, a 

c, a, h 

h f, a 

i, a, 1> 

d, e, f 

9, e, /■ 

a, e, f 

d, h, f 

d, h, f 

d, e, i 

d, e, c 

9, \ i 

a, 7t, i 

d, h, i 

9, h i 

9, e, i 

9, h, c 

9, h f- 


Diese 7 Anordnnngen sind nun die Scbemata far die ersten 
Promenaden an jedem Tage, und aus ihnen ergeben sicb dann 
je 3 weitere, wie in § 1, S 98, resp. in Absebnitt I, § 3, S. 94 — 9G, 
auseinandergesetzt ist. Dabei kommt jedes der 84 iiberhaupt 
moglicben Tripel in dem ganzen System, wie man sicb leicbt 
ilberzeugt, gerade einmal vor. 

Eine entsprecbende Anordnung fiir If) Mildchen ist wahi-- 
scheinlicb, wie scbon gesagt, nicbt moglicb. Verzicbtet man da- 
gegen auf eine der Forderangen, namlich die, daB die Anord- 
nungen jeder Woche fur sicb eine Ldsung dea urspriinghcben 
Kirkmanscben Problems darstellen, so kommt man auf ein un- 
zweifelbaft losbares Problem, mit dem Sylvester^) sicb gleich- 
falls bescbaftigt bat, also das folgende: 15 Pensionatsiuddoben 
geben jeden Tag in 5 Eeiben zu je 3 spazieren; wie siud die 
Anordnuugen far 91 Tage (1 Vierteljabr) zu gestalten, wenn 

1) Sylvester in der schon oben zitierten Arbeit: Phil. Magazine 
(4:) 21, 1861^, p. 871 = Sylvester, Coll Mathem. Papers IV (Cambridge 
1908), p. 266. Dort eine Losung angegeben 
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in dieser ganzen Zeit jedes an sich. mdgliclie Trifolinm von 
Hadelien ein- nnd nnn einmal in einer Reilie vorkonunen soli? 
— Wir liaben also, wie rekapitnlierend bemerkt sei, mit 3 naVia 
verwandten Problemen bier zn ton, deuen alien dreien gemein 
isi^ dafi jeden Tag 15 Pensionatsiuadcben in 5 Peiben zu je drei 
spazieren geben. Dabei lanten die weiteren Porderungen der 
3 Probleme, kurz ausgesprocben, so: 

1) Bei dem ursprUnglioben £! ir km anscben Problem: 7Pro- 
menaden (1 Wocbe) so, da6 jede moglicbe Ambe ein- nnd niir 
einmal in irgendeiner Beibe vorkommt. 

2) Bei dem zweiten Problem: 91 Promenaden (1 Viertel- 
jabr) so, dafi jedes Tripel im ganzen gerade einmal vorkommt. 

3) Das (wabrsobeinlicb nnlosbare) Problem Sylvesters 
vereinigt die Porderungen der peiden vorstebenden Probleme 
nnd verlangt demnacb: Promenaden an 7 • 13 = 91 Tagen 
(1 Vierteljabr), znsammengefafit zu 13 Wocben von je 7 Tagen, 
so, dafi jede Wocbenanordnung jede Ambe gerade einmal in einer 
Beibe und die Vierteljabrsanordnung jedes Tripel gerade einmal 
aufweist. 

Wie Kirkman gezeigt bat®), lafit sicb fiir w Wocben 
(w = 1, 2, 3, . . . 13) eine solcbe Anordnung der Promenaden an 
geben, dafi dieselben 3 Madcben in der ganzen Zeit bdcbstens 
emmal in einer Beibe zusammen geben und dafi irgend zwei be- 
liebige in der ganzen Zeit gerade 40 -mal in einer Beibe zusam- 
mentreffen. — Praglicb ist dabei allerdings, ob sicb die Anordnung 
so treffen lafit, dafi das erste ZusammentrefEen zweier beliebiger 
Madcben stets gerade in der ersten Wocbe, das zweite in der 
zweiten tisw , scbliefilicb das «;-te Zusammentreffen in der zo-ten 
Wocbe stattfindet Erbebt man aucb diese Porderung, so stellt 
der SpezialfaU. w = 13 natiirbob wieder das, wie gesagt, ver- 
CQutlicb unlosbare Sylvesterscbe Problem dar 

1) Dazu tritfc — wenn man will, als 4. Problem — die oben (S. 110, 
Anm 3) erwilhnte Modifikation, die Kirkman dem Problem Sylvesters, 
also unserem jetzigen Problem 3, gegeben hat. 

2) T P. Kirkman, „Theorem8 on combinations", Cambridge and 
Dublin Mathem. Journal 8, 1863, p. 89/40. 

Ahrens, Mathem. TJnterhalinngen. 2 Aufi. II. 
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§ 4. Hrweiterungexx tind Verallgemeineriuxgeii. 

SelbstverstSindlicli sind 9 iind 16 nicht die einzigen Werte voii n 
(Anzahl der gegebenen Elemente), fiir die eine Auswabl und Anordnung 
der Tripel im Kirkmanscben Sinne mbglicb ist; vielmehr hatte Kirk- 
man^) selbst schou die Mdglichkeit einer solchen Anoxdnung bei 
xind James Mease die bei Elementen gezeigt, dieser 

anter Angabe einer LSsung fur 27 Elemente.®) William Spottie- 
woode®) und Andrew Frost beschkftigten sich mit Methoden zur An- 
gabe Ton Ldsungen ftir 2^* — 1 Elemente; dabei gab Frost fur 63 Ele- 
mente, den auf n — 16 folgenden Fall dieser Eeihe, eine ausfiihrliohe 
Ldsuug an^) mit dem Hinzufugen, daB auch fur den naohsten Fall seiner 
Keihe, den von 255 Elementeu, die angewandte Methode ausreiche, — 
Die Boeben genannte Zahl 2^^ — 1 ist stets von der Form 125 + 3; denn 
(2®» — 1) _ 3 = (2** — 1) ^2* + 1) — 3 = 2^' — 4 
ist, wie man siebt, sowohl durch 3 wie duich 4, also durch 12, teilbar Fur 
diesen Fall 125 + 3 unter der Voraussetzung, dafi «s 65 + 

A 

die AnzaM der „Tage“, eine Pnnazahl lat, gab R R Anstice®) Kxik- 
mansche Anordnungen. '’) 

In neiierer Zeit haben zwei Englander, H. B. Dudeney 

und 0. Eckenetein''), in einer Reike kleinerer Verofifent- 

' ■ ■ " • 

1) Kirkman, Camb. and Dubl. Math. Journ. V, 1850, 259; s. a 

Phil. Mag. XXXVII, 1860 

2) Mitgeteilt in Camb and Dubl. Math. Journ. V, p 261 durch 
Kirkman, der selbst im Phil. Mag. XXXYII einen noch allgememereu 
Satz (^Theorem 11“) aufgestellt hat. 

3) W Spottiswoode, „On a problem in combinatoiial analysis^, 
Philos Mag. (4) nr, 1862^ p. 361—364 

4) A. Frost, 1 c (Quart J. of Mathem, XI, 1871), p 32 — 37 — 
tJber eine Behandlung der Falle n = 63 und 265 nach den Giund- 
sktzen der hier in § 2 (S. 103f) beschriebenen Anstice-Peircescheu 
Metbode s W. S B. Woolbouse und S. Bills in Educ. Times Reprints 
vni, 1867^^ (1868), p 76—83 

5) Anstice, 1 c (Camb and Dubl Math Journ. VII, 1862), p, 279 

6) Bei alien diesen Untersuchungen handelt es um Promenaden zu 
je drei. tJber eine Ausdehnung des Problems in der Richtung, daB 
immer 4 Personen in einer Reihe gehen und nun das einmalige Voi- 
kommen aller Tripel (statt vorher Amben) gefordeit wird, s Kirkman,. 
Cambr. and Dubl. Math Journ. 8, 1863, p. 42. 

7) Henry E.Dudeney, Educ. Times Reprints (2) XIV, 1908, p. 97 — 99;- 
XV, 1909, p. 17—19; XVII, 1910, p. 35 — 38 und p. 53; Oscar Bckeii- 
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lichungen Richtlinien fur eine allgemeine LSsung des Problems, 
also fur jedes an sicb zulassige d. li. fiir jedes n von der Form 
6m + 8 (b. S. 101), entwickelt. Wir woUen bier auf diese Me- 
tbode, die immerhin nocb mit einer gewissen, in jedem einzelnen 
Falle zu ilberwindenden Scbwierigkeit^) bebaftet bleibt, nieht 
naber eingeben und uns darauf bescbranken, zu ibrer Illustrie- 
rung ein Beispiel zu geben, und woUen bierfiir einenFall: w = 69> 
wablen, der von den vorstebend genannten Untersucbungen von 
Kirkman, Mease usw. nicbt beriibrt wird. Bezeicbnet man die 
Elemente durcb die Zahlen 1 bis 69, so ergibt sicb nacb Ecken- 
stein^) die folgende Losung®): 

stein, ibid* XVI, 1909, p. 76—77; XVII, 1910, p 49—63 und p*38— 39 
Die verscbiedenen Publikationen der beiden Autoren greifen ineinander 
und sind iibrigens durchsetzt von PiiozitM.t8kontrov6rsen. Wie bier das 
beiderseitige Eigentuxn gegen einander abzugrenzen ist, babe icb nicbt 
versucbt, genau zu ergrunden, docb gebt mein voriau£ges unmaSgeb- 
licbes TJrteil dabin, daB beide Autoren sicb anscbeinend gegenseitig, wenn 
aucb wohl in ungleicber Starke, beeinfluBt baben - Ubrigens bemerkt 
einer der Autoren — Eckenstein (1. c, XVII, 1910, p 52/63) — aus- 
drdcklicb, daB die in seinen Arbeiten benutzten Metboden keineswegs 
vollig onginell seien, womit offenbar aucb den S^lteren Untersucbungen 
anderer der ibnen gebiibrende EinfluB einger^nmt werden soli. 

1) Vgl. aucb Dudeney, 1 c., vol XIV, p 99 und XVII, p. 63, so- 
wie Eckenstein, 1, c., vol XVII, p. 52. 

2) Eckenstein, 1. c., vol. XVI, p 76; vgl aucb Dudeney, 1 c, 
vol XV, p 19 und XVII, p 36/37 

3) Aucb fiir die meisten anderen zul4ssigen Spezialwerte von n, 

etwa bis zur Grcnze 100, findet man in diesen Verdffentlicbungen von 
Dudeney und Eckenstein LiJsungen angegeben, so fur 21 (Educ 
Times Repr XV, 1909, p 19); w=27 (XIV, p. 98; XVII, p 36 u 51); 
/i — 33 (XIV, p. 99 u XVII, p 60/51); n = 39 (XVII, p. 51), n = 45 
(XVII, p. 50); n = bl (XIV, p 99 u XVU, p 52); n = b7 (XVH, p 37/38: 
von beiden Autoren); w == 75 (XVII, p 37/38 u. 89); w = 87 (XV, p 18); 
n == 93 (XVI, p. 76/77 u XVII, p. 37/38; vgl a. XV, p. 19 u XVII, p. 50); 
H== 99 (XVII, p. 62); n= 111 (XVII, p 37 u p. 39; vgl a. XV, p. 18/19); 
n = 123 (XVII, p. 51); = 135 (XVII, p 52). Von diesen Fallen lassen 

sicb freilicb n = 27, 45, 99, 135, und ebenso die in der Reibe fehlenden 
n 63, 81, 117, kurz liberbaupt alle F^lle eines durcb 9 teilbaren n, 
nacb einem Verfabren, das wir sogleicb nocb bescbreiben vrerden, be- 
bandeln durcb Zur^ckfubrung auf die Falle eines dreimal kleineren w 

8 ^ 
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Erster Tag. 

1,10,13; 14,23,26; 51,60,63; 4,28,67; 38,62,68; 

18,42,48 ; 7,22,55; 8,41,56; 21,54,69; 34,52,65; 

35,53,66; 9,27,40; 11,31,58; 12,32,59; 15,37,57; 

6,43,50; 2,39,46; 17,24,49; 5,16,33; 36,47,64; 

3, 20, 61 ; 19, 29, 45; 25, 30, 44. 

Die Aaiordnung des zweiten Tages erlialt man, indem man 
zu den Zahlen des ersten Tages dberall 3 addiert; tibersteigt die 
so erbaltene Zabl 69, so ist 69 zu subtrabieren. Entsprecbend 
bekommt man die Anordnungen des dritten, vierten . . . bis 
23. Tages dadurcb, daB man zu den Zahlen des ersten Tages 
iiberaU 6, 9, . . 66 addiert. — Pfir die uns dann noch fehlenden 
11 Tage: den 24., 25., . . 34 Tag, sind die ersten Tripel die 
folgenden: 

1, 2,66; 1, 9,68; 1, 3, 5; 1,65,69; 

1,54,62; 1,30,56; 1,17,51; 1,15,44; 

1,41,60; 1,24,47; 1,35,36. 

Um aus" diesen ersten Tripeln die weiteren Tripel des betreffen- 
den Tages zu erhalten, hat man zu den Zahlen der Reihe nach 
nur 3 (fur das 2. Tripel), 6 (fiir das 3. Tripel), ... 66 (ffir das 
23. Tripel) zu addieren; dabei sind wieder alle auftretenden Zah- 
len, die groBer als 69 sind, um 69 zu -verkleinern. 

Es sei noch bemerkt, dafi, weun fiir eine gewisse Anzahl n 
von Personen eine Losung des Ki r km a nsehen Problems vorliegt, 
eine solche sich nach Waleoki^) auch sofort fur die dieifache 
Anzahl 3% angeben laBt. Nachdera also beispielsweise, wie hier 
in § 2 gescbehen, fiir n — 16 Ldsungen angegeben sind, konneu 
wir unter Benutzung emer von diesen leicht erne Ldsung fQr den 
Fall der 45 Personen erhalten. Zu dem Ende denken wir uns die 
45 Personen in 3 Schai-en von je 15 geteilt und stellen zunachst 
ffir jede dieser 3 Seharen nach dem voiiiegenden Losungssehema 
die Anordnungen des 15-Problems her. Schreiben wir diese An- 
ordnungen nach den einzelnen Tagen untereinander, also die 
Sonntagsanordnung der zweiten Scbar unter die Sonntagsanord- 

1) Siehe Lucas, II, p. 189 
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uung der ersten und die Soimtagsanordirang der dritten Sohar 
wieder xmter die der zweiten and fuhren -wir dies entsprecliend 
f3r alle Tage durch, so erlialteu ■wir also 7 Anordnungen der 
45 Personen derart, daB immer nur Personen derselben Scliar 
zu einem Tripel yeremigt sind. Wir schreiben sodann weiter die 
3 Scbareu unteremazider: 

1, 2, B, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 

16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 

31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 

tmd steEen eine aebte Anordnung (Promenade) her, indem •wir 
je 3 untereinander stehende Ziffern kombinieren. Eine weitere 
(nennte) Anordnung erhalten ■wir dann, indem wir yon den 3 
obigen Beihen die erste ungeandert lassen, die Ziffem der zwei- 
ten um eine und die der dritten um zwei Stellen nach 'links 
zyklisch verscbieben und sodann -wieder die jetzt untereinander 
stehenden Zablen kombinieren. Genau entsprechend ergibt sich 
hieraus wieder eine neue Anordnung usf. Man erhSlt so 15 (all- 
gemein: n) Anordnungen zu den 7 ^aUgemein: — j—), welcbe die 
Losung far 15 resp. n Personen schon liefert, hinzu, d. h im 
ganzen 22 resp. wie es sein muB. 

Znr einzigen Voraussetzting hat dies Yerfahren ofiFenbai, daB n un- 
gerade ist, was ja aber ohnebin eine unerlafiliche Bedingung fdr jede 
Kirkmansche Anordnang ist, dean, wie "wir soebeu (8. 115) erst in Er- 
innerang brachten, muB h stets von der Form 6 m + 3 sein — Wir be- 
merken dazu, daB das 3 n, fin daswir das YerfahrenW aleck is anwenden, 
demnach von der Form 18m + 9 = 9 (2«e 4- 1) ist, -and zwar sieht man 
nmgekehrt sofort, daB sich dies Waleckische Rednktionsverfahren auch 
stets, wenn die Anzabl der Elements ein ungerades Yielfaches von 9 ist, 
anwenden ISBt Durch iterierte Anwendung des Yeifahiens lassen sich 
so alle Falle 8*-(2m-|-l)) wo ft ^2 ist, anf Grund einer Losnng far 
den Fall 3 (2 m -(- 1) crledigen — Man erkennt anch sofort, daB dies 
Prinzip sich gleichfalls anwenden laSt, um ans den Promenaden von 
n* Personen zu je n (s S 94 — 96) allgemein Losungen fvir Promenaden 
von Personen zu je n heiznleiten, vorausgesetzt jedoch, daB n eine 
Primzahl ist. ^) Durch diese Methode erledigt sich u a dann anch der 
oben (S. 114) angeftihrte Measesche Fall. 


1) Siehe Lucas, „R4crdat.“, U, p 191 



Kapitel XV. 

Das Joseplisspiel. 

Vbi^d une hisiotro bzen remarqucd>te, et qut noit* apprenti 
asses qu*on ne dotf point mipnscr ces petttes subiiUiis, qu% 
a%gutsent Vesprst, hcd>il%tant I'homme d de plus grandes choses, 
et appo7tent quelquefots une utiUti non prSvue, 

Bach's:® 

„Brol>l. plaisants et d^leotables**, Preface 

Inter > as saepenumero, quat» attenttone nostra /land dignar 
videantur^ observantur qitttedam^ quae satis ptofunrlam tn- 
vettipattonem 7 eguii unt, ac non pntunt auhfimihtts specula- 
itoinbus occasioyieyn pra^bent 

1 a JEjtrijL.B 

jtObsorvationos ciroa novuna ct "ungulare proafiessionum 
genus** Novi Comment Academiae Petroxml XXI, 1776 
(1776), p 123 

Ces t'eche) dies putenient amouses, qu'Kuler a atm^es 
par-desstfs toutes les autres, ne dozvent pas et/e tenues poui 
un vatn et inuttle amusement j lour nature inUlleciuelle n’est 
pas autre que cells dee plus belles dt^couvertes de phynque 
math^niatique ou de mAcamque cileste JEffuszons tie la mfime 
lUTtuere, elles sont tirSes des mSmes princtpes et uxottent en 
branle les rnSnies faculty s , on ne sauratt prosorifo ou ditiit- 
nuei les ztnes sans affaibltr et compromettrs les autres. Ita 
science ne pout e partag^e, et 7iul n^y atteint « tout ce qut 
est ulilOy s'tl ne s'occupe que du seul ndcessrttre 
J vnt> 

„i^jlogea acaiK'niiques**, Nouvelle sorie 1002, p 260. 


§ 1. Greschlchite -arid. Literatur d.es Spiels. 

Von dem bekaiinten jiidisclien Historiker Flavius Jose- 
phus (“}“ etwa 95 n Chr.) erzahlt die Leg-ende^ daJB er bei Fr- 
oberung der Stadt Jotapata durch Vespasian mit 40 anderen 
Judeu vor den anstiirmenden Feinden m emen Keller fliichtete, 
hier aber, vor den Feinden zwar vorlaufig geborgen, Gefahr lief, 
den Todesstreich von der Hand seiner Genossen zu empfangen, 
die lieber gegeuseitig sick toten als den Romern in die Hande 
fallen wollien und die daber sehon drohten, den Widerstand, den 
Josephus ihrem Vorhaben entgegensetzte, gewaltsam zu bre- 
chen Von der Zwecklosigkeit giitlichen Zuredens iiberzeugt, 
machte Josephus gute Miene zum hosen Spiel und rettete sein 
Heben niir durch eine List, indem er namlich fur die beabsich- 
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tigte gegenseitige Niedermetzelung, zur Vermeidixag einer Un- 
ordnting, einen bestimmfcen Modus Torschlug. Dieses von. Jo- 
sephus vorgesclilageue Yerfalireu bestand dariu^ dafi alle sicb 
in einer Heibe aufstellen uud nun von einem Ende abgezablt 
iverden soUte, -wobei jedesmal der Soundsovielte (nacb einigen 
Autoren der ^dritte'') getotet werden soUte. Und zrwar war das 
Yer£abren in derWeise gedacbt, dafi jedesmal nacb Durcblaufung 
der Beibe die Zldilung am %nderen Ende der Beibe, also zjkliscb, 
fortgesetzt und die ganze Abzablung so weit getrieben werden 
soUte, bis nur nocb einer tibrig w^e, der sicb zum Scblufi dann 
selbst den Tod geben soUte. Der Yorscblag wurde in die Tat 
umgesetzt, und Josepbus soU die AufsteUung so vorgenommen 
baben, dafi er als der letzte und ein besonders scbwacblicber 
■GrCfabrte, den er aUenfalls leicbt iiberwaltigen bonnte, als vor- 
letzter ttbrigbleiben mufite. 

Dies die Form, in der sicb, von unwesentlicben Yarianten 
abgeseben, die Legende von der wunderbaren Bettung des Jo- 
sepbus durcb die Literatur von Jabrbunderten bindurcbziebt 
Immerbin ist fur eine bewufit zur Anwendung gebracbte List 
schworlicb ein voUwertiger Beleg aufzufinden; Josepbus selbst 
bericbtet, dafi das Los entscbieden babe und er „dnrcb emen 
glucklicben ZufaU oder die Yorsebung Grottes nebst einem anderen 
iibriggeblieben“ sei.^) Wenn also Bacbets Wort aus der Yorrede 
zu semen „Probl^mes plaisants‘‘®), das wir unserem Eapitel vor- 


1) Flavii Josephi Opera, ed Dindorf, Faria 1847, „De bello lu- 
daico“, liber ni, caput VIII, 7* KataXsL-xstcti ds o»fos, sfirs iwo rv^ris 
XQT] Xdysiv SITS iiTto @6ov icgovoiae chv itiqcp. — Aiich die gewbhnlicb 
hierfiir zitierte Bearbeitung des „bellum judaicum“ darcb Hegeaippus 
(Pseudonym eines unbekannten Autors, Tielleicht des Ambrosius von 
Mailand; vgl. Teuffel, „Ilom Litteratur“, ft, §433) „De bello judaico“, 
ed. C F. Weber etJ Caesar, Marburg 1864, liber III, cap XYIII spncbt 
nur von einer Bntsobeidung durcb das Los und fugt dann binzu* itaque 
accidit ut interemtis reliquis Josepbus cum altero superesset neci. 
manebat necessario ut aut sorte condemnaretur, aut certe si ezilio 
superfuisset sanguine socii contaminandus foret. suadet ut sorti renun- 
tiarent (1 c p 205). 

2) Siebe 4. Ansgabe, 1879, p 8f. 
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ausschickteu, die Gt'escHclite you der Bettttug des Josephus als 
eineu Beleg dafiir anffihrt, daB Fragen, wie die in seinem Buche 
hehandelten, unter Umstauden you groBem Nutzen seia konnteD^ 
so erscheint gerade dies Beispiel seiner zweifelhaffcen Glaub^tlrdig- 
keit wegen nicht gerade gHicklich gewahlt. Die angebliche List 
des Josephus wird Yielmehr erst einer spateren Legendenhildung 
zuzuschreiben sein. Die erste Druckschrift nun, die das so ent- 
standene Josephsspiel als solches — „ludus Joseph", wie es 
dort heifit, — erwahnt, ist die „Practica Arithmeticae" Yon Car- 
dano^) (1539). Fiir ihn als Mathematiker muBte das Kunststiick 
nattirlioh aus prinzipiellen Girfinden Interesse haben, wenn auoh 
die Brmitfcelung der begfinstigten PlStze in dem konkreten Falle 
der Josephus -Legende keinerlei mathematische Hilfsmittel er- 
fordert, sondern natfirlich dutch einfaches Probieren — Ab- 
z'ahlen — geschehen kann 

AuBer Josephus werdennochandere als Erfinder desKunst- 
stucks genannt, insbesondere der jhdisohe Gelehrte Abraham 
ben Esra (1093—1167), und fur diese Form der Legende hat 
Daniel Schwenter*), der bekannte Lehrer der orientalisohen 
Sprachen und der Mathematik an der Altdorfer Hochschule’), eine 
Quelle ausfindig gemacht, die noch alter als das soeben zitierte 

1) Cardano, „Practica Arithmeticae'*, Mediol Cap Gl. 

exiraordinariis et ludis*^, § 18 = Cardani Opera, L-ugdunx 1663, IV, 
p. 113 VgL aueti M Cantor, „Gescli. der Mathematik“, II (2 Anfl 
1900), p 501. 

2) Daniel Schwentor, „Deliciae physico - mathematicae“, 1036, 
I. Teil, 46. Aufgabe, p 79 Vgl auch „Schau-Platz der Betrieger'‘ 
(Hamburg n. Frankfurt 1687), p 235, sowie H Graetz, „Gescliiclite dei 
Juden‘% Bd 6 (1861), p. 211. — Daniel Schwenter gibt ebendorfc 
ubrigens weiter an, das Spiel sei bei „Chriatoff Rudolph Schultzen‘‘ 
zu finden, icb. bin jedoch nieW in der Lage, die Ricbtigkeit dieser Behaup- 
tung durch Angabe der betreffenden Stelle aus den Werkjpn Christoph 
Rudolffs, des bekannten Rechenmeisters aus der ersten Halfte des 
16 Jahrhunderts, zu erweisen, obwohl ich zahlreiche Ausgaben seiner 
Terschiedenen Schriften hierauf angesehen babe; aucb eine diesbezng- 
liche Frage im „Intermediaire des mathematioiens“, t. 16 (1909), p. 124 
(Question 3664) hat bisher keine Antwort erfahren. 

3) Vgl. bier S. 326 nebst Anm. 4 dort. 
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Werk Cardanos ist und die wir als die alteste, unser KnnststQck 

dberhaapt entkaltende Drucksckrift anseken diirfen. Wie 

Sckwenter angibt, erzablt namlicb Elias Levita derDeutsdtie 

(1472 — 1549) am Ende seines 1518 in Bom gedruekten Bucbesr 

ba-Harkabah auf Gnind einer Erzabltmg, die Ibn Esra selbsk 

in seinem der Taten"^) gegeben baben soil, die folgende 

Gescbicbte: Eines Tages fobr Ibn Esra mit 15 seiner Scbbler 

nnd 15 leicbtfertigen GreseUen ttbers Meer, als sieb ein gewal- 

tiger Stnrm erbob, der das Scbiff so stark gefabrdete, daB der 

Scbiffefuhrer es ffir notwendig erklarte, die Halffce der anf dem 

Scbiffe befindlicben Personen ins Meer zu werfen. Ibn Esra 

ging sofort anf diesen Vorschlag ein und meinte, es sei besser, 

die Halfte sterbe als dafi das Scbiff mit alien Personen versinke. 

Der gelebrte Babbi scblug daber vor, das Los entscbeiden zn 

lassen und z\rar in der Weise, daft aUe 30 Personen «icb im 

Kreise aufstellten und nun im Kreise berum abgezablt werde, 

wobei jeder neunte ins Meer geworfen werden solle, so lange bis 

das Scbiff um 15 Personen erleiebtert sei. Der Vorscblag wurde 

angenommen, und die an^nglicbe AufsteUung anzugeben, wurde 

Ibn Esra selbst iiberlassen. Dieser stellte nun seine 15 Scbiiler 
« 

und die 15 Taugenichtse G;T^0 folgender Weise auf: 
4S, 5T, 2S, IT, 3S, IT, IS, 2T, 2S, 3T, 1 S, 2 T, 2 S, 1 T. 

Hierdurcli erreichte er — die Abzahlung begann bei dem in 
unserem Schema am linken Ende stelienden Schuler — , dafi nur 
die 15 Taugenichtse von der Abzahlung getroffen wuiden und 
die 15 Schuler also samtlich am Leben blieben.^) 

1) Moritz St einschneider, „Abraham ibn Esra“, Zeitschr. f 
Math u. Phys 26 (1880), Supplem. zur histor -literar. Aht., p 124, 
Anm. 247, glaubt incht, dafi man im Mittelalter erne besondere Schrift 
dieses Inhaltes gekannt habe. 

2) Nach M. Steinschnei der (ibidem — s- voiigeAnm — , p 123/4, 
sowie „Die Mathematik Lei den Jiiden“, Bibl mathem. N. F. 10, 1896, 
p. 39/40 und „Catalogus librorum bebraeoium in bibliotheca Bodleiana**, 
Berlin 1862 — 1860, col. 687, Nr. 71) ist fui die Gescbicbfce in der bier 
gegebenen Darstellnng aucb eine dem Abraham ben Esra, allerdings 
wohl zu TJnrecbt, zagescbriebene bebraiscbe Schrift „Tacbbula‘‘ (Kunst- 
griff, Stratagema), die im Jabre 1646 gedruckt wurde, zu ueunen. Den 
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Die ErzaUungea yon Josephus und Abraham ben Esra 
sind geeignet, zu der Vermutung zu fahren, daB unser Kunst- 
«tack jadischen Urspruugs sei oder doch aus dem Orient, der 
Wiege so yieler ■wunderbarer undmarchenhafterDingeundErzah- 
lungen, stamme, und doch steht diese Annahme, die in der Tat 
mehrfach gemacht wurde, nur auf schwachen FUfien und entbehrt 
jedenfalls durchaus eines Wahrheitsbeweises. Ibn Esra insbe- 
Bondere kann jedenfalls nicht der Erfinder oder wenigstens nicht 
•der erste Erfinder gewesen sein.*-) Vermdgen wir doch fdr den 
Kunstgriff Quellen nachzuweisen, die alter sind als der gelehrte 
Rabbi, und damit kommen wir iiberhaupt erst zu den altesten, 
.uns bekannten Schrifbquellen, yerschiedenen Handscbriften aus 
der Zeit des 10 bis 12. Jahrhunderts. Wir beginnen mit der 
altesten, einer Einsiedeler Handschrift ®), in der unser Spiel in 


darin fur die L6autig angegeLeaen Memorxalvers iasbesoudere hat, nach 
^teinschneider, ^Abraham gewxB nicht gesohrieben‘‘. — 'WennStein- 
schneider tibrigens bei dieser Gelegenheit (in der eratgenannten Ab- 
handlang, some im ,,Oatalogtis*S 1, c sub Nr. 74) auf eine IJbertraguiig 
von Pfeiffer in lateinische Verse (1665) — gemeint ist jedenfalls der 
berCihmte Orientalist August Pfeiffer (1640 — 1698) — •verweist, so 
weiB ich dariiber weiteres nicht anzugeben, auch diirfte dies Vorkommnis 
far unsere Zwecke ziemlich unerheblxch sein — Anch eine Munchner 
hebrSiische Handschriffc spanxsch-judxschen Ursprungs ist auBei den be- 
reits genannten Yorkornmnissen hier wohl noch zu eiwahnen Es ist 
Nr. 341® bei M. Steinsohneider , „Die hebrdischen Handschriften der 
K. Hof- und Staatsbiblxothek xn Munchen“ (Miinchen 1896), p, 184 Frei- 
lich gibt diese Handschrift (nach Steinschneider) die Ratselfrage in 
der Passung, dafi jemand von 15 Florinen und 15 Gioschen die Hillfte 
der Stiicke und zwar durch wiederholte Fox-tnahme ixnmer des neunten 
-erhalten soil, wobei nun die Fiage aufgewox'fen wird, wie die Miinzen 
anzuordnen seien, damit gerade die 15 Florinen getroffen werden. Aber 
auch hier wixd ausdrucklioh auf Abraham ben Esra verwiesen, und 
demzufolge wird denn auch far die Losung exn Memoxialsatz (la Prosa) an- 
gegeben, der nicht auf die Passung der 15 Florinen und 15 Groschen, sondern 
auf die des Insnieerwerfens von 15 Personen (Heiden) zugeschnitten ist. 

1) Steinschneider, 1 c (Bibl. mathem. 1896, p, 40) glaubt uber- 
haupt nicht recht, daB die Juden des 12. Jahrhunderts dieses arithme- 
tische Volksratsel schon gekannt haben 

2) Codex Eiusidelensis Nr. 326 
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folgender, von Theodor Mommsen^) heransgegeheneii Fassung 
vorkommt: 

Quadam*) noote niger*) dux nomine, candidns®) alter 
Forte subintraruat unica tecta siimiL 
Candidns exhibnit secum ter qninque nitentes^) 

Totqne niger®) nigros more colore pares.®) 

Candide, de nostris pximna qnis, dixerat alter 
Providet excnbins? nam tna dMa seqnar. 

Haec placido contra^ respondit candidns®) ore: 

Judicio quemquam nolo®) gravare meo, 

Ne nqja lis socios per me conspiret in arma* 

Sed tibi consilium non®) removebo menm 
Ordine disponam socios discumbere cnnctos, 

Quos aors nona legat noctis in excubias 
Candida sed sedeat nigris commixta catervis, ^®) 
lit me velle viros faHere nemo putet. 

Quattuor eximii candoris, quinque nigelli, 

Candiduli bini, nnicns atqne niger. 

1) Th, Mommsen, „Handacliriftlicbe3. Zur lateinischon Antho- 
logie^S Rbein. Museum fCir Pbilologie, N P., 9 Jabrg., 1864, p 298, Das 
Gedicbt ist abgedruckt u a. bei M Curtze, „Weiteres uber das Joseph- 
spiel‘S Bibl math (2) 9, 1896, p, 34 

2) „Quidam“ schreibt anf Grnnd eines noch nnten zn erwahnenden 
Meermannischen Codex unbekannten Alters die „Aathologia veterum la- 
tinorum epigrammatum et po 0 matnm“ von Peter Burmann, t 2, Amster- 
dam 1773, p. 402 (Lib, y, Ep 121) und ebenso die Ansgabe von H. Meyer, 
Leipzig 1835, t. 2 , p 61 (Nr 1061) 

3) Hier Majuskel bei Burmann und bei Alexander Riese, „An- 
thologia latina sive poesis latinae supplementum‘% Pars piior, Fasc 2, 
Leipzig 1870, p. 184. 

4) „Extiterat numero quindenus Candidas ip3e“ (Burmann und 
Meyer). 

5) „videt“ (Meyei, s Burmann, 1 c, Anm ). 

6) „Totquc geiis nigro, Maure, colore pares“ bei Lucian Muller, 
^,Uber em heutiges Kinderspiel“, Fieckeisens Jahrbucber fur class 
Philol , 11. Jahig (— Neue Jahrb f Philol u. Padag , 35 Jahrg , 01 Bd), 
1865, p. 219; ebenso Riese 

7) „E contia placido“ (Burmann und Meyer). 

8) „Judicio nolo qnemque“ (Burmann und Meyer) 

9) Burmann hat „nunc“, vermutet aber „non removebo^^ oder „noii 
reticebo®‘; vgl aucb Meyer, 1. c, Annotationes, p 46. 

10) „caterva“ (Riese). 
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Splandentes trini*), fuscato^ pelle uigellns, 

Candidas hinc unns catboneique duo, 

Fulgentes bini, fascato togmiue trini, 

Candidas bine anas catboneique duo, 

Candidnli bini splendentes pelle decora, 

Quos seqaitor ounctos unicus atque niger. *) 

Hoc super ingenio cunctos sors nona nigellos 
Sic oecidit^); turba Candida sorte caret. 

Dux niger excubias solus cum mihte fbsco 
Pervigil ingratus®) duxit adusque diem, 

Ast placitum tota carpebat nocte soporem 
Candidas ingenio praeditus atque sui.* 

Zu deutscli etwa: „Eiiiat kamen zur Naohtzeit zwei Trappen- 
fakrer, der eiue Sekwarz, der andere Weifi mit Namen, ziifallig 
in dasselbe Quartier. WeiB braekte mit sick 15 weiBe Soldaten,* 
Sekwarz ekensoviele sekwarze. ,WeiB', sagte Sekwarz, ,wer von 
den Unsrigen soli zuerst die Wacke iibernekmen? Gt-ern wiH ick 
namlieh deinen Weisungen folgen.' WeiB entgegnete kierauf mit 
sanftkeiterer Miene: ,Niemanden wiU ick mit meiner Bntsokei- 
dung besekweren, damit nickt dutch meine Sckuld ein Streit 
ausbrickt und die Q-efakrten von neuem zu den WafiFen ruft. 
Aber meinen Rat will ick dir nickt vorenthalten : in Reike und 
Ordnung mSekte ick alle Genossen sick lagern lassen, und das 
neunte Los mag sie alsdann fur die Nacktwacken auswahlen 
Aber die weiBe Sekar soU mit der sekwarzen vermisckt dasitzen, 
damit niemand wakut, ick-woUe die Manner betriigen — In 
den nun folgenden 8 Versen gibt die Handscbiiffc die Regel, nacb 
der die weiBen und sekwarzen Gefahrten anzuordnen sind, wenn 
nur Sekwarze vom Lose getroffen werden soUen, ricktig an Wir 
iibergeken diese Vorsekriffc, die mit der oben (S. 121) bereits ge- 
gebenen naturlich ubereinstimmt, und fahren daher mit dem Ge- 

1) „temi“ (Riese) 2) „fuscata“ (Riese). 

S) Zu den die Loaung gebenden 8 Versen vgl. Lucian Muller, 

1. c. p. 218 und 223, wo diese Verse mit mehr Oder 'weniger groQen Ab- 
weichungen nacb einem Blatte des 12. Jabrbunderts aus einem Leidener 
Miscellancodox und nacb einer Handschnft des 13. Jabrbunderts aus 
einem Baseler Miscellancodex abgedruckt sind. 

4) „Accepit“ Oder „cunctis . . .nigellis incidit, at“ (Lucian Mail er). 

5) „ingratas“ (Lncian Muller) 
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dicht fort: ,Jufolge dieses Kuustgriffs traf das neante Los gerade 
alle ScLwarzen; die weiBe Sciar giiig ftei aus WiderwiDig mxifite 
der scLwarze Fiihrer allein mit den schwarzen Soldaten bis zum 
Morgen die Wacbe halten^ waJirend der ingeniose weiBe Ffibrer 
nnd die Seinen die ganze Nacbt bindurcb den erseknten Scblaf 
genossen/^ 

Ifach. Mommsen^) ist der bier in Betracbt iommende Teil 
der Handschrift ,,wolil eher im zebnten als im neunten Jakrhnn- 
dert gesolirieben“. "CTber Alter nnd XJrspmng des Gedicbts selbst 
stebt nicbts fest, nnd ron pbilologiseber Seite sind fiberbanpt 
verscbiedene Grriinde gegen einen romiscben Verfasser geltend 
gemacbt.^) Lucian Mdller stfitzt dieZweifel, die er gegen einen 
romiscben TJrsprung des Gedicbts erbebt, Breilicb nicbt in erster 
Linie auf spraeblicbe Grvinde^ sondem anf die 'O^berlieferung, dafi 
Abrabam ben Esra der Erdnder des KunstgrifPs gewesen sei.^) 
Demzufolge nimmt Mbller rmbedingt einen orientaliscben Ur- 
sprung des Spiels an, sei es nun, daB ein cbaldaiscber oder ara- 
bisober, sei es, daB ein bebraiscber Rechenmeister der Brfinder 
sei, und er vermutet, daB Spaniscb-jttdiscbe Gelebrte, wie Abra- 
bam ben Esra emer war, das Kunststiiek in die abendlandiscbe 
Bildung und Literatur eingefiibrt baben. Wie dem aucb sei, so 
kann jedenfalls Ibn Esra selbst nicbt einmal dieser erste Ver- 
mittler gewesen sein, da eben, wie scbon oben berrorgeboben 
wurde, die Einsiedeler Haadscbrift, von dem lateiniscben Gedicht 
selbst gar nicbt zu sprecben, bereits alter ist als der gelebrte 
Rabbi. tJberbaupt mocbte man glauben, daB die Form der Ibn 
Esia-Legende und ebenso allerdings die der Einsiedeler Erzah- 
lung nicbt die alteste Form unseres Kunststiicks ist, da es sicb 
bier um Angabe von 16 bevorzugten Platzen unter 30 bandelt, 
wabrend uns in der Josepbus-Legeude der Fall entgegentritt, 
daB nur ein resp. zwei Platze bevorzugt sind. Denn, wenn aucb 
die praktiscbe Ermittelung der 15 gftnstigen Platze unter den 30 

1) Bihein. Museum, 1 c p. 290. 

2) Aucb Biiese halt wenigstens die GegeuQberstellung von Weifien 
und Schwarzen nicht fdr romisch (1 c. Praefatio, p. XLUI) 

3) Lucian Muller, 1 c p. 219. 
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leichter auszuftthreii ist als die des einen resp. der zwei begiin- 
stigten, da in dem ersten Fallenur bis zur Ausscheidung der ersten 
15 abgezaJblt zu werden braueht, in dem zweiten Falle dagegen 
das Abzahlverfabren bis zur Ausscbeidung von 29 resp. 28 Per- 
sonen durcbgefilbrt werden mub, so ist doch das gedS^cbtnis- 
maBige Festbalten einer Anordnung mit 15 bevorzugten Platzen 
scbwerer als das einer soleben mit nur einem oder zwei be- 
gunstigten Platzen. Freilicb wird man auch aus der Josepbus- 
Legende, selbst wenn ibre Unabbangigkeit und Ursprttnglicbkeit 
feststande, nocb keinerlei Sohliisse auf das Ursprungsland zieben 
ddrfen, da sie gewifi ebeusowobl orientalisch-jddiscben wie abend- 
landiscben Ursprungs sein konnte. 

Aufier der Einsiedeler Handschnft erwahnten wir gelegent- 
licb sebon (S. 123, Anm. 2) einen Meermanniscben Codex, in 
dem sicb das lateiniscbe Gedicbt, und zwar binter Rbytbmen aus 
dem 10. Jabrbundert, vorfindet, obne daB jedocb Genaueres fiber 
das Alter dieser Handsebrift feststSnde.^) Freilicb finden sicb in 
diesem Codex nur die ersten 12 Terse des lateiniscben Gedicbts, 
die eigentlicbe Aufgabe unseres Spidls also; der Scbreiber des 
Codex Oder, ein Torganger von ibm batte die Auffindung der 
Losung offenbar dem Scbarfsinn seiner Leser fiberlassen woUen 
und desbalb nacb Yers 12 innegehalten.*) 

Im Gegensatz dazu geben mehrere Handschriften des 12. 
Jabrbunderts nur die Auflosung, obne die Aufgabe, z B eine 
Berner Handsebrift®) des 12 Jabrbunderts in folgenden beideu 
Fassungen*) : 

1) Siehe Lucian Mulloi, 1. c p 217. 

2) Lucian Muller, 1. c p 218 

3) Codex Bemensis 704 — Auch die m Anm. 3, S 124, genannte 
Leidener Handschxift des 12. Jahrh enthalt nur die LOsung nebst einer 
der Yeranschaulichung dienenden Figur, dagegen nicht die Aufgabe 
iJber weitere solche Vorkommnisse nnseres Kunststuoke in Handschriften 
des 12. Jahrh. s. Franz Joseph Mono, „RSithselsammlung“, Anzeiger 
fur Kunde der tentschen Vorzeit, 7. Jahrg (1838), col, 89, Nr. 41 und 
8. Jahrg. (1839), col. 316, Nr. 69 (die z-vsreite dieser beiden Lbsungen im 
wesentlichen in der Fassung der Einsiedeler Handsebrift ; die der ersten 
Lbsung beigegebene Zeichnung ist fehlerhaft). 

4) Siehe Hermann Hagen, „Carmina medii aevi maximam par 
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Sore cuinsdam de XV Christianis totidemque Judaeis 

Bis duo nam nivei praesnut ct quinque nigelli 
His supponuntor clari duo postque secuntur, 

Urdus et taetri mterimunt vestigia temi 
Albi lacte magis, Mauxus quoque nectitur ipsis, 

CandiduB inseritur, xiiger unus et alter liabetur, 

His cxistaUini sociantur in oxdine bini, 

Tres titubant nigri lactantis robore victi. 

Post duo coxvini et nivei sunt denique bini 
Orbem turn furvus demum determinat unus. 

Item de sorte supradicti episcopi.^) 

Quattuox et pentas, duo monas tres mias unus, 

Hinc dias ambo, trias, unus duo et duo monas.®) 

Es wiirde uns natfirlicli zu weit fiihren, auf alle Handschrif^ 
ten, die unser Spiel betrejBFende Stellen enthalten, nalier einzu- 
geben. Es mufi uns genfigen, zu wissen^ dafi Handscliriften des 
10, 11. und 12. Jabrliunderts bereits Stellen fiber das Spiel ent- 
halten, und einige dieser Stellen, insbesondere die aus dem Ein- 
siedeler Codex als das bis jetzt alteste bekannte Vorkommnis 
unseres Spiels, kennengelernt zu baben. Dafi die Handscbriften 
mebrfacb nur die Auflosung des Spiels angeben, nicbt die Auf- 
gabe selbst, ist offenbar so zu versteben, dafi die Aufgabe an sicb 
zu jener Zeit — 12 Jabrbundert — bereits recbt verbreitet und 


tern inedita Ex Bibliothecis Helveticis collecta^* (Bern 1877) , LXXXV 
p 145 — 146, abgedruckt Bibl mathem. (2) 9 (1895), p. 34 (M Curtze) 
Daa feblerhafte XX der Uberschrift ist an diesem letzteren Orte (Curtze) 
in XY verbessert; uberhaupt ist die Stelle nicht ohne Koiruptelen, und wir 
baben daher an die Stelle des 4 und 5. Verses der Berner Handschrift 
(he Veitoe 4 — 0 gesetzt, die A Riese aus altexen Handscbriften (10 — 
11 Jahih ) angibt (1. c p. 185). 

1) Zu dieser tlberscbiift ist zu bemerken, dafi dieser zweiten, von. 
der ersten getiennten Losung in der Handschrift ein Gedicbt vorhexgeht 
mit der Cberschrift „ammonitio uictoria pape“ (Victoris Papae, also des 
Papstes Victor); s. Hagen, 1. c. p. 146, Anm. 

2) Diese Verse aucb in der Handschrift Codex lat. Monacensis 
Nr. 14836 (11. Jahrh); s. M Curtze, „Zur Geschichte des Josephsspiels^V 
Bibl. math. (2) 8 (1894), p. 116. 
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bekaimii 'war uud daS es den Autoren nur darauf ankam^ die 
AuflosTing, die bei dem Kunststttok zu beobacbtende Begel, fest- 
zubalten und zu uberliefem. 

tTbereinstimmend behandeln aUe diese Handscbriffcen das 
KunststUck in der Form, daB immer der Neunte beim Abzablen 
ansgescbieden wird. Freilicb, die soeben (Anm. 2 , S. 127) er- 
wahnte M'tlnchener Handscbriffc Nr. 14836 weist bereits darauf- 
bin, dafi man ebeusognt irgendeine andere Zabl statt der 9 neb- 
men konnte. Ein von Earl Bartscb berausgegebenes Meister- 
lied, das dem Reinmar von Zweter zugesebrieben ist*^) und 
dessen erster, fiir Tins bier allein in Frage kommender Teil mSg- 
licberweise aucb wirklicb von Reinmar berrubrfc*), nimmt denn 
aucb eine Abzablung nacb 10 an. Es sei gestattet, von diesem 
nacb Bartscb jedenfalls dem 13. Jabrbundert angeborenden 
Liede wenigstens den Anfang anzugeben: 

Ander driu, wie man jndeu unci cristen clz zelt. 

Yon juden und cristen wart ein kiel 

geladen als5 swaere, swie daz ein l&z an sie geviol, 

daz man ir beider drizic zesamen sazt und schiet sie nftch der zal 

Den zSnden solt man werfen bin 

ad daz er soU ertrinben nu merkent an ein acbarpfen sin, 
wie daz die cristen flizic dSr mit den juden triben solich lyal. 

Nun folgt die Regel fiir die Anordnung der 15 Christen und 
15 Juden, und zwar, ■wie man sicb leicbt 'iiberzeugt, ncbtig, d. h 
den genannten Bedingungen und der Forderung der Aufgabe ge- 
maB. Eine daran anscbbeBende geistlicbe Deutung, in der das 
Sehiff auf die Welt und das Meer auf die HoUe bezogen wird, 
und eine wamende Vermabnung bilden sodann den Hauptteil 
des Liedes. — In dieser Form, mit 15 Christen und 15 Juden, 
von denen die letzteren ins Meer geworfen werden, findet sicb 


1) Siebe „Mei8terlieder der Kolmarer Handschrift“, berausg. von 
Karl Bartscb = Bibliotbek des litterarischen Vereins zu Stuttgart, 
Bd. 68 (Stuttgart 1862), p. 600. 

2) Siebe Bartscb, 1. c. p 694/5, sowie p. 159 
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das Kunststtlck fortab besonders baufig, so z. B. — auch mit 
Abzablung nach. 10 — in Sebald Tucbers ■and Zins- 

bucV (1497), einer Handscbriffc des freiberrL Tueberisebeli 
Oescblechtsarcluvs^), oder — unter matbematiscb sebon etwas 
-aUgememeren Gresicbtspunkten — in dem Appendix znm ;,Tri- 
party^^ des Nicolas Chnqnet, einer bandscbriffclicben, erst 
in nenerer Zeit berausgegebenen^) Anfgabensaininlung, die, 
mag sie nun von Cbuquet selbst oder einem anderen 
berrubren, jedenfalls demselben Jabre 1484 angebort®), in 
dem das umfassende Becbenwerk, dem sie als Anbang bei- 
gegeben ist, eben der „Triparty^^ Cbuquets, abgescblossen 
wurde.^) — An einer, freilicb viel spateren Stelle finde icb 


1) Siebe W. Loose, „Zahlspiel“, Anzeiger fur Kunde der deutschen 
Vorzeit. Organ des Germanisclien Museums, N. F., 24. Jahrg. (1B77), 
•col. 248. — Auch in einer lateiniscben Handscbrifb der Bodleiana 
kommt die „fabtila de 16 Judaeis et 16 Ckristianis“ in der Form vor, 
dafi immer der Zehnte ins Meer geworfen wird und so gerade die 
15 Juden getroffen werden Vorwiegend nur der Umstand, da6 Stein- 
scbneider dies Yorkommnis mebrfaob erv7ahnt (s. semen „Catalogus libr 
bebr. in bibl. Bodl“, col 687, sowie aucb seine Abb. uber „Abrabam 
ibn Esra^, 1 c p 124) veranlafit micb, bieran nicbt acbtlos voruber- 
zugeben; denn^an sicb iat diese Handscbnft — 17 Jabrbnndert — so 
jung, dafi sie neben den alteren Vorkommnissen wobl nur geringes Inter- 
esse verdient 

2) Von Aristide Marre im Bullettmo di bibliogratia e di storia 
dellc scienze matematicbe e fisicbe 14 (1881), p 413 — 460; s p 453 
(Aufgabe 146) 

3) Siebe Cantor, „Gescb d. Matb^ II (2. Aufl, 1900), p. 359. 

4) AuBer diesen Vorkommnissen sei nocb eins erwabnt, von dem 
ich freilicb nur aus den Literaturangaben, die Steinschneider gibt, 
weiB* „ Anonym als Vorfall zwiscben Juden und Christen arabiscb mit 
bebraiscber Sobnft in der Bodl. HS. bei TJr.i 212‘\ so beiBt es wortlicb 
bei Steinschneider (Abb. libei „Abrabam ibn Esra“, 1. c. p 124; s. a. 
seinen „Catalogus libr bebr. in bibl. Bodl“, 1. c.) Aus Johannes Uri, 
^Bibliothecae Bodleianae codicum manuscriptorum orientalinm . . . catalo- 
gus“ (Oxonii 1787), insbesondere aus dem ersten Abscbnitt dieses Katalogs, 
der die „Codices manuscript! bebraici et cbaldaici, una cum arabicis 
cbaractere hebraeo expressis'‘ umfaBt, ist jedoch, so viel ich sebe, nicbts 
bierdber zu entnebmen. 

Ahrens, Mathem Uatexhaltungeu. S. Aufl II 
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geradezTi den Namen ,,Judenersaufespier^ fur unser KunststQck 
angegeben-^) 

Eine in Soliwedeii erhaltene t!rberlieferung will wissen, daB 
niemand anders der Erfinder dieses Kunststiicks gewesen sei als 
der Heilige Petrus, 1st dock das dort unter dem Namen „Sankt 
Paders Lek" (Das Spiel des Heiligen Petrus) erbaltene Spiel nicMs 
anderes als unser ,,Judenersaufespiek^. St. Peter, so bericbtet 
die Legende, war einst auf einem Scbiflf, auf dem sich insgesamt 
15 Christen und 15 Juden befanden. Die Portsetzung ist dann 
die bekannte mit der Forderung, daB nach 9 abgezahlt wird und 
gerade die 15 Juden getroffen werden. — Die richtige Yorschriffc 
far die entsprechende Aufstellxing der Christen und Juden findet 
sich am Ende eines runischen Kalenders in folgender Weise an- 
gegeben^) : 

XX x xTi fi 1 X X I XX X IX n X X 1 1 1 X II X X / 

Merkwardig ist, daB dort aUer Kommentar fehlt. Also auch bier, 

1) ,Judu8 q[uem vocant Mergendi Jndaeos** in der „Anthinetica cu- 
riosa“ des Jesuiten Adalbert Tylkowski, Ausgabe 1690, p lO'C. 

2) Siehe Jens Wolff, „Rnnakefli le Runic Rim-stok, ou Calendrier 
ranique“ (Paris 1820), p. 52 und J. Barnard Davis, „Some account of 
Runic Calendars and ,Statfordshire Clogg* Almanacs*^ Archaeologia or 
miscellaneous tracts relating to antiquity, t. 41 (1867), p. 472, Anm 
G. Enestrom (Bibl math, N P. 7, 1893, p 32) nennt eine schwediscbe 
arithmetische Handschxift von Rizancsander (1601) mit dem „Sankt 
Peders lek“-und gibt auch an, daB mehrere schwedische Runenstilbe des 
17. Jahrhunderts die LOaung unserer Ratselfrage (nur die Lbsung) aiif- 
weisen, — Es sei hier gleich bemerkt, daB sich auch in Danemark die 
Aufgabe unseres Spiels, freilich in ganz anderer Einkleidung, im Volke 
erhalten hat. Das bei Jens Kamp, „Da.nBke Folkeminder, j^Eventyr, 
Folkesagn, Qaader, Rim og Folketro^ samlede fra Folkemnnde^ (Odense 
1877), p 323 als Nr. 7 angegebene und vom Sammler auf Falster erbeu- 
tete R’atsel verlangt: Auf einem Dreie^ck smd zusammen 27 Striche (auf 
jeder Seite 9) und in einer Ecke ein Kreuz Wo muB das Abzahlver- 
fahren (nach je 9) begonnen werden, wenn das Kreuz zuletzt iibrig blei- 
ben soil? Dabei hat die volksttunliche Einkleidung verschiedene Formen 
angenommen, z B. die: Ein Fronherr gelobte einem Bauem, seinen Sohn 
vom Kriegsdienst freizugeben, wenn er ein Eatsel raten kOnne, und nun 
folgt die angegebene Aufgabe. 
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wie in den zuvor genannten Handscliriften, die richtige Anflosimg 
ohne die Aufgabe selbst! 

Ans Grunden nationaler oder religioser Gegensatzlicbkeit 
werden begreifKcberweise die Cbristenund Jnden, sei es im Volts- 
mnnde, sei es bei einzelnen Antoren, bier nnd da dnrch Vertreter 
aaaderer Rassen, Religionen oder Nationen ersetzt sein. So wird 
denn, um nnr ein Beispiel ans neuer Zeit zn nennen, ein in Paris 
1802 erschienenes Spielbncb^) zitiert^ in dem die Gescbicbte von 
Pranzosen und Englandern erzablt wird, naturbch so, daB die Eng- 
lander ins Meer geworfen werden. MebrBeachtung als solcbe ver- 
einzelten Varianten verdient die banfiger vorkommende Einklei- 
dnng, m der an die Stelle der Jnden Tiirken getreten sind. In dieser 
Form, als Spiel der 15 Christen und 15 Tiirken, und zwar mit 
Abzahlxing nacb 9, wird das Kunststuck dem sizilianiscben Dicb- 
ter Antonio Veneziabo (1543 — 1593) zugescbrieben, der es 
wabrend seiner Gefangenschaft in Algier ersonnen baben soU.®) 
Docb scbon, als Veneziano nocb ein Kind war, im J. 1547 
namlicb, bat beispielsweise Hans Sachs die Fabel, allerdings 
mit AJpzablung nacb 10, in einem Sprucbgedicbt besungen. Der 
Niirnberger „Schub— macher und Poet dazu^^ ist sogar in der Lage, 
uns das Jahr — 1403 n. Chr — der ScbifFsfahrt und deren Route 


1) „Le manuel des sorciers*^, 2® ed , p 70; ich zitiere nach 

sine, Recueil de Mythologie, Litterature populaire, traditions et usages**, 
herausg. v. H, Gaidoz and E Boland, t III (Pans 1886/87), col 429; 
s a ebenda col 308 — In Frankreich fuhrt unser Problem ubrigens 
heute wohl den Namen „Probleme de Caligula** (Intermddiaire des matbe- 
maticiens 1, 1894, p 9), eine Bezeicbnung, uber cleren Entstebung acb 
freilicb keine Ansbunft zu geben vermag. 

2) Siebe „Opere di Antonio Veneziano**, beiausg von Salvatore 
Arceri (Palermo 1861), p. 119 and Giuseppe Pitro, „Usi e Costumi, 
Credenze e Pregiudizi**, vol lY (Palermo 1889), p 474 — 476 (die bier ge- 
gebene „Tavola del giuoco** ist fieilicb feblerbaft). — tJbrigens war mir 
das erste dieser beiden Werke ancb mit Hilfe des Aaskunftsbureaiis der 
Deutscben Bibliotbeken nicbt erreicbbar Icb gebe das Zitat nur nacb 
dem zweitgenannten Werke resp, nacb der in der nSicbsten Anm. 
zitiertexx Abbandlung von J Bolte bzw Reinbold E5bler, der 
ich uberbanpt viel bibliogiaphiscbe Belebrung fiir diesen Abscbnitt 
verdanke. 


9 * 
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— von Konstantinopel nact Venedig — anzugeben. Doch horen 
wir den Meistersaager selbst^): 

HIstoria. 

Die XV Christen und XV Tnrchen, so auff dem meer furen. 
Als naan zelt vierzehen htindert jar War ein vemiinfftig, sinnreich mon, 
TJnnd auch drey jar, hegabsichz war, Der selb war ein haimlicher Christ, 

Das zu Constantinopel anff sassen Doch im schein eiu Machometrist, 
Dreissig person zu schifF, der wassen Das man ihn durchsmeer lieB paBim, 

riinffzehen Tdrckn und fiinfzeh Qargschicktmitrechnungzifteriern 

Christen Der sprach: Wenn ir folgt raeineu 
Die wolten abfaren mit listen sinnen, 

Auff Venedig, Als die an klag Wolt wir wol halb deni tod endt- 

2Tun furen biB an dritten tag, rinnen. 

Da kam an sie ein ungewitter Sie fragten, wie das selb m5cht 

Von stunnen, winden, herb und gschehen 

pitter. ^ Da wart der patron zu in jehen: 
Das meer wurdwutend und ungstum, Wenn man euch setzet aller ding 

Mit hohen wellen umb und umb. Her inn dem schiff frey zirckel-ring 
Schlugen an das schiff grausamlich, Und nach dem umbhin zelet bloB, 
Das fur yetz auff, den undtersich. Wer der zehend wer nach dem loB, 
All kauffman-sohatz man da auB Das man den hin nauB wivrff ins 
' warff meer, 

Ins rtfeer, doch -War der wind so Und zelet wider umbhin sehr, 

scharff. Den zehenden nauB wurff an gremen, 

Das alle hilff war gar vergebens. BiB ihr funffzehen hin nauB kemen 

Sie all verwagen sich deB lebens. Die andren funffzehen ich eben 

Ein yeder rufft zu seinem Got Darvon wolt bringen bey dem lebeii 

Inn dieser grossen wassers-not DeB furschlags giengen sie all ein 

Nun war in dem schiff ein patron, Yeder hofft in der zal zu sein, 

1) Siehe Hans Sachs, herausg. von Adelbert v. Keller, Bd 2 
Bibl, des litteiar Vereins in Stuttgart, Bd 103), Tubingen 1870, 
p. 335 — 337; s, dazu a. Bd 21, herausg von E Goetze (1892), p. 365; 
23 (1895), p, 513; 25 (1902), p 261/62 (Nr. 2477, sowie Nr 24=76). S, a 
„Historien und gute Schwanke des Meister Hanns Sachs“, herausg. 
von Konrad Spat, genannt Fruhauf [= Wolfg. Adph Gerle] (Pest 
1818), p. 40 — 43, sowie J Bolte, „Stoffge8chichtliche8 zu Hans Sachs“ 
(nach Reinhold Kohlers Kollektaneen), Euphoiion 3 (1896), p. 351 — 362. 
Hans Sachs hat denselben Stoff auch in einem Meisterliede behandelt, 
das bei K. Goedeke, ,,Dichtungen von Hans Sachs“, L T. (= Deutsche 
Dichter des 16. Jahrhunderts, Bd. IV), Leipzig 1870, p 239 — 241 („Die 
30 kaufleut“) gedruckt ist. 
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Die das loB vom tod wnrd quitiren. NaclidemloBfunffzehen,verflai]icken. 
Der patron thets nber-summieren, Darvon das schiff ward leicTitzuhand. 
Setzt erstlich zwen Clmsten mat Darmit so kamen sie zn land, 

witzen Inn der Yenediger portn foren 

Dnd HeB ein Turcken zu in sitzen, Und also frey errettet wuren. 
Damacli setzt er drei Christen hin. Das loB so k-Qnstlicli war bereyt, 
Funff Turcken setzet er zu ihn, Das den Christen geschachkein leyd. 

2)wen Christen setzt erdamach wider Das loB traff die ddrckischen hund, 

Und setzt zwen Turcken zu ihn nider, Das sie alle giengen zu grand 

Yier Christen setzt er an die achar Wer die warheyt erfaren wBll, 
Und eynen Turcken zu in dai*, Der selbig mit der kreyden sSll 

Zu dem so setzt er eynen Christen Die Christen setzen nach ir zal, 

Und darnach drei Turcken mit Fur ir yeden ein creutz an mal. 

listen ^), Dergleich Turcken schreib aller ding 

Ein Christen setzt er underfach 1^’ach der zal yeden mit eym ring 
Und zwen Turcken setzt er damach, Und fach denn an dem ersten an 
Zwen Christen setzet er behend Und thd den zehenderj^b than, 
Und einen Turcken an das end. BiB ihr fdnBEzehen thun abgdin, 
Als er sie nun het all gestelt So bleiben denn die Christen steen 

Im kraiB und auch das loB gefelt, Und die Turcken das bad auBgiessen. 

Zelt er bin numb vom ersten an, Darmit thu ich den spruch be- 
Und welcher war der zehend man, schliessen. 

Den hub man auff an alle webr Das hayl und trost widerumb wacbs 
Und warff in bin uauB inn das meer, Den Christen, wunschet m Hans 
BiB das ihr in dem meer ertrancken Bachs, 

Anno salutis 1547, am 6 tag Octobris 

Erne andere Emkleidung unseres Spiels, fur die ich als alteste 
mir bekannte Quelle das 15(35 erschienene Rechenbuch des Simon 
Jacob von Coburg^) nenne, erzahlt von 12 Zechgesellen, die 

1) Hier heiBt es in dem Spruchgedicht versebenthch „Und darzu 
ein Turcken mit listen^*, dagegen gibt das Meisterlied Hans Sacbsens 
(s. die vonge Anm ) die nchtige Zahl, und wir haben daher diese Fassung 
bier substituiert. Es sei hierbei bemerkt, daB MeisterKed und Spruch- 
gedicht sonst ubereinstimmen, nur ist „Yenedig“ dort durch „Bodis*‘ er- 
setzt; auch fehlt im Meisterlied die Zeitangabe: 1403 fiir die Begehenheit. 

2) „Ein new und Wolgegnindt Rechenbuch auff den Linien nnd 
Ziffem sampt der Welschen Practic und allerley Yortheylen**, foL 260 v- 
und ebenso in der Ausgabe von 1612, heide Ausgahen in 4®; die kleine, 
nahezu ebenso betitelte Oktav-Ausgahe des „Rechenhuchs“ (Ausgahen 
von 1565 Oder von 1613) enthalt anschemend nichts hiervon. Yon der 
spa.terenLiteraturnenneich: Michael Scharff, „Arithmetica joco-seria** 
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durch. unser AbzSMTerfaliren zu ermitteln sucliten, wer von iline 
ilire gesamte Zecbe bezahlen solle, und die es nun so einricht 
ten, daB ein Bestimmter hiervon getrofifen wurde. Spatere Aut 
ren der „delektablen" Mathematik baben die Aufgabe dann weit< 
ausgesolunfiokt, z. B. so, daB der Wirt den Vorschlag des Abza] 
lens, etwa nach je 7, macbt, und er nun von den Zechgeselle 
dberlistet mrd, indem diese es so einzurichten -wissen, daB er selbs 
der Wirt, der mit ibnen am Tiscbe sitzt, als der Leidtragenc 
ausgebt. Bei dieser Variante der Aufgabe ist somit unter alle 
Platzen, deren Zabl bier also 13, statt sonst 30, betriigt, m 
einer, vne bei der Josepbus-Legende, und zwar in der letzte 
Fassung der des Wirtes, nusgezeicbnet, oder vielmehr es bande 
sicb darum, denjenigen Ausgangspunkt der Abzahlung zu e 
mitteln, Ijpi dem der von dem Wirt tatsilcblicb eingenommei 
Platz der ausgezeiehnete, d. b der zuletzt iibrigbleibende, wird. 

Pftr einen anderen Zweck empfiehlt der Jesuit und Matb< 
matiker Jean Leurechon (1591 — 1670) unser Auszahlverfabrei 
und zwar, wie er sagt, in Nacbabmung der alien Komer, die d( 
Uberlieferung nacb scbon diesen Gl-ebraucb davon gemacht babe 
sollen*): Beborden, Lehrer usw., so meint er, soUten diesen Kuns 
griff anwenden, um aus einer Reihe von Personen, die an sic 
insgesamt bestraft werden rnttfiten, bestiminte, besonders stra 
wiirdige Individuen fiir die Bestrafung auszuwalilen, andere 

(Hambargr 1693), p. 2 — 8; Christian Pescheck, „Arilih- und Geomctr 
sche Erquick-Stnnden**, T. I (Bautzen 1717\ p. 68 — 59 (Bohandlung hoI 
dhxftig); [Witgeest, S] „Naturlichos Zauhei-Buch Oder neu-or6tfnol( 
Spielplatz rarer Ktinste“ (Nurnberg 1718), p 432/483; Johann Jiirge 
Ressing, „ Arithmetische Rmhe-Stunden“ (Hamburg 1738), p 69 — 7: 
derselbe gibt in seinem „AnthnietiBch- und Algebraischen Zeitvertruibei 
(8 Ausg., Hamburg 1746) aufier dieser (p 119 f.) noch eiue anderu Kn 
kleidung (p 89 f ) 

1) Die Fragestellung ist also im wesentlichen dienelbe wie bei d( 
in DSiuemark vorkommenden Aufgabe (s. S. 180, Anm. 2). 

2) Siehe Leurechons „Iieoreation math^matique oompos^e de ph 
sieurs problemes plaisans et facetieux“ (4. Ausg., Paris 1627), erschiene 
unter dem Hamen eines Schillers und Neffen des Verfassers, H. va 
Etten, p 16 Siehe a. Schwenter, 1. c. p 81. Siehe a hier S. 861. 
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seits aber die weniger Scbuldigen ganz straf&ei atLsgebeta zu 
lassen. 

Ifeben all diesen Formen, in denen miser Spiel aiiftritt, 
bat es sieb bis beute in rerscbiedenen Gregenden Beutscblands, 
zum znindesten in Niederdeutscbland, z. B. im Stedingerland und 
in Mecklenburg, in den Spielstuben der Kinder erbalten, und hat 
bier folgende Form angenommen^): Die Anfangsbucbstaben der 
Nameu der Spielteilnebmer werden untereinander von einem der 
Spielenden auf eine Scbiefertafel gescbrieben, und darauf wird 
jeder gefragt: „Wieviel Soldaten willst du baben?'' Die ge- 
wilnscbte Zabl, mindestens 1, boebstens 20, wird in Gestalt von 
Nullen binter den betreffenden Anfangsbucbstaben gescbrieben. 
Nacbdem dies bei alien einscblieBlicb des Scbreibers ausgefObrt 
ist, zablt dieser mit dem Griffel von links nacb recbts, und zrrar 
nacb Durcblaufong von Beibe 1 oben weiter in Bbibe 2 us£, 
immer bis 9 und streicbt dabei jedesmal bei 9 die betreffende 
Null Oder den betreffenden Buobstaben — denn Nnllen und Bucb- 
staben sind gleicbwertig — als „tot‘‘ durcb. Derjenige, der den 
letzten „Soldaten“ — NuU oder Buobstaben — bebalt, ist Sieger. 
Wabrend des Durcbstreicbens spricbt der Spielleiter oder mur- 
melt der gauze Chorus (Stedingerland): 

Krot und Not 
Sleit alle Velker dot 

o«ier auch (Mecklenburg): 

Kriip tin Not 

Sleiht den Soldaten dot, 

wobei das „Krot und Not" aus Kraut und Lot®), d. i Pulver und 
Blei, entstanden ist. 

1) Siehe Niedersachsen, Jahrgang 1898/99, p 263 (W Siedenburg) 
und p 317 (A K ) — Auch in anderen Formen wird sich nnser Kunst- 
sbuck iin Spiel der Kmder noch erhalten haben; vgl a. Lucian Muller, 
1 c p. 220. 

2) Hieruber ist mir zufalhg die folgende Abhandlung begegnet- 
Christian Ulrich Grupen, „Observationes remm et antiquitatum Ger- 
manicamm et Homanamm. Oder Anmerknngen aus den teutschen und 
rbmischen Sechten und Alterthumem** (Halle 1768), Observatio XX ll 
(p 369 — 379)* „Von der Benennung Kraut und ]^th“. 
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l^aclidem wir so die wichtigsteu Vorkommnisse deS Spiels 
,aus Literatur und Vdlfeskunde des Abendlandes kezmezi gelemt 
habeo, seien nocb. aus den Literaturen des Orients die in Betracbt 
kommenden Stellen, soweit sie mir bekanntgeworden sind, an- 
gefSbri. Da wird beispielsweise ein agyptiscber Schriffcsteller des 
17. Jahxbunderts, Abmed el-Qalyubi (*{* 1659), zitiert, der in 
seinem !N^anadir ganz genau tmsere Oesclucbte der 15 Christen, 
und 15 Ttirken auf dem Schiffe, nur mit Vertauschung der Rol- 
len, mit 15 Mnselmaunem und 15 Unglaubigen also, und zwar 
aucb mit der Abzablung nach 9 und demzufolge auch mit der 
uns 'wohlbekannten LSsung, vorbringen solL^) Docb scbon viel 
frailer scbeint diese Oescbicbte von den 15 Mobammedanem 
und 15 Christen, welcb’ letztere infolge Abzablung nach je 9 ins 
Meer ge-worfen werden, in der Literatur des Orients vorzukommen. 
Wenigstens erzahlt Thomas Hyde sie in seinem Werke „Man- 
dragorias seu bistoria sbabiludii*®), einem arabischen Schrift- 
steller „A1 Sapbadi“ nach, der nach J. Ruska®) mit dem 1363 
gestorbenen Sallhaddln as-SafadI identisob ist. — Auf Ceylon 
soUen mebrere derart^e Cescbichten erhalten sein®'), die anscbei- 
nend nocb aus der Zeit der portugiesischen Herrscbaft, also aus 
dem 16. oder 17. Jabrbtmdert, stammen. Eine dieser Erzablungen 
bat den uns -wohlbekanaten Schauplatz des Scbiflfes, das jetzt 
mit Portugiesen und Mauren besetzt ist, und bat im iibrigen 
ganz die uns gelaufige Form. Merkwiirdig ist, daB aucb bier die 


1) Sirfie eiae Notiz von S>en4 Basset in Melnsine, t. Ill (Pans 

1886/87), coL 528; die dort gegebene nahere Stellenangabe liber das Sgyp- 
tischeWerk lautet Ed. de Bottlaq, 1892, 4®, hist 176, 82 [Balak Vor- 

stadt von Eairol 

2) Oronii 1694; s. die dem eigentlichen Werke vorauagehenden 
„Prolegomena genexaha, vsria onxiosa de shahiludio coutmentia“ (an- 
paginiext: p. 34/35). Den Hinweis auf diese Stelle vexdanke ich Heim 
Prof. Dr. Bnska-Heidelberg. 

8) Zeitsehr f mathem. u. naturw. Dnterr. 47, 1916, p. 277. Siehe- 
fiber den genannten arabischen Schriffcsteller auch C. Brockelmann, 
„6esch. der arabischen Litteratur“, Bd. n (Berlin 1902), p ^1 — 33. 

4) Siehe H. Gaidoz (nach J P Le-wis) in Mdlusine, t. HI, col. 27S 

—274 
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ZaM der Personen 15 + 15 ist tuid gleichfaUs uach 9 abgezShlt 
wird xmd demzufolge die AnordnuDg, die der portugiesische Ka- 
pitan ganz die uns bekannte ist. Eine andere singbale- 

siscbe Erzablnug beziebt sich auf die Belagening der Stadt Kandy 
durdi die Portugiesen. Die Belagerten soUen, am Ende ihrer 
Krafte, den Vorsehlag gemacbt baben, die Peindseligkeiten ein- 
znstellen tmd die Entscbeidung des Kampfes dem Lose zn tber- 
lassen. Aueb bier kommt es nnn — naeb einer DarsteUxm^ging 
dieser Vorsehlag von den Kandyem, naeb anderer von den Por- 
tugiesen aus — , zur Anwendung nnseres Kunstgriffes, und die 
Stinune des Sebicksals spriebt in bekannter Weise zugunsten 
deijenigen Partei, die den Vorsehlag gemacbt bat. Sebr merk- 
wfirdig ist, daJB in alien diesen iUlen die Zahl n der Personen 
abereinstimmend = 15 -f- 15 und ebenso die Zabl d, naeb der 
abgezahlt wird, bbereinstinunend 9 ist. Da dieser Sp^ialfaJl 
n — 30, <2 = 9 aus keinerlei GrOnden eine Bevorzugung vor an- 
deren verdient, so fubrt die bbcbst auffallende tJbereinstimmung 
mit ITotwendigkeit zu der Annabme, dafi .diese versebiedenen 
tJberlieferungen des Orients und Okzidents nicht unabbangig 
Toneinander smd. 

SeblieBlicb liefert aueb der aufierste Osten, die Literatur 
Japans, uns einen Beitrag zu unserem Tbema, ja einen Beitrag, 
der, Tne wir sehen werden, in ganz besonderem MaBe unser Inter- 
esse verdient. Als der bedeutendste Vertreter der alten autoebtbo- 
nen japaniseben Matbematik, die die Japaner, im Gegensatz zu 
der modemen, vom Abendland ubemommenen und mit „Sugaku'‘ 
bezeiebneten Matbematik, „Wasan'‘ nennen, gilt anerkannter- 
maBen Takakazu Seki (1642 — 1708) und als dessen bedeu- 
tendster Schuler wiederMurabideAraki^) (1640 — 1718). Dieser 

1) Zu diesen Namen sei bemerkt, daB man in Japan, wie in China, 
den Voxnamen bin ten den Familiennamen setzt, doch ist bier m diesem 
Buebe dberall die bei uns gebrUucblicbe Stellunggew9<blt. Zu er\7S.bnen ist 
welter, daB die Scbreibweise der Eigennamen und besondeis der Yomameu 
im Japaniseben bisweilen mit groBen Scbwierigkeiten veikn€pft ist, aus 
denen es sicb erklart, dafi als Yomame Sekis naeb modemer Ausspiacbe 
des Ideogramms „Kowa“ angegeben wird, w3>brend er sr. Zt., wie oben 
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feeilfce die hoheren Gregenstande, die er in Sekis Schule kennen- 
gelexnt tmd getrieben hatte, in 7 Teile und schrieb darflber das 
berulunte Werk SampS-schicbibnscbo oder ,,7 Biicber Matbema- 
tik% ein Werk, das nicht veroffentlicbt, vielmehr nur den besten 
nnd vertrautesten Sclinlern mitgeteilt und im iibrigen gebeim- 
gebalten wurde. Von diesen 7 Biicbern bat das 5. den Namen 
Sandatsu-kempu und bebandelt in seinem ersten Teile ein Pro- 
blem, das mamakosan oder Stiefkinder-Problem heiBt und das 
in Arakis bzw, in Sekis Passung im wesentlLcben so lautet^): 
Ein reicber Landbesitzer batte von seiner ersten Frau 15 Kinder 
nnd von seiner zweiten gleicbfaUs 15, zusammen also 30 Kinder. 
Die zweite Frau batte nun den Wunscb, daB einer ibrer leib- 
licben Sobne ihrem Manne in seinem Besitz folgen mocbte, 
und sie macbte dem Gatten daber folgenden Vorscblag: AUe 
30 Kinder sollten sicb in einer gewissen Ordnung im Kreise 


gescfarieben, Takakazn gesprochen sein dfixfte. Aus denselben Griinden 
^rMlt Sekis oben genaimter Schuler Araki, der tibrigens (s oben) etwas 
alter als der Lehrer ist, bald den oben angegebenen Vomamen, bald 
wieder den: Son-yei (s T Mika mi, „Th© development of mathematics 
in China and Japan'S Lpz- 1913, Introductory note, p VII/VIII). Da 
aufier dem gewohnlichen oder familiaren Vomamen jeder auch noch einen 
feierlichen JSfamen hatte, so best man neben SekiKowa nnd Seki Ta- 
kakazu bisweilen auch noch Seki Schinsuke. — Von dem hoben An- 
aehen, das der Name Sekis ubrigens auch im heutigen Japan noch ge- 
nieBt, zeugt die Tatsache, daB der beruhmte Mathematiker nenerdings, 
200 Jahxe nach seinem Tode, durch Dekret des Mikado vom 15 Novem- 
ber 1907, noch in einen bestimmten, hOheren Bang der Hofordnung ver- 
aetzt mirde. 

1) Siehe Tsurnichi Hayashi, „A brief history of the Japanese 
mathematics^* (eine freie, verkurzte und vielfach verknderte ijbersetzungs- 
ausgabe von T End 6, „Dai-Nippon Sugaku-Schi** [Gesch der japanischen 
Mathematik], 1896 Tokyo), Nieuw Archief voor Wiskunde (2) 6 (1905), 
p. 348 n. 347; s. a von demselben eine Abh. in T0ky5 Sugaku-Butun- 
gakkwai Elji-Gaiy5 (Proceedings of the TOkyd Mathematico- Physical 
Society) 3 (1906), p 198, hier zugleich eine Unrichtigkeit aus dem Enonc^ 
des Problems der erstgenannten SteUe berichtigt. Siehe auch David 
Eugene Smith und Toshio Mikami, „A History of Japanese Mathe- 
matics** (Chicago 1914), p. 82/83; dort (p. 84^ Anm, 2) ist als der japa- 
nische Name des Problems ubrigens angegeben. ,,Mameko-date.*‘ 
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anfstelleii, uud nim soUte abgez^t werden, wobei jedesmal der 
Zelinte ausgescliieden werden sollte. Der ztiletet Dbrigbleibende 
soUte der Erbe des Vaters werdea. Der Gfatte ging auf den Vor- 
scblag ein, tmd bei der Ansfdbrung des Verfiahrens ergab sich, 
dafi znnacbst 14inal bintereinander stets eia Stiefkind aue^e- 
scbieden wnrde. Es waren jetzt also nnr nocb ein Stiefkind nnd 
die 15 leiblicben Kinder der Mutter fibrig. Da glaubte die Mut- 
ter, daB der Sieg den Ibrigen bereits sicber sei, und in di^er 
festen Erwartung scbien es ihr ganz gleichgiiltig, wie weiter ge- 
zablt wflrde. Sie flng also bei dem allein nocb bbriggebliebenen 
Stiefkinde Ton neuem an zu zablen, zablte jedoeb in umgekebr- 
ter Bicbtung als vorber.^) Wieder wurde natOrlieb, wie rerein- 
bart, jeder Zebnte ausgescbieden, und dabei ergab sicb nun das 
ilberrascbende Besultat, daB naeheinaaader alle 15 leiblicben Kin- 
der der Mutter von dem Lose getrofien wurden und somit das 
eine Stiefkind als Erbe ausging. 

Docb Seki und Araki sind keineswegs sebou die fr&besten 
Matbematiker der altjapanisehen Wissenscbaft, die sich mit dem 
„Stiefkinderproblem“ bescbaftigt babeu, vielmebr ist hierfQr 
nicbt nur, aus der unmittelbar vorhergebenden Zeit, Muramatsus 
Werk „Mantoku Jinko-n“ (1665) zu nennen-), sondem es liegt 
aucb nocb aus dem ersten Drittel des Jabrbunderts ein positires 
Zeugnis bierfur in dem „Jinko-ki" von Yoscbida*) vor. 

1) Die Hinkehrang der Richtung ist ubngens matbematisch irrele- 
vant; denn, da auSer dem einen Stiefkmd unr noch leiblicbe Kinder 
nbrig sind, die Abzkhlung aber bei dem Stiefkmd begmnt, so bilden 
die ubrigen Personen, die 15 leiblicben Kinder, im Sinne unseres Pro- 
blems eine einbeitliche unterschiedslose Menge, bei der es offenbar 
gleicbgultig ist, in welcbem Drehungssinne sie durcblanfen wird. 

2) Siebe Smitb und Mikami, 1 e. p 80 u 81 (Pig. 25) Der Ver- 
fasser heiBt Muramatsn (Kndayu Mosei) und mcht Matsumnra, 
wie mancbe scbreiben; s. Smitb u. Mikami, p. 77, Anm. 1. 

S) Siebe Smitb und Mikami, 1 c. p 80, der Verfasser, Scbicbi- 
bei K5yu Yoscbida, lebte von 1598 bis 1672 (s Smitb und Mikami, 
1. c. p. 59 u. 62). — Der beste japaniscbe Kommentar dber das Problem 
ist ubrigens ein Werk von 1774: „Sandatsu Kaigi“ von Sadnsnke 
Fnjita (s. Smitb u. Mikami, 1 c p 84, Anm 2). 
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Dieses letztgeuaimte; im Jahre 1627 gescliriebeiie Werk, dessen 
Titel bedeutet; ,,Abbandltm.g uber Zahlen tou den groBten bis 
zn den kleinsten“^), ist die alteste beute bekannte nnd erbaltene 
japaniscke Schrifb fiberhaupt, in der unser Problem vorkommt. 
Ans ibr batte Seki gescb6pfb; allerdings sagt er dies nicbt ans- 
drUcklicb, sondem gibt fiir das Problem als Quelle nur alts 
"Oberliefeiung an.®) Wie -weit das Problem tatsacbbcb zuriick- 
gebt, wird wobl beute niebt mebr festzustellen sein; die t)ber- 
Heferung •wiH zwar wissen, daB es bereits zu den Problemen 
Micbinoris gebort babe^ dessen Werk in die'Zeit von, 1156 
bis 1159 faUt.3) 

Ein neueres japaniscbes Werk, eine i. J. 1808 veroffentlicbte 
Matbematiklebre you Matuoka, spricbt das Problem in etwas 
anderer als der obigen Passung ans Wir dQrfen uns darauf be- 
scbranken, die Abweicbungen kurz anzugeben: Nacbdem — in- 
folge der besonderen, von der zweiten Ebefrau angegebenen Auf- 
stellung der 30 Kinder im Kreise — bintereinander 14 Kinder 
erster Ebe dnrcb das Abzablverfabren ausgescbieden sind, erklart 
das letzte Kind erster Ebe: „Wenn so weiter gezablt wird, werde 
iob gleicbfaUs versobwinden; icb verlange, daB anders verfabren 
wird; dieses Mai beginne die Abzablung bei mir!" Es gescbiebt, 
und nun warden aMe 15 Kinder der zweiten Ebe ausgescbieden^ 
und das letzte Kind erster Ebe beerbt den Vatesr. Zur Illustrierung 
des Vorgangs bringt das japaniscbe Werk ein Bild, das wir bier 
als Pig. 1 wiedergeben*): Die weiBgekleidetenPeisonen sollen die 

1) Sielie Smitb tind Mikami, 1. c p 60 

S) Smith und Mikami, 1 c p. 84 

3) Siehe Smith und Mikami, 1. c. p. 84 und dazu p. 17, sowie 
Mikamis ohen zitiertes Werk von 1913, p. 179 

4) Die SiOproduktion erfolgt hier nach ,,Congr&B miemational des 
orientaJistes. Compte rendu de la premi&re eession“, Paris 1873, t. I 
(.Paris 1874), p. 295 Dem dort ver6ffentlichten Vortrage von Le Valloia 
(^capitaine**) entnahm ich anfler dem Bild anch die ohigen Angaben hber 
das Werk Main okas; den Hm-weis auf diesen sonst in der einschl3,gigen 
Literatnr nirgends zitierten Tortrag, der hbiigens in seinen sonstigen 
Angaben nber die Geschicbte nnleres Problems moht als maBgebliob 
gelten kann und vrobl aucb nicbt gelten will, verdanke icb einer ubrigena 
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Pig. 1. 


Kinder erster, die sch.warzgekleideten die ^weiter Bhe sein. Auf 
dem Banner des sdiTvarzen Bannertragers stett gesclirieben: 
„Von Mer aus nach. links!“ In der Tat: Beginnt man bei dem 
scbwarzen Bannertrager, gibt man ihm also die Nummer 1 und 
gebt man, Ton ibm aus geseben, „nacb linbs“, das beiBt dureblauffc 
man den Kreis im Drebungssinne des Ubrzeigers, so sebeiden bei 
dieser Aufstellung zunacbst 14 Weifie aus.^) Wftrde man nun 
in derselben Art fortfabren, so -wurde beim naebsten Male der 
15. und letzte WeiBe — es ist der weiBe Bannertrager — aus- 

Bchon oben erwahnteu lehrEeichen Notiz des Herm Gustaf EnestrSm, 
Bibl. math., N F. Vll, 189S, p S2 

1) Der besseren 'Dbersicht halbez sei hier die Aufstellung un- 
seres Bildes schematisch wiederholt: 2 S , 1 W , 3 S , 6 W., 2 S., 
2 'W., 4 S., 1 W , 1 S., 8 W , 1 S , 2 W., 2 S , 1 W. (S. = SchTrarz, 
W. = Weifi) Die Aufstellung ist naturlich mutatis mutandis dieselbe 
wie die bei Hans Sachs (S. 133). 
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geschiedeiL ■^erden. Auf seinen Einsprucli^) hm beginnt aber 
jetzt die weitere Abzahlung bei ibin als !N"r. 1, und iaun werden. 
der Reihe nacb aUe 15 Scliwarzen ansgesclueden^ so daB der 
weiBe Bannertrager als gluckHclier Erbe librig bleibt. 

tTbrigons bat ancb diese ProblemfassTmg imd diese lUnstrie- 
nixtg Matuokas ibre Vorlaufer; zum mradesten weist das frei- 
licb nicht viel altere Werk von Kenryti Miyake: ^Schojutsu 
Sangaku Zuye^^ (1795) ein bei Smitb nnd Mika mi (1. c. p. 82: 
Fig. 26) wiedergegebenes Bild anf, das ganz in der Art des nn- 
seren geialten ist®) nnd das deutlicb zeigt, daB aucb dieser 

1) Unserer Quelle zufolge bedeutet die Inscbrift auf dem Banner 
des weifien Bannertragers ; „Sodann von hiex aus nacb recbts!‘* Die 
Worte „nacb recbts“ sind, die ricbtige tJbersetzung vorausgesetzt^ im 
grunde uberdussig, da es auf den Drebnngssinn nicbt mebr ankomnat 
(vgl Anm. 1, S. 139). 

2) Die Abbildung weist auBer den $0 Kindem aucb nocb, auBer- 
balb des Ereises stebend und entsprecbend gr5Ber gezeicbnet, die beiden 
Bltem auf. Im iibrigen imterscbeidet gie sicb aber, wie gesagt, von der 
nnseren nicbt sonderlicb, ist jedoch, wenigstens in der form, wie sie bei 
Smitb und Mikami vorkommt, fdr xhren Zweck leider wenig geeignet, 
da sie den Unterscbied zwiscben scbwarzen nnd weiBen Personen teil- 
weise nicbt deutlicb genng bervortreten l^Bt, wobei icb es dabingestellt 
sein lassen muB, ob dies ein febler der Origmalfigur des japaniscben 
Werkes von 1795 Oder der Reproduktion von 1914 ist. “Oberbaupt kann 
icb bier bei alter Belebrung, die icb diesem Abscbnitt des Smith- 
Mikamiscben Werkes verdanke, die Bemerkung nicbt unterdrucken, daB 
in diesem Abscbnitt in mancher Beziebung eine bessere und klarere 
DarsteUung sicb unscbwer batte orreicben lassen So wurde icb p 83 
das Diagramm so gedrebt baben, daB es mit den Piguren 25 und 26, 
deren Yeranscbaulicbung es dienen soil, vbllig barmomert DaB in den 
nacb den Werken Muramatsus und Miyakes reprodnziexten Figuren 

* 25 und 26 die Farbengebung gerade die entgegengesetzte ist (in der 
ersteren sind die Kinder erster Ebe durcb scbwarze, die zweiter dnrcb 
weiBe Kreise, dargestellt — s. a. p 82, Anm , sowie das Diagramm p 83 — , 
wabxend sie in der zweiten Abbildung ebenso, wie auf unserem Bilde 
nacb Matuoka, also in den umgekebrtenflFarben, gezeicbnet sind) batte 
wobl irgendwo ausdruckbcb bemerkt werden sollen. Ebenso vermisse 
icb for den zweiten (unteren) Teil der Fig. 25 (p. 81) eine Angabe iiber 
dessen Bedentung, die ich, falls die Figur nicbt etwa mit Feblern be- 
baftet ist, nicbt zu erkennen vermag (die im Innem der Figur stebenden 
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Autor (Miyake) das Problem genaa in der bier soeben gegebenen. 
Fassung, also in derselben 'wie das Bncb Ton IBfatiioka, nabm. 

Ob man nun die erste oder die zweite Fassung des Problems 
zugrunde legt, in jedem Falle baben wir aucb bier, bei dem japa- 
niscben Problem, das Prinzip des Abzablens und des Ausscbeidens 
der Zebnten; freilieb bat das Abzablrerfabren bier die Besonder- 
beit, dafi es diskontinuierlicb ist, aus zwei Tersebiedenen Prozessen 
bestebt. Merkwtlrdig mutet uns besonders an, aucb bier als 
Zabl der im Kreise aufgesiellten Personen wieder unsere 30 zu 
fluden. Warum, so fragen wir uns, aucb bier diese Zabl? Warum 
gerade 15 Kinder lus jeder der beiden Fben, eine Zabl, die docb 
selbst in einem diirob Kinderreicbtum ausgezeicbneten Lande 
sicb ungewobnlicb ausnebmen mufi? Auf den ersten Blick liegt 
daker die Annabme nabe, es bestebe ein Zusammenbang zwiscben 
diesem japaniscben Problem und einer der mideren, vorber Ton 
uns besprocbenen Spielformen oder Legenden aus Abend- oder 
Morgenland. Aber aucb nur auf den ersten Blick durfen -wir 
diesen Eindruck baben ! Betrachten wir die Frage i^er, nebmen 
wir sie unter die matbematiscbe Lupe, so kommen wir sogleicb 
zu der tlberzeugung, dafi die Japaner bier durcbaus auf eigenen 
Fiifien steben. Originell ist scbon das aufiere Gewand des Pro- 
blems, origineU. ist insbesondere die Zweiteilung des Abzabl- 
verfabrens, und originell ist vor allem die zugleicb etbiscbe und 
matbematiscbe Pointe, dafi das in der sicheren Erwartung des 
Sieges abgebrocbene-) und darauf von neuem bei dem einen 


japaniscben Worte, die moglicherweise die Losung des Batsels geben, 
werden naturlich, wie mir, anch zahlxeicben anderen Lesem nnverstand- 
lich sein) 

1) Diese Vermiitimg wud m der Tat geauBeit im BoUettino di 
bibliografia e stozia delle scienze matematicbe 9 (1906), p. 69, Anm. 1. 
Aucb Le Yallois nimmt dies anscbeinend an (s. 1 c p 297). Eine Ab- 
bSingigkeit zwiscben den Yorkominnissen des Ostens nnd \Yestens nebmen 
anscbeinend aucb Smith und Mikami (p. 84) an, lassen es aber unent- 
scbieden, welcbes yon diesen Yorkominnissen das nrsprfinglicbe sei. 

2) Icb sprecbe bier von der ersten der beiden oben angegebenen 
Problemfassungen als der nacb meinem Wissen aJteren '&biigen8 wfirde 
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Stiefkinde begonneiie Abzahlverfahren aUe leiblicben Kinder 
ansscheidet tmdjgerade das eine Stiefkmd als Sieger hervorgehen 
laBt. ITiebt jede Zabl namlieb ist geeignet, dies Postulat zu be- 
fri Adig ATi, Liegfc bereits fest, daB die Abzahlung eine Dezi- 
miemng sein soil — die Wabl gerade der Zabl 10 kann tins 
niebt absonderlicb amnnten nnd beweist jedenfalls nicbts ffir 
Oder gegen die Abbangigkeit von alteren Vorbildem — , so fflbrt 
eine matbematiscbe ^Tberlegung, die wir in § 6 ausfdbren werden 
nnd deren Resultat wir bier Torwegnebmen, zu der Erkenntnis, 
daB unser Postulat nttr dann erfdllt wird, wenn als Zabl der 
leiblicben Kinder eine der Zablen der folge&den Beibe gewahlt 

■wird: 1, 15, 21, 70, 226 In alien diesen Fallen also, d. b. 

■wenn die Zabl der leiblicben Kinder 1 oder 15 oder 21 oder 70 
nsw. ist, aber aucb nur in diesen Fallen, fabrt das bei dem einen 
fibriggebbebenen Stiefkinde begonnene Verfabren der Dezi- 
mierung gerade zum Siege des Stiefkindes. Nun ist aber der 
erste Fall der Beibe, daB namlieb nur ein leibbebes Kind ror- 
banden ist, triyial und obne Interesse, und Ton den dbrigen 
Zablen der Beibe ist 15 bereits die kleinste, also die for die 
Wabl geeignetste. Naobdem nun aber so dem Postulat der ^uf- 
gabe gemaB die Zabl der leiblicben Kinder auf 15 festgesetzt 
war, lag es nabe, die Zabl der Stief kinder, obne daS dies freilieb 
notwebdig war, ebmisogroB anzunebmen. 

So besteben also bier bei dem japaniseben Problem fiir die 
Zabl 15 reqi. filr 30 gewiebtige innere Gxiinde, wabrend diese 
Zabl in aU den anderen Fassungen unseres Spiels oder Problems 
reebt willkdrlicb war. DaB die Japaner in der Lage ■waren, die 
bier erforderlicben tjberlegungen anzusteUen, verrat bereits erne 
betraebtbebe Einsiebt in die matbematiscbe Tbeorie unseres 
Spiels. Wenn icb dabei aucb natbrbcb Ton den mogbeben oder 
angeblicben Vorkommnissen aus.der alteren Zeit und ToUends 

mit g^dngea Andenmgen ofEenbar dasselbe von der zweiten Fassung, 
falla diese etwa bei Yosebida sich finden und die Siltere sein sollte, 
gesagt werden duxfen. die matbematiscbe Fointe ist jedenfalls genan 
dieaelbe nnd die etbisebe eine ganz Sbnlicbe 



Das JosephsspieL 


145 


'von, Michinori (12. Jahrlnmdert) absehe, so darf Tnn.n doeli 
scbon nach dem, was naeb dea Arbeitsin. spraehkundiger Bisto- 
riker positiv festznsteben scheint, annebmen, dafl, falls niebt 
scbon Toscbida (1627), so dock jedenfalls Muraznatsu (1665) 
und yollends Seki die matbematiscbe Theorie unseres Spiels 
ikrea Hauptzdgen nacb bereits iir Ihreni geistigen B^itz ge- 
babt tind insbesoadere, wenn ancb in eine fur uns tmgewSW- 
liche Form gekLeidet, ein fiir nnser Problem wesentlicbes Re- 
knrsionsgesetz gekanut baben, Yon dem nocb zu sprecben. sein 
wird (S. 168/L69, s. a. S. 164) nnd das im Abendlande meines 
Wissens znerst Ton Leonbard Euler entdeckt; und 1776 ver- 
ofPentlicbt yrurde in einer Abbandlung, die Euler im Jabre 1771, 
also ein reicblicbes Jabrbundert naeb Muramatsus Werk, mehr 
als 60 Jabre nacb Sekis Tode;, der Petersburger Akademie Tor- 
gelegt batte.^) Eine Beeinflussung aucb der spateren japuiiscben 
Hatbematik durcb die Abbandlung Eulers ist um so mebr aus- 
gescblossen, als diese, unter einem niebtssagenden Titel rer- 
steckt, selbst in Europe bis beute fast imbekaimt geblieben zu 
sein scbeint.®) DaB umgekebrt von einer Beeinflussung des . 
Abendlandes durcb Japan aucb dann wobl nocb keine Bede sein 
konnte, wenn die nicbts weniger als verburg^e Autorscbaft 


1) „ObseryationeB circa novum et smgulare progL’essionum genua^S 
Novi Comment. Academ. Petropol. 20, 1775 (1776), p. 123 Fur das Ex- 
hibitions datum s „Briefwechsel zwischen C G J. Jacobi und P. H. von 

herausg. von P. Stackel und W Ahrens (Leipzig 1908), p 99. 
Nr. 166. 

2) So konnte es kommen, daB noch in unseren Tagen P G Tait, ,,Oii 
the Generalization of Josephus’ Problem“, Proe. of the Royal Society 
of Edinburgh 22, 1897/99, p. 166 — 168, z. T. dieselben Betrachtungen an- 
fltellte wie Euler schon getan. Ebenso hatte H Schubert, der eine 
eingehendere mathematische Theone unseres Spiels begriindet hat (1896; 
s hier §§ 3, 4, 6), von dem Yorhandensem der Eulerschen Abbandlung ofFen- 
bar keine Ahnung Ich wurde auf diese Abbandlung Eulers, die man in 
der eiuschl^gigen Literatur uberhaupt nirgends beriicksichtigt findet, vor 
einigen Jahren durcb Herm Gustaf EnestrOm in Stockholm, den Yer- 
fasser der neuesten und besten Euler-Bibliographie, anfmerksam ge- 
macht (vgL aucb das Yorwort zu Bd. I, S Y). 

AlLrens , Mathem Unterhaltangen 3 Aufi. IL 


10 
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Miotinoris (12. Jathili.) als historisclie Tatsache feststande, 
braucheu wir angesiclits der ganzeu altereu Handsoluriften-Ijite- 
ratur des Abendlandes, insbesondere der Einsiedeler Handsohrifb, 
gamiebt zu erwalmeii 

Wir gelangen somit zu dem Biesnltat, dafi unser Eimststiick 
Oder Tinser Spiel oder Problem, wie wir es nennen woUen, min- 
desteus zwei verseHeden© Q-eburtsstatten gebabt bat.^) Die ein© 
davou ist Japan, wo aucb zuerst der Eern einer matbematiscben 
Tbeorie des Spiels gefunden wurde; dabei miisseii wir es tinent- 
scbieden sein lassen, ob die PragesteUung des „Sti©f]dn.der- 
problems'* aus dem japaniscben Volksleben. berans sicb entwiekelt 
bat, oder ledigbcb eia selbstgescbaffenes Problem der Matbe- 
matiker darstellt. Abgeseben von dieser ganz selbstandigen 
Entwicklung in Japan scbeinen dagegen alle sonstigen Formen 
nnseres Knnstgriffes oder unserer Legende, wie wir sie in 
den verscbiedensten Teilen der Alten Welt angetroffen haben, 
imtereinander verkniipft zu sein; mag nun Josepbus der 
Held der Legende sein oder Abrabam ben Esra oder gar 
der HeiHge Petrus, mag das Abzablprinzip im Spiel der 
niederdeutscben Kinder oder m mebr oder minder beglaubigten 
ErzS-blungen aus Ceylon oder Agypten uns entgegentreten, mag 
von Cbristen und Juden, von weiBen und scbwarzen Soldaten, 
von Muselmannern und XTnglaubigen, von listigen Zecbbrfidern 
im Wirtsbause dann die Rede sein, mag der Name Josepbsspiel, 
Smikt Paders Lek, Judenersaufespiel, Problem© de Cab'gula oder 
sonstwie lauten, aUe diese und andere Varianten scbemen Aste 
und Zweige desselben Baumes zu sein. Freibcb, wo wir dessen 
Wurzel zu sucben haben, ob in Europa oder ob sie etwa arabi- 


1) Adolf Bastiau hat die Tatsache, daB nicht selten bei vex- 
schiedenen Volkem, bei denen eme gegeaseitige BeeinBussnng ansge- 
acbloBsen zu sem scheint, die gleichen geiatigen oder mateiiellezi Er- 
mngenacbaften aich finder, emmal den Satz vom „gleichaztigen Menachen- 
gedanken** genannt, nnd durch ihn iat der nicht gerade gldokliche 
Terminus vom „V(Jlkergedanken“ in die Volkerkunde eingefiihrt vrorden; 
a. S. Ghnther, „Ziele, Riohtpvmkte und Methoden der modemen VOlker- 
kunde“ (Stuttgart 1904), p. 16 u. 49. 
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soten Oder jfidisclien Ursprungs ist, wer vermoclite das bei einer 
fiber ziab.ezu gauze Alte Welt seit Jabrbunderten verbreiteten 
Spielerei wobl zu sagen?^) 

§ 2. Smpirisoh.e Zifistmgezi. imd Merlcvexse. 

Durcb einfacb.es Probieren laBt sicb die Anfgabe unseres 
Spiels ffir jeden konbreten Pall natfirlicb leicbt Ifisen, und ffir 
den am baufigsten Yorkommenden, den der 15 + 15 Personen 
mit Abzahlung nacb 9, ist die Losung, d. b. die Stellung, bei der 
durcb die Abzablung nacb 9 gerade die 15 Personen der einen 
Kategorie ausgescbieden werden, oben bereits mebrfacb ange- 
geben.*) Wir rekapitulieren sie bier, indem ■wir die am meisten 
Torkommende Pinkleidung, die Yon den 15 Christen und 15 Tfir- 
ken, zugmnde legen, frie folgt: 

4 Chr., 5 T., 2 Ghr., 1 T., 3 Gbr., 1 T., 1 Cbr., 2 T., 2 Obr., 3 T., 
1 Chr., 2 T., 2 Cbr., 1 T., 

eine Anordnung, ffir die ja eimge Handscbnften den Vers 
Quattnor et pentas, duo monas tres laias tmns 
Hinc dias ambo, trias, Tmus duo et duo monas 

als mnemotechniscbes HUfsmittel geben, wobei man sicb nur zu 
merken hat, da6 die erste Zabl sicb auf die „Cbristen" bezieht 
und die Abzablung bei dem ersten dieser zu beginnen bat. 

Docb noeb Yon emer anderen Art you MerkYersen baben 
wir bier zu sprecbon, solcben, die in einer dem TJneingeweibten 
unYerstandlicben Gebeimsprache sprecben und die daber. dem 
mystiscb-magiscben Cbarakter unseres Kunststiicks entspreebend, 
bierffir begreiflicberweise mit ganz besonderer Vorliebe auge- 
wandt sind. Der Dmstand, daB in den bier fiir die Aufstellung 
zu gebenden Rezepten, wenigstens ffir die gewobiilich Yorkom- 
menden Palle, eine groBere Zabl als 5 nicbt auffcritt fs. die Yor- 

1) Auch Moritz Stem Schneider, m der schon mehrfach (s S. 121, 
Anm 1) zitierten Abhandlimg, p. 124, enthalt sieh jeder MutmaBung in 
dieser Beziehung. 

2) SchematiBch S 121 und ISO, m lateinischen Versen S 123/124, 

und 127 — Fur den nhchsthSiufigen Fall: w •= 16 16t d = 10, ist die 

Losung S. 1S3 (Hans Sachs), sowie S. 141 nebst Anm. 1 dort, gegeben. 



148 


Kapitel XT 


stehende lateinische Merfcregel resp. das vorhergeliende LSsunga- 
scliama), ermogliclit es^ die vorkominendeii Zahleii; d. h. 1, 2, 3, 
4, 5, duroh die Vokale a, e, i, o, u aazudeuten, so also, da6 der 
Vokal a eine 1 bedeutet, e eine 2 usf. Da batten wir denn also 
fur den uns gelanfigen FaU. der 30 Personen mit AbzaHung 
nach je 9 fur die tlblicte Anordnnng folgende Vokalreibe: 
oueaiaaeeiaeea. 

Diese Vokale sind nun leieht zu ruerken, wenn sie zu eiuem 
Verse, etwa dem folgenden, verflocbten werden: 

Non dam pena minas a te declina degeaa. 

Die Vokale dieses Verses geben uns dann der Reibe nacb die 
erforderlicbe Aufstelluug der 15 Christen und 15 Tfirken an: 
4 Cbristen (o), 5 TQrken (u), 2 Obr. (e), 1 T. (a) usw. 

Icb babe diesen Vers, der aus einer Mtinobener Handscbrift^) 
des 15. Jahrbunderts stammt, vorangestellt, da er meines Wissens 
das alteste Vorkommnis dieser Art ist. Eine Variants von ibm 
ist der folgende Vers,, der sicb gleicbfalls in der Literatur®) 
findet: Nondum poena, mina ad te deolinat 6 Eneas. 

(oe = e; 6 zablt nicbt). 

Bekannter ist der folgende, der sicb z. B scbon bei dem bereits 
erwabnten Leureobon findet®), aber jedenfalls nocb alter ist: 

Popnleam vitgam mater tegina ferebat. *) 

1) Oodex lat Monacensis Nr. 14809 resp. 14908; s. M. Curtze, 
Bibl. mathem. (2) 8 (1894), p. 116 tmd Abbandlungen zur Gesoh der 
Mathepi., Heft 7 (Supplement zur Zeitschr f Math u. Phys., Bd. 40), 
1895, p. 112, Anm Die Signatur des Oodex ist an den beiden Stellen 
eine yerschiedene, "wie bier angegeben; wahrscheinlich ist die erste Zahl 
verdxuckt and die zvreite — 14908 — die riehtige (M Curtze hat aus 
dem Codex 14908 noch andere VerSffentlichungen Torgenommen). 

2) loh entnehme den Ters dem schon (s, S. 130, Anm. 1) zitierten 
Buche von Tylkowski (Ausg. 1690, p 196), wo er — falsohUch — far 
den Fall einer Abzahlung nach 10 angegeben wird 

3) In der oben (s. S 134, Anm 2) zitierten Ansgabe von 1627 : p. 16. 

4) Oder „tenebat“, s. z. B. Schwenter, 1. o. (1636), p 80; ebenao 
bei Andreas Sutor, „Latinum Chaos“ (Augsburg 1716), p. 421, -wo 
ftbrigens auoh der Ters selbst als eine Erfindung der „Christen“ bezeichnet 
wird, nach deasen Direktiven sie auf der be-wubten Meerfahrt die Auf- 
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Gleichfalls reclit 'beka^t xmd aus der gleidien Zeit^) nackwei^- 
bar ist der franzosische Merkvers: 

Hi 

Mort, tn ne falliraa*) pas 
En me Hvrant le tr^pas. 

Als deutsohen Vers gibt Schwenter*) den folgenden an; 

So du etwan bist gfalln hart, 

Stehe widr, Gnade erwart. - 

Ein anderer, gewiB neuerer, deutscber Vers lantet: 

Gott BclalTig den Mann in Amalek, 

Den Israel bezwang. 

XJm aucli die bisber nock nicht vertretenen modemen Haupt- 
kulturspracben zu Wort kommen zu lassen, nennen wir noch 
die Merksprucbe: 

From >nnmbers’ aid and art 
Never will fame depart 

Or tu ne dai la pace ei la rendea.^) 

AUe diese Merksprflche nnd -formeln, die sick gewiB nock 
welter vermekren lieBen — selbst arabiscke®) nnd kebraiscke®) 
findet man angegeben — , bezieken sick auf unseren Regelfall: 
30 Personen, Abzaklnng nack 9, Anssckeidnng der Halfte, nnd 

stellnng der 30 Personen bewirkt und somit ihre eigene Rettnng erreicht 
hatten. 

1) Siehe Claude Gaspard Sachet de Mezinac, „Problemes 
plaisans et delectables, qui se font par les nombres“, 2 Ausg , Lyon 
1624, p, 176; aucii bei Leuiechon (1 c ) und anderen 

2) Oder „failliras‘* und ai = a gerechnet 

3) L. c p 80 

4) Siehe G. A Alberti, „I giochi numerici fatti arcanr^ (Bologna 
1747), p 134. 

5) Siehe Thomas Hyde, 1 c. „Piolegomena“ <,p. 36). Die Merk- 
formel lautet transskribiert. D(a)hba^ Ab(a;bga B(a)ba, wo die Buch- 
staben ihren im Arabischen ublicben Zablwerten nacb, d b : a =1, 
b = 2, ^ = 3, d = 4, b = 5, zu nehmen sind und die eingeklam- 
merten nicbt zEblen. 

6) Siehe Scbwenter, 1. c. p. 80; \gl. a. Lucian Muller, 1 c 
p. 221/2, BOwie Av6-Lallemant, „Zur popularen Kabbala“, Vom Pels 
zum Meer 1882 11 (April — Sept), p. 90, Siehe a. bier S. 121/122, Anm 2 
(Anfang u, Ende). 
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^ine gleielie Reicthaltigkeit in Merksprflolien hat aicher kein 
anderer Fall aufznweisen. Der einzige Fall, filr den ich noch 
einen deutschen Merkrers nachzuweisen yennag, ist der uns ja 
glftinTi-fiftHa als recht verbreitet b'ekannte: 30 Personen, Abzah- 
liing naeh 10, Ansscheidung der Halfte. DerMerkvers lautet^): 

Es "war in tins Elend ohn Mass 
Abr Christ hat gendet das. 


Fur diesen Fall werden ubrigens auBerdem noch einige lateini- 
sehe Verse angegeten: 


Oder 

Oder 


Eex angli cum geute boua dat signa serena 
Rex Danicus, regnet ovans, audiat Hebraea 
(au =* a; ae =* e) 

Eegalis uestem plorans Maria ferebat.^) 


Fur andere Falle als diese weiB ich ilberhaupt nur noch 
lateinische Verse aus der Literatur beizubringen; ich merke 
noch die folgenden an: 


Siebe Schwenter, 1. c. p. 81, jedoch dorfc mit der irrtiimlichen 
Angabe, dafi dei Merkrers fdr die Abzahlung nacb 7 bestimint sei; mit 
demselben Irrtum auoh in dem bereits (s. S. 120, Anm. 2) zitierten 
,,Schau-Platz der Betneger“, p 237. 

2) Der erste Vers, in dieser Form gewohnlich angegeben, z. B. bei • 
S oh w enter (1036), jedoch hier mit dem in der vorigen Anmerkung an- 
gemerkfcen Irrtum (Schwenter, Ausg. 1626, schreibt ubrigens- „angLi- 
cum*‘), findet sieh bereits in der oben (s S. 148, Anm. 1) genannten 
Munchener Handscbrifb des 15, JabrhundertB, jedoch mit „Teste“ statt 
^,gente‘‘ (s. Curtze, L c.); Lucian Muller (1. c p 221, Anm 2) gibt 
den Vers in der unrichtigen Fassung „dona“ statt „signa‘* und verweist 
auf das mir nicht zugangliehe und auch durch das Auakunftsbureau der 
Deutschen Bibliotheken nicht nachweisbare „Sertum polyantheum** (Brieg 
1682); einige Autoren, z. B J. J. Res sing in der S 133/134, Anm. 2, ge- 
naxmten Schxift ron 1738, p 68, schreiben: „Rex Paphi‘‘ . ... Der 

zweite (wie auch dcr erste) Yera steht bei Tylkowski, der dritte eben- 
dort, jedoch fehlerhaffe (zweites und drittes Wort vertauscht); die Verse 
stammen offenhar nicht von diesem Autor, vielmehr ist die relatir reich- 
haltige Liste von Merkversen, die er dem Leser bietet, recht kritiklos 
zusammengetragen und mit wesentlichen Fehlem behaftet (vgl. a. 8. 14§, 
Anm. 2) 
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Fur Abzahlung nach 3: 

Ecce amatam sedere amatam fecere ax*aneam meam. 

Fiir AbzaMung nach 6 findet sich ein Vers in der schon 
zitierten Miinchener Handsclu^ des 15- Jahrhunderts : 

Larga dei pietas bene manes omnia papam. 

Fur Abzahlung nach 7: 

Candia dat lites tibi laetas tempore factas 

(ae = e) 

Abdita transmittens vigiles ara exonerabat.^ 

(Hier isr ausnahmsweise die erste Zahl auf die Turken zu be- 
ziehen^ die zweite also auf die Christen, und so abwechselnd.) 

Fur Abzahlung nach 8 folgende 4 Merkrerse: 

Arte parare mea yeniant adiatere sorle.^ 

Pater Adam coeperat m^enia gratiae Veronae. 

(oe und ae = e). 

Ardea scande petram trepidas attingere frontem,*) 

Mater amare vetans per climata gigneret orbem *) 

Fur Abzahlung nach 12: 

Ibant per montes, querebant desidiosa.^) 

A li e diese Verse beziehen sich auf den Fall der 30 Per- 
sonen, und fiir den Pall einer anderen Personenzahl wuBte ich 
aus der Literatur nur einen, und zwar latemischen, Merkrers an- 
zugeben, der anscheinend fur den Fall yon 20 Personen bestimmt, 
jedoch mifigliickt ist.®) Sonst also begegnet uns in den Merk- 

1) Entnommen Alberti, L c p 134. 

2) Beide Verse entnommen dem Buche von Tylkowskx, 1. c In 
dem zweiten Verse heifit es dort „vigilis‘*, aber das Ldsungsschema er- 
fordert ein e. 

3) Aus der mehifach zitierten Munchener Handschrift des 16. Jahr- 
hunderts, dort jedoch am Ende „secte“, wkhrend die Losung ein o er- 
fordert. 

4) Entnommen dem Buche von Tjlkowski 

5) Aus der Miinchener Handschrift des 16. Jahrhunderts 

6) Siehe den letzten Vers, den Tylkcwski m seinem mehrfach 
zitierten Buche npro septimo“ angibt. die Summe der Vokale, jeder 
durch die ihm entsprechende Zahl ersetzt, gibt 20 
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Tersen imnoieT irar der Regelfall der 30 Personen tuid, 'wofern 
wir Tins anf die Merkrerse in lebenden Sprachen besehranken, 
ancb. immer nnr mit der MaBgabe, dafi nacb. 9, allenfalls nacb 
10, abgezahlt wird. Fiir diesen Fall (^^ ==■ 30, df >= 9) existieren 
fr^icb, wie Twir sahen, Merkverse der versohiedensten Spracben; 
sie legen, da diese dentscben, franzosiseben, engliscben u a. 
Sprficbe in der Hanptsacbe gewiB aus dem Volke beraus ent- 
standen sind nnd jedenfaJls weit yerbreitet waren Tind aucb uocb 
sind, ein Zeugnis ab von der groBen Volkstttmlicbkeit, die nnser 
Spiel, etwa im 17. und vorzugsweise, wie es scbeint, im 18. Jabr- 
bnndert, erlangt batte; zum anderen bestatigen die Merkverse, da 
sie alle auf denselben, wenngleicb ans inneren Gbfinden in keiner 
Weise bevorangenswerten Fall n == 30, d == 9 reap. 10 sicb be- 
zieben, die Ricbtigkeit unserer obigen These, nacb der zwiscben 
all den verscbiedenen Vorkommniseen nnd Yarianten, in denen 
nnser Spiel, von der japaniscben Form abgeseben, nns entgegen- 
tritt, das Verbaltaiis gemeinsamen TJrsprungs bestebt. Die zabl- 
reicben lateiniscben Terse werden wir anznseben baben als Er- 
Bndnngen der gelebrten Antoren, die, wie es scbeint, z. T. eineu 
fiirmlicben Sport biermit getrieben baben und dabei denn aucb 
andere Abzablnngskonstanten als 9 reap. 10 bedacbten, von der 
durob Tradition gebeiligten Personenzabl 30 sicb jedocb nicbt 
Oder docb nnr ganz vereinzelt zn emanzipieren vermocbten. 

Alle diese Merkverse ans lebenden, wie toten Spracben be- 
zi^en'sieb, obne daB wir dies immer von neuem bervorboben, 
auf diejenige Einkleidung unserer Aufgabe, die wir am scbneU- 
sten als das Problem der Cbristen nnd der Tiirken kennzeicbnen, 
deren Ziel also die Ausscbeidnng der Halfte aller Personen ist. 
Nimmt man die Aufgabe in der Form der Josepbus-Legende 
Oder als Gescbicbte von den Zecbbrbdem, so bandelt es sicb nicbt 

nm die Frage, welcbe nnter n Personen als die letzten ubrig- 

bleiben, sondeni nnr um die letzte Person nnter alien resp. um 
den Platz, der znletzt bei dem Abzablverfabren getroffen wird. 
Liegt der Platz, den die betreffende Person (Josepbus oder im 
anderen Falle der Wirt) einnebmen soli, bereits fest, so lautet 
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die Frage, wie aojeh sclion S. 134 gesagt ist, so; Wo miifi mit 
dem Abz§.lilen begonnen werden, damit die betrefEende Person 
zuletzt allein dbrigbleibt? Aucb diese Frage ist empiriscb natiir- 
licb leieht zn losen: Angenommea z. B., die ZaMung beginne 
bei A (s. Fig. 2) -and scbreite im. Ubrzeigersiiine fort nnd als 
letzte Person bleibe alsdann O librig, so braucbt man, wenn 
etwa <7 als letzte Persoit Qbrigbleiben soli, die Zahlung nur bei 
T, statt bei A, zn be^nnen, wenn T ebenso weit vor A liegt 
wie tT vor O 
(die Personen 
sollen in der 
Zeicbniing der 
Pig. 2 aequi- 
distant auf dem 
Kreise ange- 
ordnet sein). — 

Liegt der dem 
Anfangspunkte 

A entsprecbende Endpnnkt dagegen etwa in O', so batte man, 
damit J" Endpnnkt wird, die Abzahlung nur in T' zn beginnen, 
wenn T’ ebensoweit binter A wie J binter 0' liegt. 

Es mag bier nocb erwabnt werden, daB ein vor einigen Jabr- 
zebnten paientiertes Spiel auf dasselbe binauskommt, wie unsere 
Aufgabe, wenn aucb das Prinzip dieser dabei nur in seiner ein- 
facbsten Form auffcritt: Fine Anzabl Steine werden m dem 
Kreisring A (s Fig. 3) aufgestellt; der erste wird durcb die 
Offiaung O in den Kreisring JB gescboben, danu der zweite in 
A binter die anderen, der dritte wieder nacb J3 geseboben, der 
vierte wieder binter die anderen von A usf. In JB sollen die 
Steine daiin m bestimmter Reibenfolge erscbeinen; wie mufi die 
Aufstellung in A gewablt werden, damit diese Reibenfolge beraus- 
kommt? Wenn z. B bei 12 Steinen die Anordnung in B sein 



1) Vgl z. B. Res sing, 1. e p 69 — 71. 

2) Reicbspatent Kz. 48927, erteilt an Gymnasiallelirer Heinr. 
Knob el in Berlin 1887, jetzt geloscbt. 
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soil: 1, 2, S, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, so muB man in A die 
Steine anfstellen in der Ordnung: 1, 7, 2, 10, 3, 8, 4, 12, 5, 
9, 6, 11. 

§ 3. Das mathematisolie Problem xiud seine Dmkehruns. 

Bine matlieraatisclie BeTaandlung tinserea Problems -warde zum Ziel 
haben, das empirische, in jedem Einzelfalle von neuem anzuwendende 
AbzEblverfakren dnrcli allgemeine Regeln reap Gesetze zu eisetzen. Es 
istH. Scbnbert gelnngen, erne befriedigende matbematische Erledigung 
des Problems zu finden, und zwar ist er hier^ durcb eine induktiv ge- 
fdndene Erekursionsfoxmel gelangt DenBeweis fur Scbuberts Metbode 
bat dann E. Buscbe in der soeben (Anm. 1) zitierten Arbeit geliefert, auf 
die wir uns im folgendeii vorzugsweise sttitzen werden. Im Grunde finden 
sicb jedocb Tvesentliehe Elemente der Scbubertscben Tbeorie und ins- 
besondere das erwabnte Reknrsionsgesetz bereits^ bei L eon bard Euler^ 
der unserem Problem eine eigene, ja scbon oben (S, 146 nebst Anm. 1 u. 
2 dort) erwabnte Abbandlnng gewidmet bat, deren einleitende Worte 
wir an den Eopf dieses Kapitels gesetzt baben. Diese interessante Ab- 
bandlnng des groiSen Matbematikers mnfi jedocb, wie gleicbfalls oben scbon 
gesagt wurde, so gut wie unbekannt geblieben oder docb vollstandig in 
Yergessenbeit geraten sein. nnd es zeigt sicb bier wieder, wie scbon so 
oft, welcb’ unerscbSpflicbe Pundgrube Eulers Scbriften immer nocb bil- 
den und daB sicb bei ibm bereits XJntersucbungen und Resultate vor- 
finden, die erst sebr viel sp^ter von anderen Matbematikern obne Kennt- 
nis der semigen von neuem angestellt resp gewonnen sind. 


1) Siebe E Buscbe, „tJber die Scbubert’scbe L6sung eines 
Bacbet’scben Problems^, Matbem Annal. Bd. 47, 1896, p. 105, In den 
„ZwSlf Geduldspxelen“ (1895) von H Schubert ist die Lbsnng p. 124 
bis 132 obne Beweis mitgeteilt 

2) “Crbrigens waren — etwa gleicbzeitig mit Schubert — auf die 
im Interm^diaire des matb^maticiens gestellten Fragen 32 und 330 Ant- 
worten von E. Cesaro (t. I, 1894, p 30 — 31), Fratiel (t I, p 31; II, 1896, 
p. 122), Adrien Akar (t. I, p. 189 — 190), Belannoy (t. II, p. 120 — 121) 
und Moreau (t. II, p. 229) eingegangen, in denen sicb die wesentlicben 
Punkte der Scbubertscben LOsung aucb finden. Dagegen vermag ich in 
den neuerdings dort (Intermed., t 18, 1911, p. 110 — 112) in Beantwortung 
von Frage 3103 (s. bier S. 167, Anm. 1) gegebenen Entwickelungen von 
Welscb nicbts zn finden, das nicbt aucb die 3.1teren Arbeiten leisteten, 
und fur praktiscb und fibersichtliob kann icb die dortige Darstellung 
aucb nicbt ansebeu. 
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Das 211 behandelnde Problem in allgemeiaer Passung lantet 
offenbar: 


Eine beliebige AiLzaM ti you Pim&ten^ die maa sieh etwa auf einer 
Kreisperipberie aageordnet deaken moge, ist der Beibe nacb mit den 
ZableiL 1 bis bezeicbnet. Man zablt nnn, bei Ponkt 1 anfangend nnd 
nber Pnnkt ti binans wieder bei Pnnkt 1 fortfabrand^ fortgesetzt bis 
nnd scbeidet jeden Pnnkt von der weiteren AbzS.blimg ans» anf den 
einmal die Zabl d fallt. Die zn beantwortende Frage ist dann: welobes 
ist die Platznnmmer v des Pnnktes, der als der e-te ausgescbieden wird? 

Dabei soli 0<;€^ = n sein; die Zabl e ist naturUcb nnd positiv. 


Znnacbst kebren wir mit Buscbe die Pragestellung einmal um, 
indem wir v als bekannt xmd e als geSucbt ansehen, also fragen: Als 
wievielter unter alien scbeidet der Pnnkt, der die Platznnmmer v tragt, 
bei der Abzdblniig ans? Zdblt man, statt bei Pnnkt 1 anfangend, von 
Pnnkt V — 1 ab in nmgekebrter Bicbtnng^ so dafi also v der zuletzt er- 
reicbte Pnnkt derBeihe ist^ so wird jetzt offenbar die Beibenfolge der ans- 
scheidenden Pnnkte eine andere w-erden; es mnB aber offenbar jetzt der 
Pnnkt n, der ja bei einer nenen, nnserer jetzigen Znblordnxtng eifiliprechen- 
den ITnmerierung die Nnmmer v bekommen wurde, als e-ter Pnnkt ans- 
scbeiden, wie vorber v. Die Punkte sollen dabei znnEcbst ibre nrsprung- 
licben Platznnmmern beibebalten, aber jedesmal, wenn bei dieser Abzdblung 
ein Pnnkt ausgescbieden wird, sollen alle librigbleibenden Punkte von 
nenem numeriert werden, dabei aber der Pnnkt n immer der „Nnllpunkt“ 
fur diese Nnmerierung bleiben, was naturlicb nicbt ansschliefit, daB er 
daneben nacb jedem Umlauf noob seme zweite oder eigentliobe Nummer 
als Endpunkt, die der Anzabl der dann nocb gerade vorbandenen Punkte 
gleicb ist, erbalt, wabrend dagegen der Pnnkt 1 seine Nummer bis zn 
semem Ausscbeiden bebalt. Beim Zablen von v — 1 ans werden min, 
wenn v — I'^^d ist (^^0), bis znr ersten iJberscbreitnng des Null- 
punktes ft Pnnkte, — eventuell also keiner, — ausgescbieden, nkmlicb 
die Punkte v — d, v — 2d, v — ftd; darauf wird dann der Nnllpunkt 
iiberscbritten nnd nun scbeidet der Pnnkt v — (ft + 1) d + ^ 
wo k die kleinste Zabl ist, die diesen Ausdruck positiv macbt (der Null- 
pnnkt bat jetzt als zweite Nummer eben die Nnmmer n — fi) W§»re nun 
zuf^Uig v=s(ft + l)d, d. b. wurde beim ersten Mai scbon der Nnllpunkt 
ausgescbieden, so ware natiirlicb das gesncbte e = ft + ^ ? sonst gebt 
aber die Zablnng fort, indem nun von v — (ft -|- 1) d — ft) wieder 

sukzessive d, 2d. . , abgezogen werden, bis der Ausdruck negativ wird, 
wo dann wieder ein Vielfaobes von der Anzabl der dann nocb ver- 
bleibenden Punkte zu addieren ist und zwar das kleinste Vielfacbe 
dieser Zabl, das den Ausdruck nocb positiv macbt, und so gebt 
dies fort. ScblieBlicb wird aber jener Ausdruck einmal gerade = 0 
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wexden, was danii und mir dana eintritt, wean dex NaDpankt aasge- 
fichiedea wixd. 

Das TerfakTen gestaltet sich hiernacli am bequemeten aacb folgea- 
der Regel ^): 

Man schreihe die Zahlen n, n — 1, n — 2 . • . neienetnander hm und 
setee unter n die ZaM v, unter n — 1 die Zahl v — d, unter n — 2 dte 
2kM V — %d indem man fortgesetzt d sultrdhxert- Sdbald eine dieser 
Differenzen negativ werden wiirde, fiige man zu der vorTiergehenden Zahl 
der unterm jReOte so oft die uber ihr stehende Zahl hinzu, da^^ wemi man 
nun d subtrdhiert, eine ^positive Zahl herausTcommi, die hdchstens gleich der 
ZaM %st, unter die sie gehort. Dieses Verfahren fuhrt schhefilich in der 
unterm Seihe zu der Zahl 27^ull, und die Anzahl der in der unieren JReihe 
stehenden Zahlen bis zu 0 escid ist die gesuckte Zahl e 

Beispiel: 

n — 15^ d=7, v—9 

16, 14, 13, 12, 11, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1 
9, 2, 9, 2, 7, 0. 

Uater n 15 ist v *= 9 geschriebea, Ton dieser 9 wixd ^=7 subtrabiert 
and der Rest 2 danebea gesclixiebea, hierza, da eiae weitere Subtraktion 
von 7 zii einex negativen ZaJal fobren wiixde, die darnberstebende Zabl 
14 addiert und dann 7 sx^btrabiert nsw. Die gesucbte Zabl e ist also « 6, 

§ 4, Obeireilieii. 

In diesem § soil aicbt die weitere Verfolgung uaseres Problems 
nnsere Aufgabe sein, eondern wir wollen bier ein Werkzeng scbmieden, 
dessen wir for die weitere Bebandlung des Problems bediirfen: es smd 
dies gewisse Reiben, die von Scbubext eingefiihrt sind*) und dumb 
Busebe eine allgemeinere Poxm erhalten baben. Wir defimeren als erne 
„Oberreibe mit dem Anfangsglied a, dem Summanden 5 und dem Quotien- 
ten 3 “ folgende Reibe: 

(a, e, a) = [a] , [(s •+ [a]) g] , [(s + [(s + [a]) g]) g] . , 

wo «, s, g iigendwelcbe reellen Zahlen sind und durcb [a:J, falls cc eine 
ganze Zahl ist, diese, sonst aber die zu x n^cbstgrd^ere ganze Zahl 
charakterisiert werden soli, so zwar, daB eckige Klammern fortan nur 


1) Siebe Busebe, L c p. 106. 

2) Solcbe Reiben finden sicb aucb — unabbbngig.von Schubert — 
in den sebon exwahnten Noten von Ces^ro (Intermediaire des matbe- 
maticiens, t. I, 1894, p. 30 — 31) und Pranel (ibidem t. I, p. 31; t II, 

p. 122). 
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in dieser Bedeutung gebranolit warden sollen^), w^lirend runde die ge- 
w5hnliche Bedeutung der Blammem beibehalten. Erne Oberreibe bestebt 
biemacb aus lauter ganzzabligen Grliedem und zwar in dem fur uns 
eigentlicb allein in Betracbt kommenden und daber hinfort in der Begel 
stillscliweigend angenommenen Palle, dafi a > 0, s^O und a > ^ 
lauter positiven, best^ndig zonebmenden ganzen Zablen Fur diesen Fall 
gilt aucbf dafi, wenn man die Beibe der Differenzen je zweier aufeinander- 
folgender Griieder bildet, die Zablen dieser Beihe jedenfalls nicbt ab- 
nebmen. Ist t n§imlicb irgendein Grlied der Oberreibe^ so ist das dar- 
auffolgende [(s + wonacb die Eicbtigkeit unserer Bebauptung dann 
leicht zu erkennen ist. So lautet^z. B. die Oberreibe 

(l, 8,^^) = 1, 6, 12, 20, 31, 46 . . . 

== 2, 8, 4, 6, 8, 11, 16, 20 . . . 

Wir stellen nun zunS^^st einige Satze uber Oberxeihea auf, tou 
denen wir spHter Gebraucb macben werden: 

Z. Zu jeder Oherrexhe (a, s, lassen sich stets unendlich nUHe andere 
Oberreihen mit demselhen Quotienieyi so angeben, da/S die Griieder der e$nen 
Heihe um dieselhe konstante ZaJil grdfier sind als die entsprechenden drier 
oinderen, also die Different zwisckenje zwei Gliedern tn der einen Meike die- 
selbe ist wte die zicischen den entsprechenden einer anderen. JEJine solche Ober- 
reihe la fit sick btlden mit heliehtg vorgeschrieheneyn Anfangsglied FUr den 
Fall einer Feihe mit ganzsahJigemSummanden s und einem Quotienten vofi der 
d 

Form g = -= (d ganzzahhg) Id fit sich eine solche ziveite Oherreihe 

df X 4 

mit bediebig vorgeschy ieheyiem ganzzahhgem Summanden^ also auch inshe- 
soyidere mit dem Summanden 0, bilden; in diesem besoyideren Falle (Sum- 
mand OJ sind die GUeder der ziveiten Methe uyn d s grdfier als die ent- 
^prechenden der ursprmiglichen, 

Es seien (u, s, g) und (A^ 8^ g) zwei Oberreiben mit demselben 
Quotienten g; ea werde [^] — [a] = x und s — S = y gesetzt. Dabei mag 
der Einfachbeit balber A als die gr^fiere der Grofien A^ a und x somit 
als positiv vorausgesetzt werden. Alsdann smd, so behanpten wir^ die 
Glieder der einen Oberreibe aUe um die konstante Zabl x grdfier als die 
der anderen, wenn x und y der Bedingung genugen: 



1) Da Yerwecbselungen bier ausgescblossen sind, akzeptiercn wir 
diese von Busch e angewandte Bezeicbnungsweise, obwobl ja sonst, wie 
aucb in diesem Bucbe an einigen Stellen, unter \x\ die der Bed i n g ung 
lx] ^ a: < M + 1 gentigende ganze Zabl verstanden wird 


und — ein zweites Beispiel — ^2, 0^ 
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Sind nSLmlicli t nnd t' irgend zwei anfemanderfolgende Glieder der einen 
imd T' die entsprechenden Glieder der anderen Oterreilie, d. h. also 

= + 

T'=-[(T + 5)^] 

rad 1 st far die Glieder t rad T die Differenz noch wie bei den 

beiden Anfangsgliedem der Reihe, also so ist 

T'= [(« 4- aj + 5f)a;] = [(« + « + « — y)q] 

TUid der obigen, fur so nnd y bestebenden Bedingnngsgleichnng wegen; 

T'= [(# + « + - 1 ) 2 ]. 

also, weil x seiner Definition nacb eine ganze ZabI ist. 

T'= [(i + g] + a: = f 4 - ic, 

d. h dann unterscbeiden sicb anch die nachstfolgenden Glieder noch um 
die konstante Zabl x; far die Anfangsglieder beider Reihen war dies 
nun aber der Pall und damit ist es also allgemein bewiesen x und y 
sind nur einer Gleichung unterworfen, so zwar, daB x offenbar beliebig 
ganzzahlig rad damit das Anfangsglied der zweiten Reihe iiberhaupt 
ganz beliebig angenommen werden darf, so daB also Oberreihen, deren 
Glieder gegenuber den entsprechenden der urspnmglichen jeden ganz- 
zahligen Untersohied aufweisen, jedenfalls moglich sind, — Dabei ergibt 

sich aUerdings eventuell fCir unsere GrbBe 8^ s — ^ ein nega- 

tiver Wert, so beispielsweise, wenn wir zu unserer obigen Oberreihe 

(1, 3, I) = 1, 6, 12, 20, 31, 46 . 

eine zweite dieser Art, d. b. mit gleicbem Wacbstum der Glieder fort- 

2 

schxeitende, mit dem Anfangsgliede A = 100 — verlangen* Alsdann 1 st 

o 

[-^i] = 101 , X also s=s 100 and S— — 22. Die verlangte zweite Oberreihe, 
deren Glieder trotz des negativen „Suianianden“ best'andig wachsen, ist 

(100 |, — 22, = 101, 106, 112, 120, 131, 146 , 

Die Gheder sind also durchweg um 100 grbBer als die der ersten 
Oberreihe. 

Ist speziell g = - (d eine ganze Zahl), ein Pall, der spater fiir 

ras besondere Bedeutrag erlangcn wird, so lautet unsere zwiscben x 
rad y bestebende Bedingungsgleichung : x = dy^ so daB zu jedem ganz- 
zabligen y, also insbesondere bei ganzzabligem $ und beliebigem, wenn 
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mix ganzzaliligem S , sich stets ein ganzzahliges x ergibt. Fur S = 0 
ist insbesoudere x= ds Damit ist Satz I vollstkndig bewiesen 


U. Zu*einem hehebigen tmechten Bruch = — (m u/nd p lelaUv 

JP 

p 9 'tm) lassen szdh stets m — p Zahlen aus der Methe 1, . * . m — 1 so a/us-- 
wahlen, dafi^ wenn man mit dtesen m — p Zahlen als Anfangsgliedern arith- 
metiscke Bethen von der JDifferenz m hildet wnd darauf m%t all&n Zahlen 
dieser arithmetischen Beihen als Anfangsgliedern Oberreihen vom Quotienten 


a = ^ und dem Summanden 0^ alsdann %n der Oesamtheit dieser Obei- 

^ p - - 

reihen jede ganze Zahl ein-^ aher auch nur emmal vorJcommt, *) 

Bei ganzzahligem a ist das erste Glied unserer Oberreihe (a, 0, 


die Zahl a selbst, und das zwexte Glied ist 6 = — J* Diese Gr6B© h 

k5nnen wir nns aus a so gefanden denken, dafi zu a * 9n ©ine Zahl k <C,p 
so addiert wird, daB a-m + ^ = Omodjj wird; alsdann ist & = * 


Umgekehrt ergibt sich a aus h wieder, indem von 2> p eine Zahl To<C,p 

subtrahiert wird, so daB b p — X=0 modm ist; alsdann ist a — • 

m 

Man sieht hieraus sofort, daB beide Opeiationen — die „ursprungliche“ 
und die „inverse“, wi© wir sagen wollen, — eindeutig sind, daB aber 
die letztere nicht notwendig ausfuhrbar ist, daB dies vielmehr nur fur 
diejenigen Zahlen b der Fall ist, deren p-faches einen Rest mod m gibt, 
der <^p ist, Wir wollen solche Zahlen emmal „reduzierbare“ und die- 
jenigen, deren jp-faches mod m einen Rest >p laBt, auf die also die in- 
verse Operation nicht anwendbar ist, „unreduzierbare“ nennen, Man 
sieht sofort, daB von zwei mod wi kongruenten Zahlen entwedei beide 
reduzierbar oder beide unreduzierbar sind Werden also alle Zahlen in 
m arithmetische Reihen, jede Reihe von der Differenz m, angeordnet, so 
wird jede dieser Reihen entweder nui reduzicibare oder nur unreduzier- 
bare Zahlen enthalten Die Trennung derselben ergibt sich nach dem 
bereits Gesagten folgendeimaBen: Man nehme die Zahlen 1, 2 . . m und 

bestimme die kleinsten Reste ihrer ^-fachen Werte mod w?, die ja, da 
m und p relativ prim vorausgesetzt wurden, ein vollstUndiges Restsystem 
modm bilden; dann Find diejenigen Zahlen, fur die diese Iteste 0, 1, 


1) Dieser Satz wurde fur den Fall m — 1 zuerst von Schubert 
(Mitteilungen der mathem Gesellsch zu Hamburg, Bd. Ill, 1891 — 1900, 
Nr. 6, 1896, p 224) ausgesproohen und dazu von Buscne der Beweis ge- 
liefert (ibid, p 226 f). Die obige allgemeinere Form ruhrt von dem Ver- 
fasser dieses Buches her (Zeitschr fur Math u. Phys. 40, 1896, p. 246) 
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*** P — 1 sind, die Anfajsgsglieder der arithmetischen Reilaen der redu- 
zierbaren, die w - — p anderen dagegen die Anfangsglieder der arithme- 
tiscben Reihen der unrednzierbaren Zablen 

Beruckaicbtigt man, dafi jede redtizierbare Zahl durcb ein- oder 
mebrmalige Anwendnng der inyersen Operation bei deren Eindentigkeit 
anf eine bestimmte xinrednzierbare Zahl fohren, sich also dnrch ein- Oder 
mehrmalige Anwendung der nrsprunglichen Operation aus einer unredu- 
zierbaren Zahl ergeben so sieht man, daB, wenn jede Zahl dieser 

m — p arithmetischen Reihen unreduzierbarer Zahlen zum Anfangsglied 
einer Oberreihe vom Qnotienten g und .dem Snmmanden 0 genommen 
wird, in diesen Oberreihen znsammen jede Zahl der Zahlenreihe gerade 
einmal vorkommen wird. 

Den so bew^esenen Satz wollen wir noon knrz dnrch ein Beispiel 
illnstrieren nnd vahlen hierfor: tn — 7, p — 6. Da die 5-fachen Werte 
der Zahlen; 

1, 2, S, 4, 5, 6, 7 

nach 7 die kleinsten Reste. 

6, 3, 1, 6, 4, 2, 0 
ergeben, so" liefern die Reihen 

1, 8, 16, 22, 29, 36, 43, 50 . . . 

4, 11, 18, 25, 32, 39, 46 . . 

aUe xmrednzierbaren Zahlen Diese Zahlen mnB man daher zu An- 
fangsghedem von Oberreihen nehmen, nm jede Zahl der naturliohen 
Zahlenreihe gerade einmal zn erhalten, wie nachstehende Tabelle der 
Oberreihen dies fur das Intervall von 1 bis 50 zeigt. 

1, 2, 3, 5, 7, 10, 14, 20, 28, 40 

4, 6, 9, 13, 19, 27, 33 . . 

8, 12, 17, 24, 34, 48 . . . 

11, 16, 23, 33, 47 . . 

16, 21, 30, 42 • . . 

18, 26, 37 . . . 

22, 31, 44 , 

26, 36, 49 , 

29, 41 . . 

32, 45 . , . 

36 .. 

39 . 

43 .. 

46 
60 . 
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§ 5. I>ie Buscliesolie IiSsung dee matlxeiaatis<dxen. Problems. 

m 

Ans dezu in § 3 (S. 156} angegebenen Schema, das dort dex Ermitte- 
Inng von e ans v diente, aber offenbar nmgekehrt anch der Bestunmnng 
von V zn gegebenem e zu dienen vermag, leitete E. Bnsche mit Hilfe 
des Begriffes „Obexreihe“ den folgenden Satz her: 

Die Nummer v des JPwnlctes^ der unter n JPimkien bei Aheo^ikmgen 
his d cds der e-’te aitsseheidet, tst gleich dem JIberschufi Txm de-\-± fiber 

das gro/Ste Glied der Oberreihe ^1, n — e, > cias noeh hleimer ads 

die 1 ist. 

In dem Beispiel des § 3, fur das ja w = 15, d = 7 wpx imd e — b 
zn v=d ermxttelt wurde, wtbrde also die Oberreihe 

(l, 10, 1) = 1, 13, 27, 44 . . 

in Betracht kommen; das letzte Grlied dieser, das noch kleiner als 
de-^ 1 =3S ist, ist 27 und der tTberschnB von 36 dber dieses = 9, so 
daB also nach dem vorstehenden, vorraufig noch tmbewiesenen Satze 
Bnsches sich — nmgekehrt wie m §3 — *»;=s=9 zu e=5 ergeben 
wurde — Sprechen wir im folgenden von den beiden Beihen des in § 3 
gegebenen Schemas, die nicht mit unseren „ObeiTeihen‘^ verwechselt 
werden diirfen, als der „Reihe I“, worunter wir die obere, und der 
,,E>eihe II‘% 'womnter wir die nntere der beiden verstehen, so ergeben 
sich, wenn wir jetzt — statt wie dort von v — von e als gegebener 
Grdfie ansgehen, die Zahlen der Reihe II ans denen" von I offenbar 
in der Weise, dafi man imter die Zahl (n — e) von I zun^chst 0 
schreibt nnd dann hierzn von Zahl zn Zahl in der Richtung von rechts 
nach links je d addiert, wobei jedesmal, wenn die Zahl von 11 groBer 
als die daruberstehende von I werden wurde, die letztere so oft von der 
ersteren abzuziehen ist, bis die Zahl der Reihe II gleich oder kleiner 
als die daruberstehende von I, aber 0 ist. Dabei scheint zunachst 
noch jedes Kritenum zu fehlen, das uns ermoglichte, von vomherein, 
d h. ohne Ausfuhriing dieser einzelnen Operationen, anzugeben, welche 
Zahlen von I hierbei zu subtrahieren smd, bzw wie oft dies mit den 
einzelnen zn geschehen hat; jedoch werden wir sehen, dab jedes Glied 

unserer Oberreihe ^1, n — e, ^ ^ Falle unseres Beispiels also 

der Oberreihe ^1, 10, um ihr Anfangsglied 1 vermindert, gerade 

gleich der Snmme aller derjenigen ans der Reihe I genommenen Zahlen 
AlLreas, Mathem Unterlxaliuiigen 3. Au£L II 11 
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ist, die in dem dortigen Schema — von rechts nach links gerechnet — bis 
zn der betarefEenden Stelle insgesamt schon snbtxahiert sein mdssen, 
damit man das betrefEende GHed der Beihe II bekommt. Danach g^be 
nns die obenstehende Oberzeihe nnserea Beispiels also an, daB zun^chst 
(rechts) in dem zngehSrigen Schema 13 — 1 «= 12 subtrahiert wird, was 
auch tatsachlich der Pall ist (7 + 7 — 12 ==« 2) ; das nachste Glied der 
Oberreihe^ veimindert nm 1, also 26, g§.be tins die Snmme dieser 12 
nnd der daun zu subtrahierenden Zahl, d. h. also 14, was wiedemm 
xinser Schema best'^tigt Man branchte also nnr die Diflferenzen von je 
zwei anfeinanderfolgenden GHedem der Oberreihe zu nebmen und erhielte 
so alle Zahlen der Beihe I, die subtrahiert werden mussen, damit die 
Zahlen der Beihe 11 erhalten werden Sind I Differenzen der Oberreihe 
hintereinander = so wurde dies bedeuten, daB das Z-fache der Zahl k 
der Beihe I zu subtrahieren ist. Ba nxm in unserer Oberreihe das erste 
Glied mit sich selbst naturlich die Bifferenz 0 hat, andererseits aber, 
wenn wir in der Beihe n auch noch die 0 unter dem (n — e) der Beihe I 
mitrechnen, jedenfalls unsere Aussage fur diese erste BiBEerenz der Ober- 
reihe erfiillt ist, well ja von der 0 in II stets 0 zu subtrahieren ist, so 
liegt es nahe, den Versuch eines Beweises durch SchluJB von n auf n + 1 
zu machen 

Wir wollen und diirfen daher annehmen, daB man die Bifferenzen 
der Oberreihe bereits bis zu der Zabl n — e + 1 der Beihe I exkl. in 
flbereinstimmung mit dem Verfahren des § 3 gefunden hat (1 ^ 1), Bie 
Zahl der Beihe 11, die fur den Platz unter n — c + 1 bisher berechnet 
ist, sei in dfer Form d*l — (t — 1) geschrieben, weil ja d bereits 1-mal 
addiert ist; dann ist t — 1 die Summe aller bisher subtrahieirten Zahlen 
der Beihe I, also nach unserer Annahme t das betreffende Glied der ja 
nut 1 begmnenden Oberreihe. Wir haben nun zwei Falle zu unter- 
soheiden, n^mlich 1) daB man, um das betrejffende Glied der Beihe II 
zu bekommen, n — e + 1 ein- oder mehrere Male zu subtrahieren hat, 
und 2) daB eine solcho Subtraktion nicht stattfindet Dabei soil es in 
dem ersten dieser Falle, den wir jetzt zunachst behandeln wollen, un- 
entschieden bleiben, ob bereits eine ein- oder mehrmalige Subtraktion 
von n — e + X erfolgt ist ; wir setzen nur voraus, daB die fragliche 
Zahl jetzt immer noch groBer ist als n — c + also jedenfalls mm- 
destens noch einmal um diese Grofie verkleinert werden muB, so daB 
offenbar also, wofem unser Satz nchtig ist, das nachste Glied der Ober- 
reihe, d. h , 


um n — e + ^ grdBer als t sein muBte. 
dann ist, weil ^ offenbar = u 


Wir setzen nun t—d(% — 1) + r ; 
+ ganzzahligem u ist. 
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^n-e + t + [r ^ -t±d^- A) + 


1 ’ 


7 JL 1 *) H t <? —J-- ^ 1 "f- 

Silso t # =s ^ ^ — |- X — 1 — ^ I — — — ^ ^ — I j 

nnd es haadelt sicli somit nur noch xun die Bestimmung dieses Klammer- 
ausdracks, der sicli, wenn xmsere Bekanptaiig V — n — e + >L riclitig 
sein soli, = 1 ergeben mfLEte. £s ist huil nacb. uusexer Annahme 

dX (jt — 1) n — — “ e — F X 


Oder 


dX — |— 1 — d(X — 1) •— T Yi X 


Oder d'^n — e-^% — 1-1~j 

Ajadererseits ist der grdfitmdgliche Wert von dX — (t — 1), namlicb dann, 
wenn n — e + X noch gar nicht subtrahiert ist, gleich dam recbts vor- 
hergehenden Glied der Beihe IT, vermehrt nm d; das vorhergehen.de 
Glied der Beihe 11 ist aber — e~\-X — 1, also 

d X — — f t — 1) ^ ft — 6 — j— X — 1 —j— d 
Oder d + l — r<w — e + X — l + d 

l<n — g-l-X— l-f-r 


Der Wert n — e-f-X — 1 r liegt mithin zwi^chen den Grenzen 1 und d, 
und zwar mit EinschluB der unteren Grenze 1 und mit AnsschluB der 
oberen Grenze d; dann ist aber 


— e + X — 1 + r 


]-• 


womit fur nnserea ersten Unterfall der gewunschte Beweis erbracht ist 
Man £ndet also jedenfalls die in Reihe II unter n — + 1 stehende 
Zahl mittelst der Oberreihe und zwar, indem man das groBtt^ Glied 
derselben, das noch C^dX+l ist, von dX + 1 subtrahiert M dieses 
Ghed etwa also 0 dX + 1 — <.n — ^ + X, so ist, da di© Diffe- 

renzen zwischen zwei aufemanderfolgenden Gliedem der Uberreihe jeden- 
falls nicht abnehmen (s, S. 167) und die Differenz zwischen und 
dpkn vorhergehenden Gliede bereits =w — e + X ist, das auf 

folgende Glied der Oberreihe, n§>mlich mindestens um // — f* -j- X 

grSBer als es wurde also 
dX + l—t^^^^^ 


1) Die dort gemachten Voraussetzungen a = 0, ^>0, ^>1 sind 
ja for unsere Oberreihe erfuUt. 


11 
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schon n^atiy reap, hdclistens ~ 0 sein nud, wenn man andererseits das 
yorhex^ehende Glied nahme, die Differenz 

+ 1 — ^ — e + X sein. 

Gelien wir jetzt zu dem zv^eiten der beiden UnterfSiUe xiber, dafi 
n§.inlich das mit Hilfe des Gliedes t der Oberreihe noch licbtig bestimm- 
bare Glied der Beibe n, d. b. also dX — (i — 1), scbon kleiner als 
n — e + X iflt nnd dafi man dann nocb ^ 0 weitere Glieder der Beibe n 
dnxcb einfacbe Addition von d bieraus bilden kann, obne eine der 
daruberstehenden Zablen abzieben zu mnssen, so daB also nnter 
9Z — € 4" X 71 — 6 "j” X -f" 1 • • ^ ** ^ “f” X -f“ C 

die Zablen 

dX + l—t d(X + t) + l—t, . d(Z + ff) + l — 
zn setzen sind, dafi aber das dann folgende Glied 

d(X+c+l) + l~t>n — e+ X-f-c + 1 

ist, so wird unsere Aufgabe offenbar dann besteben, zu zeigen, daB das 

anf t folgende Glied unserer Oberreibe gerade um n — e 

grdBer ist als t Nennen wir dasselbe wieder so haben wir, wie oben: 

0-^X — 

t — t = n — e + X — l + L"- ^ — 1 J 

Ntm war ja d(X 4-<y) + l — 

jedocb d{l + 6 + l) + t--‘t'>n — e + X + a+l 

Diese beiden Ungleicbungen nebmen aber, da ^ = d(X — 1) + ^ gesetzt 
war, die Form an: 

d (<y 1) — — € ~j— X — 1 -|— T 

■and + — e -\-X — 1 +^7 

also d(<F+l) — G^n — e+X — 1-1- r<; d{G 4-2) — g — 1 
oder {d — X) (o’ *4“ 1) 4” 1 — g 4** ^ ■*“ 1 ■4” — i) “I” 2) 4“ i ? 



d. h t' — t = n — c + ^ + o+l 

Damit ist oflFenbar der Beweis far die Eichtigkeit des Buscheschen 
Satzes geliefert 

1) Im Vergleich mit dem Schema in § 3 ist hier die Reihenfolge 
der Glieder gerade die mngekehite, also hier von linTra naoh rechts ge- 
Bchxiehen, was dort von rechts nach links folg^ 
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§ 6. Das VeTfslizen Sob-uberts. — Die Diitersuoh.tmgexL 
Eulers imd Taits. 

Znr Bestunmtuag der ZaM v axis der Platzniunmer e ge^raucbt 
E. Bnsclie, “wie wir im vorigen § sahen, die Oberreihe 

(l, 

loei dieser Besidimnung waren wesentHcli die Unterschiede z^schen den 
benachbarten Gliedem der Oberreihe, xmd wir kdnnen daber anf Grand 
unseres Satzes I in § 4 (S. 157) nns diese Oberreibe ersetzt denken durcb 
eine andere, deren aufeinanderfolgende Glieder dieselben BifTerenzen 
babeu, bei der aber der Stuuinand den fur die Hiecbnung beqnemsten 
Wert 0 bat. Nacb dem erwEbnten Satze ist dies die ObeSbibe 

^d(fi — e) -f- 1, 0, ^ * 

Da alle Glieder jetzt um din — e) grower sind als zuvor, so werden 
wir nicbt mebr, wie im vorigen §, den tJberscbnB von de -f- 1 fiber das 
grdfite, nocb nnterbalb de-f-1 liegende Glied der Oberreibe, sondern 
jetzt den von 

de 1 d{n — e) == d w -|- 1 

fiber das gr5Bte Ghed der Oberreibe, das nocb unterbalb dieser Zahl 
liegt, zu bilden baben. Wir erhalten so folgende weitere, von Scbnbert*^) 
angegebene Yorscbrift: 

J^ie Nummer v des JPunktes, der aus n Puttdcteu durch Ahsahlen 
"bts d ads der e-te aussclieidet, ist gleich dem I 'herschu^ van dn + 1 Uher 
doLB grofite Glted der Oherretke 

+ 0 , 

das noch Jdeiner als dn^l tst. 

Ffir unser obiges Beispiel ^ = 15, d=7, e=5 ist also die Oberreibe 
( 71 , 0 , g) = 71, 83, 97, 114 . . 

zu bilden, und das grOBte, unterbalb 1 = 106 liegende Glied, also 

97, unterscbeidet sich biervon um 9, so daB wieder v — ^ sicb ergibt. 


1) Siebe Scbubert, „Zw6lf Geduldspiele** (1895), p 129/130; 
Buscbe, Matbem. Anna!., Bd 47, p. Ill 
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*Wenn es sich um die Bestmuntuig der Wexte v zu den versoliie- 
denen e = 1, 2, , . n bei demselben d bandelt, so sind hierfar mitliin 
die Oberrciben 

m, 

zn bilden; in jeder ist dann das grdBte Crlied aufzusnclien, das nocb 
Tinterhalb der for alle diese FdUe gleiohen Zahl dn + 1 Hegt, und dieses 
alsdann jedesmal von dn >f- 1 zxi snbtrabiexen. Als Postulat ergibt sicb 
also, daB in diesen Oberreihen jedenfalls die Zablen dn^ dn — . 

— 1 ) alle gerade eininal anftreten milssen, da ja jeder der 
n Funkte bei dem Abz^ihlverfabren einznal ansscheidet In der Tat wissen 
wxr nach Safcz II des § 4 (S 169), dafi in diesen n Oberreihen jedenfalls 
schon alle Zablen von 1 bis dn inkl. eininal, aber ancb nnr einmal, vor- 
fcommen. — Zngleich sieht man ancb, daB, wenn eine dieser Zablen dn — 
i = 0 , 1, . {n — 1), in eiuer Oberreibe anftritt, sie dort ancb die grbBte 

nocb unterbalb dn -j- 1 gelegene Zabl ist Die n3>cbate Zabl der be- 

treffenden Oberreibe 'vrkre nkmlicb — t) J , nnd dieser Ana druck 
besitzt semen kleinsten Wert offenbar dann, vrenn % seinen grSBten 
Wert bat, d. b. filr i = n — 1 Dieser kleinste Wert von J 

far i^n — 1 ist aber, wie eine einfacbe Becbnung zeigt, bereits dn -f- 2 
— Dies zur Yerifikation des vorstebenden Scbnbertsoben Satzes! 

Es mag femer nocb daranf bingewiesen werden, dafi fiir einen be- 

sonderen Fall, nkmlicb d«=2, nnsere Oberreibe {^dn — e) + 1 , 0, 


eine gewdbnlicbe geometriscbe Reibe wird, weil dann 


ganzzablig, 


namlicb = 2, wird. 

Die dnrob den obigen Satz Scbnberts gegebene Methode znr Er- 
mittelnng der Platznnmmer v zn gegebenem e ist die ursprimglicb von 
Scbnbert gefnndene, die dann Bnscbe den Weg zu seinem Yerfahren 
gewiesen bat.*) Schubert wiedemm ist zn ibr, wie schon oben bemerkt 
wnrde, dnrcb ein indnktiv gefnndenes Rekursionsgesetz gelangt, das sicb, 
wie schon oben gesagt, bereits bei Enler findet nnd das sicb jetzt a 
posteriori leicbt folgendermaBen ergibt: Bezeicbnen wir das zn den 
Werten n, e, d zugebonge v dnrcb e, so wird die Bestimmnng 
nnseres v nacb dem obigen Satze von Scbnbert dnrcb die Oberreibe 

(d(« -«) + 1, 0, 


1) Es komnat nur der dort m Anm 1 erw^Jmte Spezialfall : to — p = 1 
des Satzes in Betracht. 

2) Sieke Busche, 1. c. (Math Ann.), p. 112 
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geleistet, Dieselbe Oberxeihe ^ehorfe aber aucb zu €+1, d) 

Tind aUgemein zu v(n + d)^ nur daB man^ um + 1, c + 1, d) 

zu finden, das betreffende Glied der Oberxeihe uicht von dn -f- 1 , son- 
dem von d(n+l) + l abzuziehen hat, so daB ffir y(n+ 1, c + 1, d) 
sich zun2,ohst also jedenfalls ein Plus von d gegenuber e, d) ergibt. 
Da nun die Oberreihen for v(n^ e, d) und d) uberein- 

stimmen, so sind also die Zahlen n — ^ — ^ + 2? ^ hi dem 

Sinne des in § 3 gegebenen Schemas in beiden Fallen gleich oft abzu- 
ziehen, nur endigt in dem zweiten Falle die Iteihe 1 links erst mit 
statt mit und es ist daher xa5glich, daB auch diese Zahl noch ein- 
Oder mehxere Male abzuziehen ist, mithin in der Oberreihe jetzt noch 
ein spateres Glied in Betracht k3-me als zuvor Es ergibt sich hiearaus 
ofTenbar, daB 

c -f- 1, = c, d) d — c(?^-j-l) 

ist, wo £ eine ganze Zahl ^0 ist. 

In Worten ausgesprochen, bedeutet diese Eekursionsformel: 

Die Numortier v des Pm^ies, der wder n Pimkten dureh AbzdMen 
Ins d als der e~te aiisscheidet, gibt, wenn man d dojiu addiert %md, foiUs 
diese Summe grower als n -j- 1 %st^ letztere Zahl so oft suhtrdhiert, dafi ein 
positiver Pest < -f- 1 hleibt, die Nummer v des Punktes, der tmter n -{-1 

Pimkten dutch Absdhlen bis d als der (e + lyte ausscheidet 

Unser obiges Beispiel hatte uns gezeigt, daB als 5-ter Punkt unter 
15 durch Abzahlen bis 7 der Punkt 9 ausscheidet, wir sehen hieraus 
jetzt sofort, dafi unter 16 Punkten durch Abzhhlen bis 7 als 6-ter Punkt 
der Punkt 9 4“ ^ = 16 ausscheidet 

Noch einige weitere Bemerkungen wollen wir an unsere Rekur- 
sionsfoimel knupfen, um so zu zeigen, wie sich die vorwiegend in- 
duktiven Betrachtungen, die der bekannte englische Physiker P. G Tait 


1) Siehe Schubert, „Zwoli Geduldspiele “ (1895), p 125. Bei 
L. Euler (Novi Comment. Acad. Petrop. XX, 1775) siehe — bezuglich 
des Rekursionsgesetzes lux beliebige Werte von e — insbesondere 1. c. 
p. 127/128, Ende von § 6, und p. 132, Eude von § 9. Fur einen, ubrigens 
auch von Euler vorwiegend betrachteten Spezialfall, namlich fur e = n^ 
war das Rekuxsionsgesetz — unabhSngig von Schubert — auch von 
H Delannoy (Intexmed. des mathem., t. 11, 1895, p. 120/121) und Mo- 
reau (ibidem, t. II, 1895, p 229) angegeben worden — Neuexdings 
fuhrte der Pragesteller der Question 3103 im „Intermediaire"% t. XIII, 
1906, p. 190 unsere Rekursionsformel an xmd wunsehte an ihxer Stelle 
ein „dix6kteres Verfahxen*‘; die Antwort kann nur in einem Hmweis auf 
die Arbeiten von Schubert und Busche bestehen 



168 


Kapitel XV 


in eiiier Meinen Arbeit^) iiber tmser Problem angesteUt bat, in den 
Babmen der bier entwickelten Tbeorie fugen: Wenn man fur w «= 8, 
d » festgestellt bat, dab die Pmikte 1, 2, . . 8 in der Beibenfolge 

ansBcbeiden, die in dem Scheina 

351742S6 

12S45678 

% 

dnrch die obere Beibe der Zablen angegeben wird, so folgt nacb unserer 
Beknrsionsformel sofort, dafi for ^ « 9 , B beispielsweise als 5-ter 
ansscbeidet der Puntt, den wir erbalten, wenn wir zu der NTummer des 
jetzt als 4-ter ansscbeidenden, d. b. zn 5, d=B addieren, also Pimkt 8« 
deben wir also von = 8 zu % = 9 bber, so muB das Schema so ge~ 
andert werden, dafi die oberen Zablen all© um 1 vergr56ert und um 
d=B Piatze zykliscb*) nacb recbts verscboben werden; wir erbalten so; 

971462863 
• 123456789 

Die Veiscbiebimg um d Piatze ist ojffenbar illusorisch, wenn d — n-\-t 
ist, da dann jede Zabl wieder auf denselben Platz gelangt wie zuvor. 
Im Sinne unserer Eekursionsformel gesprocben, liegt die Besonderbeit 
dieses PaUes darin, dafi for alle Werte von e das s = 1 zn setzen ist, 
so dafi die Bekursionsformel also lautet: 

(» + 1, « + 1, e, 91 4* 1)^ 

in Worten* 

Der Dmiht, der wvter vnsgesamt n DwfCktm hei AbzaJihmgefifi^ zu 
{n -j- 1) als ausscheidet^ schetdet wnter (9^ 1) JPvmMen, hei Abzah^ 

lungen gleichfads zu (n + 1), als (e -f- t)-ter aus. 

IJocb erne weitere Bemerkung sei an die Eekursionsformel ge- 
knupft; Eine besondere Bedeutung in dem gescbicbtlicben Werdegang 
unseres Problems besitzt, wie wir wissen, die Frage- Welcber Punkt 
bleibt ala letztex Ubrig? Tait und ebenso schon Euler®) stellten sicb 
nun die Aufgabe^ diese Frage aucb fdr grdfiere Werte von n 7xi beant- 
worten, nacbdem man zuvor — bei demselben d — fiir kleinere Werfce 
von n die betrelfenden Platznummern ixgendwie ermittelt babe Aus 
unserer RekurBionsformel folgt sofort. Die Nmnvier v des Pimktes, der 


1) P. Gr Tait, „On the Generalization of Josephus’ Problem^ 
Proc. of the Eoyal Society of Edinburgh 22, 1897/99, p. 166 — 168 

2) Ist man bierbei recbts bis ans Ende gekommen, so f^brt man 
(vgL die Eekursionsformel) links vom fort; ein Platz bleibt dann zum 
Scblufi nocb frei, der fur die Zabl 1 

3) Euler, 1. c. p 134 fT. Vgl. ubrigens auch die Anm. der vorigen 

Seite 
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tmter n JPunkten hei Ahzahlungm' nacSi d dl$ letter iHbrig lile%bt^ gib% um 
d vermehrt umd eventuell vm em VielfaeJies von (n + 1) vermiTtderi^ die 
Nwmnier de$ JPunktes^ der tmter n-\~l JPunkten hei AbsdMungen nae!i d 
cds letsder uhrig }>le%bt. Weifi man z, B. — s. das Sdtiema der vorigen 
Seite — , dafi bei d — Z unter 9 Punkten der Prnikt 1 als letzter nbrig- 
bleibt, so folgt sofort, dafi unter 10 Punkten bei d = Z der letzte Punkt 
1^8=4 ist. Das s unserer Bekur8ionsf<umeI ist bei diesem 'Obergaug 
Ton n zu ^ -4“ 1 Null und wird diesen Wert Tielleicbt aucb noch bei den 
weiteren ‘Obergangen beibebalten. Demgegenuber stelle die Punktezabl 
9 + den ersten Pall dar, bei dessen Erreicbxmg ein von 0 verscMe- 
denes s auftrete; dann ist also unter 9 + re Punkten der zuletzt ubrig- 
bleibende der Punkt 

= — 8 . 

Dieser Ausdruck mufi >0 und <^d sein (ywe er so batten 'wir 

offenbar sebon bei Erreiebung von 9 + (a? — 1) Punkten ein von 0 ver- 
sebiedenes s gebabt), und daber ist Dnter 14 Punkten bleibt 

also Punkt 9 zuletzt ubrig, unter 15 darauf Punkt 5, bei IS Punkten 
Punkt S usw., bis wieder ein e = 1 auftritk Dies gesebebe zuerst fur 
14 dann w3re fur diesen Fall der zuletzt dbrigbleibende Punkt 
2-i-3 y_(14-f = — 12. 

y ist also = 7, d. b. bei 21 Punkten bleibt Punkt 2 zuletzt iibrig So 
gebt man weiter und findet z. B als nachste Stufe, daB bei 31 Punfiten 
Punkt 1 zuletzt dbrigbleibt, darauf. bei 47 Punkten Pnnkt 2, sodann: 
bei 70 Punkten Punkt 1 usw. So entstebt leicbt eine Tabelle, und die 
Zwiscbenglieder sind dann obne weiteres zu erg'anzen. 

Nebmen wir als zweites Beispiel d = 10, so ist zun§.cbst fur w = 2 
offenbar der Punkt 1 der zuletzt ubrigbleibende , daraus folgt dann, daB 
es bei 3 Punkten der Punkt 1 + 10 — 3 3 — 2 ist Setzt man dies Ver- 
fabren weiter fort, so ergeben sich als die zuletzt ubrigbleibenden 
Punkte die in dem folgenden Schema in der unter en Beihe aufgefubrten, 
wkbrend die obere Reihe die betreffende Gesamtzahl der Punkte angibt: 

2 3 4 6 6 7 B 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 

12442578 8 7 o 2 12 7 111 3 13 3 13 1 

DaB gerade der Punkt 1 bei Abzabiiingen nacb 10 der zuletzt ubrig- 
bleibende ist, kommt somit znnachst bei 2 Punkten und dann erst 
wieder bei 16 Punkten, darauf bei 22 Puflkten usw vor Der Fall der 
16 Punkte ist also, abgesehen von dem trivialen Fall der 2 Punkte, der 
kleinste dieser Art, und diesen Fall der 16 Punkte resp der 16 Kinder 
(1 Stiefkind, 15 leiblicbe Kinder) batten wir gerade in dem japaniseben 
Problem (vgl. S. 144), so daB wir bier nunmebr die dort versproebene 
matbematisebe Begrundung fur diese Wabl gerade der Zahl 15 ge- 
wonnen baben. 
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If 

Brneken nnd Lakyrintke. 

JJe croy qy^%l nous faut encor une autre analyse jprojprejneni geometrtgue ou 
ifieaire gut nous ea^rtme dtrectetnent sttum^ comtne Valgelre cxprtme magnttudtrmn. 
liSiBNiz, Brief an Huygens vom 8 IX. 1679 
Schxiften, hexansg. y Gerluirdt, Abt Bd. II, Berlin 1850, 

P 19). 

Der }>eruhinite Letbmtz besa^ utel tmThUGhe JEtnsicbien, toodurch er die Wissen^ 
schaften beretcherie^ aher noch mel grojSere JSnttourfe zu solcheny deren Ausfuhrung 
dte Welt f>cn thm ^orgebens erwourtet hat Ob dte Ursache dartn zu setzen, dafi 
ihtn seme Verstcche noch su unvoVendet schtetien, eine Bedenkltchkeit^ welche ver- 
dtensteoUen Mannem etgen tstj und dte der GeUihrsamkezt jeder Zett tstel schaiz'^ 
bare Fragments entzogcn haty oder ob es thm gegangen tsty wte Soerhave von 
grojSen Ohemtsten vermuihety daJ3 ste ^ers JCunststucke vorgaben, ale wenn ste tm 
Besitze derselben wareriy da sie etgentltch nur %n der 'Oherredung und dem Zu~ 
t ratten su threr Geschickltchheit bestanden, dajS thnen dte Ausfuhrung derselben 
mcht mtfilingeti konnity toenn ste etnmal dteselbe ubemehmen wollteny das vnll tch 
hter mcht entschetden. Zum wemgsten hat es dim Anschetny daj$ etne getoisse ma- 
themcUtseho JDisctphny welche er zum voraus Analystn szttis betitelte und deren Ver- 
lust unier Ander/i Buff on bet Krtodgung der Zvsammenfaltungen der Natur tn den 
Ketmen bedauert haty tookl niemals etwas 7nehry als etn Gedankendtng gewesen set 
’Ks.’SfSy s^'N^n dem ersten Grunde dea Untersobiedes der Gegen- 
den im Baume Werke, heransgeg. v G Hartenstein, II, 1867, 

p, 385. 

Lithnttz promtt uti ccdcul des Situaitons, et tnourut sans nen publier. C^est 
un sujet ou tout rests d fatre, et gut meriterott bien qu’on s'en occupdt 

VANnBBuONDx:, ^Bemarques snr lea probldtmes de sitnation^^ 
M^zn. de PAcad des Sciences (de Paris) 1771 (1774), p. 567. 

Dteser btsher fast ganz brack Itegende Gegenstandy iiber den wtr nur etntge 
Fragmente von Fuler und einem von mtr sehr hochgeschdtzten Geometer Vander^ 
monde mv^ etn ganz neues Feld erojfnen und einen ganz etgenen hochst 

inieressanten Zwetg der erh€d>enen Orofienlehre btlden. 

G.&.TTBS an Olbera, Bxaunselxweig, 12 Oktober 1802 (^Wil- 
helm Olbers Sexn lieben und seme Werke“, berauag v 
C Schilling, Bd II, 1 Abt,, Berlin 1900, p 103} 

Gauss schetnt sich vtel nut dteser Geom Sttns nuch in der allerletzten Zeit be^ 
schaftigt zu hdben 

C G J, Iacobi an P H y Buss, 1848 („Ber Brief wcobsel 
aw Jacobi u. Pua8‘S berausg v P Stg.ckel n. W Ahrens, 
Iieipzig 1908, p 65 ) 

Ftne auJSerordentltche FLoffnung setzte Gauss duf dte Ausbtldung der Oeo- 
metrta SttuSy tn der wette gdnzltch unangebaute Felder sick befdndeny dte durch 
unsern gegenwdritgen Calcul noch so gut wte gar mcht heherrsciht werden konnien 
Sabtobius V WAnTBBSHAXTSBW, „Gau 8s aum Ged&cbtnis8*‘,1866, 

P 88. 

• 

Mti dtesem von Lethmtz y wenn auch vielletcht mcht ganz tn derselben Bedeu- 
tvng, gebraychten Namen [Analysts situs] darf wohl etn Thetl der Behre von den 
steitgen GrgBen bezeushnet tDerden, welcher dte Grofien mcht als undhhdngig von 
der J^ge extstzrend und durchetnander meJBhar betrachtet, sondem von den JIfajS- 
verhdltntssen ganz aJbsehsndy nur thre Orta- und GehtetsverhdUntsse der Unter~ 
suchuTtg unterwirft 

B Bibmabn, „Ijebxsktze ana der analysis situs for die Tbeone 
der Integrale von zwoigliedngen volIstiindigenDifferentialien", 
Joum f Math., Bd 54, 1857, p. 105 Werke, berausg. vou 
H Weber, 2. Aufl. 1892, p. 91. 
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§ 1. Zdnien^steme. 

In diesem tind den folgenden Paragraphen werden ima , be- 
Tor wir zn dem eigentlicben Gregenstande des Kapitdis (§§ 5 — 7) 
kommen, einige sebr einfacbe, ajlgemeinere Betracbtongen aus 
der ^Anal^is sitns^' bescbHtigen mSssen^ einem Gebiete, aa das 
fibrigens scbon Leibniz, me die vorstebenden Zitate besagen, 
gedacbt haben soli, wenn ancb wobl seine Ideen nnd PlSne nicbt 
ganz in derselben Bicbtoxig lagen^) wie das, was man hente 
nnter Analysis situs versteht. 

AIs ein „Liniensystem^' sei definiert eine MqnnigMtigkeit 
von beliebig gefoimten Linien im B>aume von der BescbafEen- 
beit, daB es moglicb ist, von jeder bdiebig aof einer Linie des 
Systems angenonunenen Stelle zn irgendeiner anderen solchen 
Stelle zn gelangen anf einem Wege, der ansscblieBIi(di ans Linien 
des Systems bestebt. Wabrend man im allgemeinen von einer 
Stelle in dem System in zwei verscbiedenen Bicbtongen ausgeben 
kann, sind diejenigen Stellen ausgezeicbnet, von denen ans dies nnr 
in einer oder andererseits in 3 resp. mebr Bicbtungen moglicb ist. 
Wir bezeicbnen diese ausgezeicbneten Stellen des Systems kurz 
als seine „Punkte" nnd zwar diejenigen, die man nnr in einer 
Bicbtnng verlassen kann, als „Endpnnkte‘' nnd diejenigen, von 
denen man in 3 oder mebr Ricbtungen ausgeben kann, als „Eno- 
tenpunkte". Ein System obne Endpunkte woUen wir ein „ge- 

1) Vgl. das vorstehende Woit Jliemanns, sowxe M Deha and 
P Heegaard, „ Analysis situ3“ in Encyklop. der math. Wiss. III. 1, 
j) 154:, Fnssn 2 

2) Diese Bezeiehnung, die u a Lippich, „Bemerkung zu einem 
Satze aus Biemann's Theone der Fanktionen einer Teranderlichen kom- 
plexen Grofie“, Wiener Sitzungsber Bd LXIX, Abt II, 1874, p. 91 ff. ge- 
bzaacbt, erschemt mir zweckmS.biger als die Ton Listing, „Yor8tadien 
zur Topologie“ in Gottinger Stndien, red. von A. B Kriscbe, 1847, 
Abt. I, p. 867 eingefahxte „Linearkomplexion“, da man bekanntlich onter 
„lineazem. Bomplex“ jetzt etwas wesentlich anderes versteht; charakte- 
ristisch and branchbar ware auch „Iiinienkontinanni“. Ein anderer, zn- 
mal von Mathematikem englischer Zunge, gebranchter Name ist „Gxaph‘^; 
vgL dazu Eap, XViU, S. 220/221, Anm 2. 
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schlosseneB'^ neimeii. Geaetisch. konnen wir hiemacb. ein Linieu- 
sysiem offeiibax aucli definieren als eine Manuigfaltigkeit toil 
„Pimkteii*^, die durch beliebig geformte Linien mitemaadei ver- 
bmiden sind, so zwar, daB von jedem dieser ,^ankte“ mindestens 
3 Linien oder aber nur eine ausgeben iind man von einem beliebi- 
gen dieser „Pimkte" dnrcb die Linien des Systems zu jedem an- 
deren ,yPunkfce“ des Systems gelan^en kann. Wir verstehen als- 
dftnn nnter einer „Linie^^ immer iiur das Stuck von einem „PTuikte'' 
des Systems bis zum nacbsten und bezeicbnen einen ,,Punkt^^, 
in dem jp ^ 3 Linien mfinden, als einen Blnotenpnnkt (p — 2)-ter 
Ordnimg und einen solcben^ von dem nnr eine Linie ausgebt, als 
einen Endpunkt. Bestebt ein System nun aus e Endpunkten, 
Enotenpnnkten erster Ordnung, solcben zweiter Ordnung, 
... hi von der (I — 2)-ten Ordnung, so ist offenbar die Anzahl n 
der Linien des Systems gegeben durch die Formel: 


( 1 ) 

-nnbrend 

( 2 ) 


I 




die Gesamtanzabl der „Punkte^^ (End- und Enotenpunkte) angibt. 

Aus der Formel (1) scblieBt man leicbt, daB in jedem 
Liniensystem die AnzcM der JEndpunhte und d&r Knotenpunhte 
ungerader Ordmmg msoMimengmommen stets eine gerade ZaM 
sein nrn^. — Man erkennt dies aucb leicbt dnrcb folgenden 
SdiluB, der fireilicb im Grande von dem aus Formel (1) nicbt 
verscbieden ist: Das Liniensystem der n Linien konnen wir uns 
entstanden denk^ aus n einzelnen, vSllig voneinander getrenn- 
ten Linien; in diesem Anfangszustande besitzen die n Linien 
2« „Punkte“, die samtlicb Endpunkte sind. Nun denken wir uns 
die Linien aneinandergescboben und zwar so, daB scblieBlicb 
unser ^Liniensystem^' entstebt. Dabei geben Endpunkte verloren 
uud entsteben Enotenpunkte. Jedesmal, wenn ein Enotenpunkt 
von gerader Ordnung entstebt, gebt eine gerade Any-abl End- 
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pxmkte TerlorezL Da die Zahl der Sndpiuikke nun aTi-fa.TiglT<»Ti 
gerade (= 2n) war, so wSrde sie, wenn nur Knotenpunkte ge- 
rader Ordnung entstelien, auch gerade bleiben. Jedesmal aber, 
wenn ein nigerader Knotenpunkt entstebi^ z. B. ein Elnotenpunkt 
von 5 Linien, so venscbwinden — so woHen wir sagen — zu- 
nacbst 4 Bndpunkte, aUgemein also eine gerade Zabl von Ihid- 
pxuikten, nnd an die Stelle des 5. Undpunktes, der als soleber 
ja aucb V6rsdb.wiadet, denken wir uns den nengebildeten Knoten- 
pnnkt gesetzt. Bei dieser Auffassung bleibt also die Zabl der 
Punkte, die anj^glicb gerade war, anch jetzt gerade, nnd 
man siebt: Kimmt man die Anzabl der Endpnnkte nnd der 
Ebotenpunkte ungerader Ordnung zusanunen, so ergibt sicb 
stets eine gerade Zahl, w. z. b- w. 

Far „geseblossene Systeme% mit denen wir es in eister 
Linie bier zu tun baben, lanten die obigen Formeln: 


i 


( 1 ‘) 

S 

( 2 *) 

1 

m = A,. 


s 


Sind die Ordnungszablen der m Punkte des gescblossenen Systems 
bzw. , rg ... r,„, wo dann naturlicb unter diesen r gleicbe Zab- 
len Torkommen konneu, so ist offenbar: 


(P) 



(r p + 2 ) 
2 





eine Formel, die unter Umstanden bequemer ist als die obige. 


§ 2. BSume. 

Wenn es mbglicb ist, durch Portnahme einer Lime ein 
Liniensystem so zu verandem, daB man mcbt mebr von jedem 
Punkte des Systems zu jedem anderen gelangen kann, so sagen 
wir: „das System zerfaJlt durcb Fortnahme derLinie" undnennen 
diese Linie dann eine „Brueke“ des Systems. Wir erbalten durcb 
Fortnahme einer solcben Brucke 2, aber aucb mcbt mebr ge- 
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trennte Teile, die, jsder fiir sich, wieder Liniensysteme sind; all- 
gemein kana durcli Fortnakme von a Linien ein Liniensystem 
kockstens in a -j- 1 getrennte Teile zerfallen, die dann, jeder fur 
sick, Liniensysteme sind. Wir wollen nun, beginnend in einem 
beliebigen Punkte des Systems, von den von diesem Punkte aus- 
gekenden Linien so viele wie moglick entfernen, okne daB das 
System zerJ^llt, d. k. also z. B , wenn von diesem Punkte keine 
Brucke ausgekt, alle Linien bis auf eine. Alsdann geken wir 
langs der ubrigbleibenden Linien zu den Naekbarpunkten und 
macken kier dasselbe usw. SeklieBliek wird das System den, wie 
wir sagen wollen, „baumf6rmigen Typus"^) angenommen kaben, 

1) Diese geometrisclien Gebilde sind’vor allem behandelt von Cay- 
ley, der sie „Trees“ nennt (PML Mag. XIII, 1867; XYIII, 1859; XLVD, 
1874; British Association Report 1875; Amei Journ. of Mathem. IV, 
1881; Johns Hopkins Univ. Circulars 1879 — 82 (1882); Quart. Joum of 
Math XXIII, 1889 ; vgl. auch Philosoph Transactions of the Royal Soc , 
vol 168, 1868, p. 76 ff), und zvrar machte er den ersten Gehrauch hier- 
von (in der vorstehend genannten Arbeit von 1857) zu dem Zvrecke, um 
den Algorithmus einer Reihe von Differentiationsprozessen geometrisoh 
anschanlich zu geatalten. — AuBer den Nanaen ,,TreeB^‘ reap. ^Baume**^, 
„Arbres“, sind hier noch die Bezeichnungen „arborescence“ und „ranii- 
fioation“ zu erwahnen; s. Sylvester, Educ Times Repr. 30, 1878 (1879), 
p. 81 und 40, 1883 (1884), p 25 (arborescence), sowie ibid 33, 1880, p 96 
(UnterscMed z-wiscben „raniification‘^ und „tree'‘ resp „arborescence“). 
— Von weiterer Literatur nenne ich: C. Jordan (Journ. f. Math. 70, 
1869), Sylvester (Educ Times Repr. 30, 1878, p 52), S Tebay (Educ 
Times Repr 30, 1878, p. 81), C. de Polignac (Bull de la soc. mathem 
de France VIII, 1880 und IX, 1881), W J C Sharp (Educ Times Repr. 
40, 1883, p 25), Lucas („R4creat math t I, 2i*:*Bae ed , p. 51), Mac Mahon 
(London Mathem. Soc Proc XXII, 1890/91), S Roberts (London Math 
Soc, Proc. 34, 1902, p 259). — Erne interessante Anwendung von den 
„Trees‘* auf die Theorie der chemiscben Konstitutionsformeln machte 
Cayley, s anfier den oben zitierten Arbeiten auch Phil. Magaz (5) HE, 

1877, p. 34; vgl. a Sylvester und Tebay, 1. c. (Educ. Times Repr, 30, 

1878, p. 81 — 85). Man vexgleiche waiter Delannoy, „Sur les arbres 
g^ometri(iues et leur emploi dans la th€orie des combinaisons chimiques 
Assoc fran^ XXIII, Congres de Caen 1894, t II (Paris 1895), p. 102 — 
116 und „Sur le nombre d’isomeres possibles dans une molecule car- 
bonee.“ Bull de la soc. chimique de Paris (3) XI, p. 239 — 248 (Die 
„Berichte der deutschen chemiscben Gesellsek“ referieren iiber Cayleys 
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d. li- eine Form, bei der daa System nock zxisammenl^gfc, so daR 
man nadx wie vor von ©inem Punkte des Systems zu jedem an- 
deren gelangen kann, bei der es aber nnmoglicL ist, aucli nnr eine 
gescblossene, znm Ausgangspnnkfc zuT&ckfkhrende Baku zu be- 
schreiben. Es ist nun leickt ersicktlick, daB zwiscken m Punkten 
kockstens m — 1 Verbindungslinien existieren dSrfen, ohne daB 
eine gescklossene Baku bestekt, daB aber in dem Falle eines 
j^aumes", wie wir forfcan kurz sagen TroUen, auck gerade diese 
Maximalzakl erreickt wird, mitkin, um das ursprtlnglicke System 
in diese Form uberzufdkren, n — m + 1 Linien desselben forfc- 
genommen werden mtlssen, eine fur das Liniensystem besonders 
ckarakteristiscke Konstante, die wir im folgenden immer mit ft 
bezeioknen woll«a und die nack § 1 (1**) zweckmaBig nack der 

Formel ■ 

m f 

1 

berechnet wird 

Die Operation der tirberfQ.krung eines beliebigen Lmien- 
systems in den baumformigen Typus kann natfirlick auf sehr 
viele versckiedeue Axten ausgefCikrt werden. Die GroBe fi jedock, 
die die Anzakl der kierfur zu entfernenden Linien angibt. ist 
far jedes System eine Invariante 

Hiemack sagen wir: 

Satz I: Um ein Liniensystem von n Linien und >n VimTcten 
in den hcuumformigen Typus uherzufuhren. mussen ii — n — »i — 1 
Linien des Systems entfervd werden. 

Satz IT: Entfernt man aus einetn System y Lmten, ohne iktfi 
dasselhe zerfidU, so wird es ein „Baum".'^') 

Arbeiten im Jalirg VIII, 1875, p. 1056 und uber Delannoys im Jabrg 
XXVn, 1894, Bd. IV, p 725) Siehe auch Brunei, Mem. de la soc des 
sc, pbys. et natux. de Bordeaux (4) 4 (1894), Proces-verbaux, p.XVIII — XX 
6 (1895), Proces-verbaux, p. XXXIX — XL Vgl auch „Encyklopadie der 
znathem Wissensch “ Y 1, p. 387 — 390 (E Study, Anhang zu F W, Hin- 
richsen u, L. Mamlock, „CheiniBche Atomistik“, 1905) 

1) Siehe von dem Yerf : „tj'ber das Gleichimgseystem einer Kirch - 
hofPschen galvanischen Strom verzweigung,“ Math. Annal Bd. 49, 1897, 
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Wir sdtiliefien diese Entwiekelungea niclit, ohne zuvor uoch. 
eiae wiehtdge Beziekung herzuleiten. Die versduedeneii Linien 
eines gesi^ossenen Systems teilen das ganze^ eine Ebene bzw. 
trumme Flacbe bUdende G-ebiet, des Liniensystems in eine An- 
zabl kleinster, nicbt weiter zerteilter Gebietsteile. Die Anzabl 
dieser so Ton den Linien des Systems eingefafiten Gebietsteile 
nimmt offenbar durcb Eortnabme je einer Linie immer um 1 ab 
nnd ist somit, da es beim solcbe allseitig begrenzten Ge- 

biete nicbt mebr gibt, = 

Satz ni: In einem Linimsystem von n Ltnien tmd m JPwnk- 
ten giht es ii = n — m+1 von dm Linim des Systems allseitig 
hegrmtste und nicM weiter serfsilte Gebiete. 

§ 3 Polyeder. 

Die uber Liniensysteme bergeleiteten Satze lassen leicbt 
An-wendtmgen auf Polyeder zn, wenn wir nns das Polyeder durcb 
ein gescblossenes Liniensystem ersetzt denken, so zwar, daB an 
die SteLLe der Kanten des Polyeders Linien treten und demgemaB 
an die Stelle einer Polyederecke, in der Je Kanten zusammen- 
stoBen, ein Knotenpunkt (Je — 2)-ter Ordnung, scblieBlicb an die 
Stelle der Flacben des Polyeders die am Ende des vorigen § be- 
sprocbenen kleinsten Gebiete, wobei dann allerdings erne der 
Polyederflacben durcb das als eben angenommene Gebiet des 

p. 316 . Listing („Der Census raumlicljer Komplexe ‘‘ Gottinger Abhandl. 
10 , 1861 / 62 , p. 130 ) bezeichnet die Konstante ^ als „cyklomatische Ordnungs- 
Mbl“. Es sei hier nocb nebenbei bemerkt, daB Untersucbungen, die mit 
den obigen T^irwandt sind, wenn ancb in wesentlich anderer Darstellung 
nnd Temunologie und im Hmblick auf ein anderes Ziel, namlich zwecks 
Anwendung auf Substitutionentheorie, von P. Hoyer angestellt sind 
(„t3ber den Zusammenhang in Reihen . . Math Ann. 42 ; „trber Rie- 
mann’scbe Fl§»chen niit beschrankt veranderlicbenYerzweigungspunkten^, 
Math. Ann. 47 ; sowie besonders „Cber Eieihen, Liniengebilde und Sub- 
stitntionen^\ Progr. d. Gynmas. z. Burg 1897 ). Pemer mag bei dieser 
Gelegenbeit hingewiesen werden auf die urnfangreichen Untersucbungen 
uber die Topologie Riemannscher Plachen von Riemann, J. Lurotb, 
A. Clebseh, H. Dur^ge, F. Lippicb, W. K Clifford, E. Bertini, 
J H. Graf, H. Kasten, A, Hurwitz xu a. 
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ganzen Systems dargestellt gedacht werden muB. Bezeiclmen 
wir die Anzahleix der FlSelien, Ecken, Eanten des Polyeders 
T>zw. mit Ey so entsprechen oftenbar die GroBen JB — 1^ 
E^ E den GroBen in Sate III (§ 2), d. h. es ist 

{F—1) = K—E + 1 Oder F ^ E = K + 2, 

Es ist dies der bekannte Eulerscbe Sate: 

Satz IV: In jedem Ttonvexen Fdlyeder ist die Ansahl der 
Fldchen und Ecken susammen um 2 grower eds die der EantenI) 

1) L. Euler, „Eleznenta doctrinae solidonim^. JTovi cdmmeat. Petro- 
poL IV (ad an num 1752/53) 1758, p. 119. Wie R. Baltzer („Zur Gre- 
scMchte des Euler’schen Satzes von den PolySdem.‘* Monatsber. d. Berl. 
Akad 1861, p. 1043 — 1046) bemerkt hat, stammt dies Theorem jedoch 
schon von Descartes (s. ,,Oeuvres m5diies^% heransgeg-. v. F quo her de 
Careil, Paris 1860, t. II, p. 214). Zahlreiche, aber nicht immer wesent- 
lich verschiedene Beweise sind for diesen Satz gegeben worden, u. a. von 
Legendre, ,,fil^ments de g^om4trie^% ^d., Jahr VILE (der Revolution), 
p. 252/253 (Livre VII, Propos. XXV); J. Steiner, Crelles Journal I, 1826, 
p*364 — 367; J, A Grunert, Crelles Journal 11, 1827, p. 367; Gergonne, 
Annales de math^m XTX, 1828/29, p. 333 — 338; A. Langer, Progr Staats> 
gymn. Leitmentz 1872/73; Kirkman u. Booth, Educ. Times Reprints XX, 
1873, p 26 — 28; H. Schubert, Archiv der Math u.Phys. Bd. 63, 1879, p 93 
— 100; M. Dehn, Math. Ann. 61, 1905, p 561 — 576 (fiir 3, 4 u. 5 Dimens ); 
E. Sos, Unterrichtsbl. f. Mathem. u Naturw. 15, 1909, p 110 — 111 etc. etc 
Mit Eirweiterungen des Eulerschen Satzes und der Feststellung semes Gfil- 
tigkeitsbereiches beschaftigen sich S L'huilier, Annales de math (Ger- 
gonne), III, 1812/13, p 169 — 189; Cauchy, Joum. de Tec polytechn 1813, 
p- 76; Gergonne, Annales de mathem. IX, 1818/19, p. 321 — 345; J P Chr. 
Hessel, Crelles Journal VILL, 1832, p. 13 — 20; B Listing, Gottmger 
Abhandl 1861 — 1862; Cayley, Phil Magaz. (4) 21, 1861, p. 424 und 
Messenger of Mathem. 2, 1873; W Godt, Progr, Liibeck 1881; H Durege, 
„Elem, d Theone d Funkt“ (3. Aufl , Leipzig 1882), p. 226 — 229; G Hal- 
sted, Annals of Mathematics I. 1S85, p. 138 — 139, vgl a. Mathesis VI, 
1886, p 121; R. Perrin, Comptes rendus (Paris), t. llOj^’lSOO, p 273 — 275; 
V Eberhard, Math Ann. Bd. 36, 1890, p 121 — 133; Poincare (Aus- 
dehnuDg auf n Dimensionen) , Joum. de Tec. polytechn. (2) I, 1895, 
p. 1 — 123 etc. Weitere ausfiihrliche Angaben uber die Literatur des 
Eulerschen Satzes hndet man bei Max Bruckner, ;„Vielecke und Viel- 
£Lache‘‘ (Leipzig 1900), p. 68 — 66; s. a Encyklop. der math. Wissensch. 
in. 1, p- 199, Fu6n. 99 (M. Dehn und P. Heegaard). Topologische Be- 
trachtungen uber Gebilde der physischen Geographie unter Benutzung 
Ahxena, Mathem. XTnteriLaltruLgen. 2 Aufl. H. 12 
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!Es s«i ntm ft die AnzaM derjenigen Seitenflachen des Poly- 
eders, die i-Ecke sind, tind e« die AnzaM seiner i-kantigen Ecken, 
so dafi also 


jE e» und 

s 

( 2 ) 2K^ — 

8^ 8 

Oder, in anderer Form gesokrieben: 

2Ar = /i + /5 + f7 + - +2(f3 + 2A + 2f5 + 3/’6 + 3/;r + -. ) 

“^ + ®5 + ®7 + * + 2(^3 -f- 264 + 2% + 3 eg + Sfij 4- ••) 

ist. Hieraus ergibt sicb das — im wesentlichen scbon oben, im 
Abscbnitt der „Liniensysteme“, in entsprechender Eiukleidung 
erhaltene — Resultat: 

Satz V: Die Ecken, van denen erne tmgerade AneaM von 
Kcmten ausg^t, sind stets in gerader AnecM cm einem Dolyeder 
vertreten. Die AnzaM der Seitenfldchen von tmgerader SeitenzaM 
ist stets eine gerade. 

Wir wenden uns jetzt speziell zu denjenigen Polyedern, die 
seit jeker das grSBte Interesse erweckt haben, den regulaxen; 
sie -werden begrenzt Ton lanter nnter sicb kongmenten regularen 
Polygonen, nnd aneb ibre sSmtbcben Ecken sind regular und 
lessen sicb uutereinander zur Deckung bringen. Indein wir von 
der oben (S. 177) abgeleiteten Eulerscben Relation 

F+E^K+2 

G-ebraucb maeben, gebngt es uns leieht, die verscbiedenen Typen 
regularer Polyeder aufeufinden StoBen in jeder der kongi'uenten 

des Eulei-Listingschen Satzes haben augestellt Cayley („Oii Contour 
aoad Slope Lines." Philosophical Magaz. (4) XVIII, 1859, p. 264 — 268 
= Collect. Pap. rV, p 108 — 111) und Clerk Maxwell („On Hills and 
Dales." Philosoph. Magaz (4), vol. XL, 1870, p. 421 — 427 = Scientific 
papers, Cambridge 1890, II, p 233 — 240), um JEtelationen zwischen den 
Anzahlen der Berge, TSJex, P&sse etc eines Xontinents oder einer Insel 
zu gewinnen. 
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Ecken a Elaiiten zasamineii und isfc jede F^lche ein ^Eck, so ist 
offenbar . 

aJE — "bF = 2Kf 

also •na.ftb der Enlerseken Helation 

2-s^(t + t)-'S^+2 

Aus dieser Gleichung^) folgt, dafi a und b jedenfaUs niclit beide 
^ 4 sind, und, da sie andererseits ibrer Bedeutung nadi aueb 
niebt C 3 sein konnen, so mufi weni^tens eins Ton ihngg 3 
sein. 1st aber das eine = 3, so mufi das andere •< 6 sein, well ja 

1,1^1 . o 

T + T > T 

Wir babon biemacb nur folgende verscbiedene Falle: 

1) a =3, 6 = 3: K=^ 6, J5= % F= 4: Tetraeder 
2*) a = 3, 6 = 4: K=12, JE= 8, F= 6; Hezaeder 

2i>) a = 4, 6 = 3: K=1'2, JF= 6, F= 8: Oktaeder 

3*^) a = 3, 6 = 5: ^£"=30, E—20, J?'=12: Dodekaeder 

3**) a = 5, 6 = 3: 30, E = 12, F= 20: Ikosaeder. 

Bezuglicb der Diagramme, dureb die wir uns diese 5 Korper rer- 
anscbaulicben !&onnen, verweisen wir 

filr das Tetraeder auf Fig. 8, Kap XVII (S 208), 

„ „ Hezaeder „ „ 9, „ XVII (S 209), 

„ ,, Oktaeder „ „ 10, „ XVII (S. 210), 

„ „ Dodekaeder „ „ 2, „ XVH (S. 198) 

Cvgl. dazu aueb den Tezt von S. 197) 

bzw auf Fig. 7, Kap. XVIH (S. 221), 
far das Ikosaeder „ 8, „ XVIH (S. 222) 

■ 1) Zu diesex lutbestimmten — „Djopbantischea“, wie man ^dscb- 
licb zu sagen pflegt, — Gleichung vgl. in Bd I: Blap T, S. 127. 


12 * 
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§ 4. G-esoliloBseiie Ejreise. 

GeM maxL von einem „Pnnkte“ eines Liniensystems aus und 
kehrt, nachdem man melirere andere Puntte des Systems, jeden. 
jedocli nxLT einmal, passiert hat, wieder zu dem Ausgangsptmkt 
zuruck, so kelBe der so beseliriebene Weg ein „geBcblosseuer 
Kreis." 

Soil ein soleber geseblossener Exeis, wie dies z. B. fiir den 
Fall eines speziellen Liniensystems im nacbsten Elapitel (Hamil- 
tonscbes Bodekaederspiel) gefordert werden "wird, der Beihe 
nacb dnrcb. aBe „Punkte" des Systems, nnd zwar dureh jeden 
einmal, hindurcbfiibren, so durfen zimScbst natfirlich nnter den 
„Punkten“ kerne Endpunkte sick befinden, das System muB also, 
wie wir oben sagten (S. 171/172), „gesehlossen" sein. Aber aucb 
in einem gescblossenen System braucbt natdrlicb keineswegs 
stets ein dnrcb alle Knotenpnnkte gerade einmal bindnrcbgeben- 
der geseblossener Ereis zu existieren, wie denn z. nm nur 
eins anzufObren, das Yorbandmisein einer „Brficke'^ einen soleben 
Exeis natiirlicb sofort nnmoglicb maebt. 

Docb niebt von einem soleben alle Knotenpnnkte eines 
Liniensystems gerade einmal passierenden Wege soil bier die 
Bede sein, sondern wir woUen bier die dualistiscb entsprecliende 
Frage anfwerfen, namlicb die nacb einer gescblossenen, alle 
Linien des Systems gerade je einmal nmfassenden Babn mit be- 
liebig wiederbolten Dnrobgangen dnrcb die „Punkte“. Man er- 
kennt bald, dafi eine solcbe Babn stets dann und nur dann 
existiert^j, wenn alle Knotenpnnkte des Systems von gerader 
Ordnung sind nnd Endpunkte feblen. 

Um dies einzuseben, nebmen wir ein System mit ,,Punkten‘^ 
von aussebliefilieb geraden Ordnnngszablen an, geben von einem 
beliebigen dieser Punkte ans und sebreiten langs einer Linie fort 
bis zu einem zweiten Punkte, verlassen diesen wieder auf einer 


1) Bei Gelegenheit des Dominospiels (Kap. XX, §§ 4 u 5) werden 
wir ebrigeuB ein Abziblveifahren znx Ebmuttelung der Anzahl der untex- 
einander verscldedenen geschlossenen Babnen dieser Ait kennen lemen. 
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seiner Linien usf., wobei wir tins jede bereits passierte T.iniA so- 
entfemi denken. Dadnrdh. verliert; dann ein Punkt jedes- 
maJ, wenn er passieii wird, 2 seiner Linien. Da ntm alle Punkte 
Ton gerader Ordnung sein soUten, so beatzen miiJiin alle Pnnkte 
inuner eine gerade Anzabl resp. 0 Linien; ansgenommen allein 
ist der Ansgangspnnkt, der eine nngerade Anzabl you Linien be- 
sitzt. Wir mussen daber notwendig zu dem Ausgangspunfcte 
sebliefilieb znrdckkommen, da jeder audere Ponkt, zn dem 'wir 
gekmgen, nns aueb die Moglicbkeit bieiiBt^ ibn wieder zn ver- 
lassen. So bekommen wir zunacbst jeden&Us eine gescblossene 
Babn und bebalten dann im aUgemeinen nocb eine Anzabl Ton 
Linien ilbrig, die nocb nicbt durcblaufen sind; diese bilden dann 
em Oder mebrere Liniensysteme, jedocb mit Pnnkten Ton ans- 
scblieBlicb geraden Ordnttngszablen. Da nrsprdnglicb das ganze 
Sysieiii znsammenbing, so mnB in jedem der Sbrigbleibenden 
getrennten Teile mind^tens ein Pnnkt rorkommen, der bereits 
anf Tinserer Babn passiert wurde. Es sei A ein solcber Punkfc. 
Zu ib-m mogen wir anf tinserer ersten Wanderung langs der 
Linie gekommen sein und ibn langs Og wieder yerlassen baben; 
wir geben nun jetzt in dem fibriggebliebenen System von dem 
Punkt A auf einer semer fibriggebliebenen Linien aus und be- 
scbreiben wieder irgendeine gescblossene, zu A zuriickkebrende 
Babn, was nattlrlicb wegen der geraden Ordnung aller Punkte 
stets moglicb sein muB. Diese zweite gescblossene Babn denken 
wir uns in die erste emgefiigt, indem wir die erste zunacbst in 
unveianderter Weise durcbwandern, bis wir langs der Lime 
den Punkt A erreicben, worauf wir diesen aber nicbt, wie zuvor, 
auf Ug verlassen, sondern jetzt erst jene zweite gescblossene 
Babn durcblaufen, die uns ja zu A zuriickfttbrt, und dann erst 
von A aus in die Lime Oj einbiegen, uni nun den Rest der ersten 
Babn zu bescbreiben und zum Ausgangspunkt zuruckzukebren. 
In derselben Weise fabren wir dann fort, und so gelingt es offen- 
bax, alle etwa nocb undurcblaufenen Linien des Systems sukzes- 
sive einzuftigen. 

Besitzt unser System dagegen Punkte ungerader Ordnung, 
so sind es nacb § 1 (S. 172) deren mindestens 2. ISTebmen wir also 
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deren 2 an tmd gelien wir von einem derselben ans, bo luttBsen wir 
scKliefilicli ofienbar zn dem anderen als dem einzigen Pnnkt, der 
nocb von tmgeradeT Ordating ist, binkommen. Haben 'wir damit 
noch nidb.t alle Linien des Systems dturcblaufen, so enthalt der 
Best jedenfalls nnr noch Punkte gerader Ordnung, da die beiden 
Ponkte angerader Ordnting eine ungerade Anzahl, ^e anderen 
aber eine gerade Atigiabl von Linien verloren haben. Wir konnen 
also den Best wieder in lauter geschlossene Bahnen zerlegen und 
diese liftrin der ersten tingeschlossenen Bahn passend.angliedem^ 
so dafi wir andb jetzt noch einen aUe Linien des Systems gerade 
Ai-ntnftT nmfassenden Linienzug erhalten, der zwar nicht mehr 
geschlossen ist, sondem in dem einen ungeraden Ponkte seinen 
Anfang ond in dem anderen sein Ende nimmt. — Eaben wir 
allgemein 2 s Punkte nngerader Ordnung (die Anzahl ist ja nach 
S. 172 stets gerade)^ so lassen sich ojOfenbar aUe Linien des 
Systems nor in $ voneinander. getrennten and nngeschlossenen 
Linienzogen durchlaufen. — Stellt man sich dagegen die Auf- 
gabe, alle Linien des Systems je zweimal zu durchwandem, so 
sind stets alle Punkte als von gerader Ordnung anzusehen, and 
die Dorchwanderung ist dann immer in einem gescblossenen 
Znge mogHch. 

Wir fassen unsere Besoltate folgendermafien zusammen; 

Jn einem geschlossenm lAniensystem mit KnotenpunMen von 
a/ussdMefilich geraden OrdnumgseaMen la fit sich steis eine geschlos- 
sene JBdhn so angeben, dafi jede Lvnie des Systems gerade einmcd 
passiert wird; enthalf em System n&>en heliebig vielen Knotenr- 
pimkten gerader Ordmmg ewei und nwr ewei JSunhte ungerader 
Ordmmg (Knotenpunkte oder JEhfidpunkte), so lassen sich omchjetet 
noch alle Linien m einem msammenh<mgenden,f wenn cmch nicht 
mehr gescMossenen Linienmg verhinden'^') ; hei 2s JSimTden imge- 
rader Ordmmg lassen sich stets $ getrennte lAmenzUge so angeben, 
dafi jede Linie des Systems insgesamt gerade einmal dmdiUmfen 


1) Euler, „Solutio protlematis ad geometriam situs pertiuen- 
tis“. Oonuneutani Academiae Petropolitauae Vni, 1786 (1741), p 128 
bis 140 
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wird.^') — Sei je zweimcdiger Durchwandertmg dUer lAmm isl 
stets erne gest^ossene, dUe Linien des Syt&ns tvmfassende Bdhn 
mogUch. 

§ 5. Das Salexsoh-e Braekenproblem. 

Le curieux ^ut, apres avotr remarq^ d Sbenigaberff 
lea aepi ponta Stilts entre tea deux branehea de la rtviire 
Preget et Vile Knetphof, demamdatt d%l poaatble de tea 
iraeeraer aucceaaieement aana renenar deux fota aur le mSmes 
eelui eouZceit aan^r comment dott ae mouvotr le cava- 
tier pour parcourir tea aotautnte-quaire caaea de VSehtquterj 
aana reeenir deux foaa aur la mfme caae, entraterd dona 
cette geometrie de aituatton^ dijd erUrevue pear Letbnii 
et quh ne fait jaTnaia uaage dea grandettrra dea quaadttia. 

Abaqo^ OexLTTGS U, p. SS/S3. 

Yon der Creometrta attua, die Leitmiz ahnte, und in dte 
nur etnem Paar Geomeiem (Euler und Vandermonde) 
etnen achwachen Bhck zu thtm vergonnt voccr, wtaaen und 
hahen tear naeh anderthcdbhundert Jahren noch nxekt viel mehr 
wae niehta Gatjbs, Weike V, p* 605. 

Der Pregel bildet bei Konigsberg durch Gabelrmg eine Insel^ 
die ^EneipboP^ beiBt (A in Fig. 1). t5^ber den Fluss fiilireii an 
dieser Stelle im ganzen 7 (in der Pig. 1 mit ihren Uamen be- 



1) Siehe B. Listing, 1 c iGottmger Stndien 1847, 1 Abt), p 867/8 
und C. Hieriiolzer, Math. Ann VI, 1873, p 30 — 32; vgl a Th Clausen, 
Astron. iTachr. XXI, 1844, No 494, col. 216, sowie J. Cook Wilson, 
„On the Traversing of Geometrical Figure8"‘ (Oxford 1905). 
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zeidmete) Bracken, davon 5 auf die lusel selbst. In den drei- 
fiiger Jaluren des aclitzelmten Jahrliunderts wurde nun die Frage 
ati%eworfen^ ob es moglicli sei, die 7 Bracken Mntereinander, 
jede aber nor einmal, zn passieren. Diese Fragestellung wurde 
fBLr Euler, der daron horte, die Veranlassung zu den bier be- 
reits am Ende des Yorigen § zitierten al^emeineren Betrach- 
tungen, die er der Petersburger Akademie im Jahre 1735 voi*- 
legte luid die wir jetzt ‘als die ersten Anfange einer Analysis 
situs anseben d-Qrfen. 

Was zunaobst die spezieEe Konigsberger Aufgabe betrifft, 
so siebt man leicbt, daB diese nicbt losbar ist. Ersetzen wir 
namlieb die Gebiete A, B, G, 2) durcb Punkte und die Brilcken 
dureb Linien, so erhalten wir das Diagramm der Fig. 2. Da 
5 Linien von A ausgeben und von B, C und D je 3, so sind alle 


c 



Fig S 


O 



Pig. 3, 


4 „Punkte" von 
ungerader Ord- 
nung, und wir 
wissen aus dem 
vorigen §, daB 
alsdann far die 
Durcblaufung 
der 7 Linien min- 


destens 2 Linienzbge erforderbcb sind. Bestebt dagegen aucb 
nocb eine Terbiudung zwiscben B und C, wie solcbe in neuerer 
Zeit tatsaohlicb durcb eine in der Fig. 1 links (obne Kamen) ver- 
zeicbnete Eisenbabnbrticke bergestellt ist, so lassen sicb diese 
8 Brbcken in einem zusammenbangeuden Zuge passieren. Es 
sind alsdann namlieb die Punkte B und G (s. Fig. 3) mit je 
4 Linien von gerader und nur A und B mit 5 resp. 3 Linien von 
ungerader Ordnung und letztere daber Amfangs- und Endpunkt 
des Linienzuges. Ein solcber Linienzug ist z. B. der dureb die 
Fig. S angegebene, wo die beigesetzten Ziffern aussagen, in wel- 
eber Keibenfolge die Linien zu durcblaufen sind.^)*) 


1) Dieselben Dienste -wie jraie MsenbahnbrCcke (Linie 4 der Fig. 3) 
wuxde far unsere Aii%abe aucb eine noch neuere Brucke, die „Kaiser- 
biCcke'S leisten, dnxcb die beute die Gebiete B und 2> noch — etwa 
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Urn noch einige weitere Beispiele anzufOhren, so erkezmt 
man soforf^ daB die Seiten xtnd DiagonalezL eines Quadrats sicb. 
nicbt in einem, sondem erst in 2 Zugen durclJaiifen lassen, weil 
wir (s. Fig. 4) bier 5 Pnnkte haben, von denen 4 je 3 Linien 
aussenden^ also von nngerader Ordnnng sind. Dagegen laBt sicb 
ein 5-Eck mit alien 
seinen Diagonalen in 
einem Zuge durcb- 
lanfen^ wed alle 
Punkte von gerader 
Ordnnng sind (s- 
Pig. 5); diese Bahn 
ist sogar eine in sicb 
gescblossene^ da bier, 
wie gesagt, keinerlei 
Pnnkte nngerader Ordnnng vorkommen. 
sene Babn ist z. B.: 



Pig 5. 


Eine solcbe gescblos- 


ABGDEFGBHJDKFAGBGJTKEA. 


Ebenso, wie fflr das 5-Eck mit alien seinen Diagonalen, exi- 
stiert eine solcbe geschlossene, alle Linien umfassende Bahn aucb 
fiir die entsprecbende Figur des 7-Ecks, da von alien 7 Ecken 


in der Gegend, wo in unserer Fig. 1 der Name „Alter Pregel"" ^teht — 
verbunden sind. Die Endpunkte des Linienznges Wiiren alsdann otfenbar 
A nnd C — Anch bei Berucksichtigung von alien, nunmehx 9 Bracken 
ist das Problem I6sbar, xind zwar mit A und JB als Aritangs- and End- 
punkt der "V^anderung 

2) Ein anderes Beispiel bieten die zahlreichen Semebracken m P*iris, 
etwa vom Pont d’Ansterlitz bis zum Pont des Arts, also auf der Strecke, 
anf der die verschiedenen FluBarme die Inseln He Saint-Loms und lie 
de la Cite bilden; beide Inseln sind unter sicb durcb eine Brucke und 
zndem mit jedem der beiden Seineufer durch erne Reihe \on Brueken 
verbunden. AuBerhalb der genannten Strecke, weiter stromabwarta, liegt 
dann im Pariser Stadtgebiet nocb eine dritte Seineinsel die He des 
Cygnes, die gleichfalls mit beiden Ufem durch Brueken in Verbindung 
stebt. Es ergeben sich somit hier mehrere dem K6nigsberger Problem 
analoge Aufgaben, die jedoch gegenuber jenem ctwas prinzipieli Neues 
nicht bieten und daher bier nicht weiter erSrtert werden zndgen. 
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des 7-Eeks je 6 Linien ansgehen; ferner fiir die analoge Pigur 
des 9-Ecks usw., dagegen niolxt ftir die eutspreehenden Figuren 
des 6-Ecks, 8-I3cks nsw. (vgL dazn auch Kap. XX, S. 268/269, 
272 mad 264). Die geschlossenen Balmen selbst siad, nacMem 
wir fur einen Fall, den der Pig. 5, eine solehe angegeben baben, 
leicht zn bilden; denn angenommen eine solcbe Bahn ist f!ir ein 
(2w — 1)-Eek nut all seinen Diagonalen bereits angegeben, so 
ergibt sicb daraus sofort die entspreobende Bahn fiir das (2w + 1)- 
Eck, daw durcb Hanzntreten zweier neuer Eekpunkte — nennen 
wir sie A und B — aus dem ersteren entstebt. Sind namlicb 1, 2, 
3, . . . 2n — 1 die Ecken des (2w — 1)-Bcks und durcblaufen wir 
diese Pigur mit all ihren Diagonalen auf einer Babn, die bei 1 
beginnt, und, weil „gescblo8sen“, aucb zu 1 zurbckfubrt, so 
braucben wir an diese Wanderung nur die folgende anzuschliefien: 

1 A2 B S A4 B 6 A G . . . A (2n — 2) B (2n ~ 1) A B 1. 

Damit sind dann aucb von der Figur des (2w -j- 1)-Ecks alle 
Seiten und Diagonalen durcbwandert, und zwar ist aucb diese 
Babn, wie man siebt, gescblossen, 

Konnte eine Spinne in dem durcb Fig. 6 dargestellten StUek 
Mauerwerk samtlicbe Pugen in einem Zuge, jede gerade einmal, 

durcbwandem? Die Ant- 
wort lautet ofPenbar „nein", 
weil alle Knotenpunkte von 
ungerader Ordnung smd. 
— Ebenso laBt sicb aucb 
das Gitter ernes Scbacb- 
bretts (Bandlinien der 64 
Felder; s. in Bd I: Pig. 1, 
S. 172) nicbt in einem 
zusammenbangenden Zuge 
durcbwandem, soudem erfordert, da es neben den inneren 
Xnotenpunkten, die samilicb von gerader Ordnung sind, 28 auBere 
Knotenpunkte ungerader Ordnung aufweist, mindestens 14 un- 
gescblossene Linienzdge. — Dagegen laBt sicb die geforderte 
Wanderung ffir das Liniensystem der Pigur 7, das nur 2 Punkte 
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nn^erader Ordming, namlicli A und 0, enil^t, ausfahren.*) B« 
der praktischen AusfQlinuig einer solchen Durcblaufang liat man 
nur daraiif zu acHten, daB^ wenn znan sick die bereiis darcblan- 



i 




i 


in 


mg. 7 


fenen Linien fortgenoioiaen deBki;, die nachste Liuie niemals so 
gewablt wird, daS durcb. ihre Fortnahme eine Zer^Htii^ des 
Systems eintritt, TieLnebr zuvor alle aaideren von. dem betreffen.- 
den PnnTrf. ausgebenden Linien. dnrcblanfen werden. 

Bei der oben angegebenen Durcblanfnng der Kg. 5 durch- 
■wanderten wir zunacbst 4 der FOnfecksseiten, daranf alle ge- 
stricbd.t gezeicbneten inneren Linien und ziun Seblti^ die letzte 
FSnfecksseite. Diese gestricbelten Linien fQ,r sick bilden eine all- 
gemeinbekannte Fignr, die in der Gesckickte des Aberglaubens, 
als Talisman zur Abwendung von allerlei Unkeil, eine bedeutsame 
BoUe gespielt kat und die man wokl in die Wiegen der Kmder 
einscknitt, in das frisckgebackene Brot einkritzelte oder an die 
Tfiren der Viekstalle zeicknete: es ist das „Pentagramma“ der 
Pythagoraer, das „Pentalpka“ der Kabbalisten, in Deutschland 
„DrudenfuB‘^ (Druidensekuk) oder „AlpfuB“, bei den Mokamme- 
danern „Siegel Salomes"*), in Indien „Swastika" genannt. Die 
Figur, die wir als Fig. 8 nockmals fur sick allein an^eben, ent- 
stekt, inderu man die Ecken eines 5-Ecks, allerdings nickt in der 
gewoknlieken Reikenfolge, sondem jeweils mit tJberspnngung 
einer Ecke, verbindet, ist also, da die Figur bei diesem Yer- 
fakren wegen dei Ungeradzakligkeit von 5 erst nacb Durch- 

1) Die Figur iat entnommen Listings schon mehrfach zitieiten 
„Torstudien zur Topologie“, Gottmger Studien 1847, Abt. I, p 870 (Fig. 19). 

2) >„Salonioiiis SchlflsBel" heiSt es bekanntlich aucb im „Fausfc“ 
neben „DTudenfaB“ und „Pentagramma“ 
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'vraiidemng aller 5 Ecken sick wieder schlieBen kaun, jedenfalls 
in ftinPiTin Znge zu dttrclilattfen, wie "wir ja auck sckon oben saken. — 
T-n der Terminologie nnserer Liniensysteme gesprocken, sind 
nnr die inneren, in Fig. 8 mit groBen Buekstaben bezeickneten 
Punkte als ,^unkte‘‘ (von gerader Ordnung) anzuseken^ wSkrend 
die durck kleine Buekstaben bezeickneten in diesem Sinne kber- 
kaupt keine ,, Punkte" sind (dasselbe gilt kbrigens in dem oben 




betrackteten Beispiele des Sckackbretts von dessen 4 Eckpunk- 
ten, die daker dort anek gar nickt bertleksicktigt wurden). — 
Anck in der Pig. 9, die, mit der Porderung der Durohlaufung 
in einem Zuge, in Danemark als volkstiimkck verbreitetes 
Batsel vorkommt^), sind die von uns mit kleinen Buekstaben 
bezeickneten Punkte keine „Punkte" in unserem Smne, sondem 
nur die Punkte der grofien Buekstaben sind als solcke anzu- 
seken. Da sie samtlick von gerader Orduung sind, so muB die 
Durcklaufhng der Pigur in emem Zuge mdgkok sem, und m der 
Tat ergibt sick leickt die folgende Durckwanderung: 
ABOcc'CBEeeEFAaa'AhBDdEfFBh'Gd'DFfA. 
Wir kaben in dieser Pigur nickt nur, wie kbrigens auck in Pig. 8 

1) Sidbe Jens Kamp, „DanBke Folkemindei, iSventyr, Folkesagn, 
Gtaader, lUm og Folketro, samlede fra Folkemunde" (Odense 1877), p. 3S8 
(ebendort, p 328 — 825, noeb verschiedene andere Aufgaben oder Volks- 
ratsel dieser Art). 
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xmd in. Fig. 7, die Verbindung zweier Punkfce, z. B. A tind J?, 
dureh je zwei eiofacbe Linien (die eine ist AhJB), sondem wir 
babeu aueb „Sclileifen.% d. h. Linien, die von einem Knotenptinkke 
aiisgebeu nad zu diesem selben zurttckkebren, obne einen anderen. 
Knotenpxmki; berabirt zn baben (z. B.: Aaa'A). 

ZmxL Scblufi werfen wir nocb folgende Fiage anf: „Ffir 
-welcbe der regularen Polyeder lassen sieb in einem Zuge alle 
Kanten, jede gerade einmal, bintereinander dureb’wandMrn?*' Zu 
dem Ende betracbten wir die oben, S. 179, gegebene Tabelle der 
regularen Polyeder (Zablwerte von a) oder ab’er die in Eap. XVII, 
Fig. 2, 8, 9, 10 und Kap. XVIII, Pig. 8 g^ebenen Diagramme nnd 
sehen obne weiteres, daS fOr Tetraeder, Hexaeder, Dodekaeder 
und Ikosaeder alle Pnnkte von ungerader Ordnung sind, so dafi 
dsdier fur sie bzw. mindestens 2, 4, 10, 6 linienzgge erforderlicb 
sind, wldirend das Oktaeder, in dessen Edken ja je 4 Eanten 
zusammenlanfen, <die Aofgabe iSsbar ist. Da nun Oktaeder und 
Hexaeder duaUstiseb verwandt sind, insofem die Ecken dtes einen 
den Placben des anderen und vice versa entsprecben, so folgt 
sogleicb, dafi fur das Hexaeder die dnalistiscb entsprecbende Auf- 
gabe losbar sein mufi, namlicb: Uber die Flacben des Xorpers 
bin, und zwar bei beliebig oft wiederholter Durcbwanderung der 
einzelnen Flacbe, eine solcbe Bahn zu bescbreiben, dafi dabei 
jede Xante gerade einmal fiberscbntten wird. Fur das Oktaeder 
wiederum ist diese Aufgabe natiirlicb nicbt losbar, ebensowenig 
fur die anderen 3 Korper, vielmebr sind bierfiir am Tetraeder, 
Oktaeder, Dodekaeder, Ikosaeder bzw mmdestens 2, 4, 6, 10 
Linienzttge erforderbcb. 

§ 6. Xiabyriutbe. 

Man kennt die sagenbaften Erzablungeu von den Laby- 
rintben des Altertums ^), wie dem des Minos auf Kreta oder dem 
zu den sieben Weltwundem gerechneten agyptiscben Labyrintb, 
jenen gewaltigen Bauwerken, in die man wohl leicbt eintrat, in 
denen man aber bei den zabllosen Xanunem und Gangen sicb 

1) Bine AufzSiiluug der als „LaDynnthe“ bezeichneten Bauwerke des 
Altertums findet sich beimSIterenPlinius, Biistoria natuxalis XXXYl, 13. 
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ebenso leiebt verirrte xmd aus denen man bei den wenigen Ans- 
^ngen nnr sehwer wieder binans fand. Anch in Giartenanlagen 
Bind oft solcbe Labyrintbe gescbaffen, wie z. B. der Pariser 
Jardin des Plantes bekanntlicb eins besitzt, und scbliefilicb 
Bprecben wir ja scbon bei einem komplizierteren Strafien- oder 
Eisenbabnnetz niobt obne Grand von einem „Labyrintb" Da 
erbebt sicb nun die Frage nacb einer beim Darcbwandem zu 
beobacbtenden einfacben Regel, die ein Terirren nater alien 
TJmstanden zn veTblndeni nnd somit den Ariadnefaden zn er- 



Vig. 10. 


setzen geeignet ware. Fig. 10 gibt uns zunacbst ein Beispiel 
eines solcben Labyrinths: das aus dem Garten des Palastes von 
Hampton Court in der Nibe von London®), das unter der Re- 
giemngWilbelms in. (1689 — 1702) angelegt wurde ; dabei be- 
deuten die scbwarz gezeicbneten Teile Heckeu aus Bucben, 
Eiben usw., wabrend die weifien Teile Alleen sind Das von 
diesem Labyrinth emgenommene Areal miBt mehr als Acre, 
also etvra 11 Ar. In der Mitte des Labyrinths bedndet sicb eiu 
Rabeplatz mit zwei Sitzeu unter den in der Figur angegebenen 
Baumen. Als Sehlfissel, um diesen Platz sicher zu erreicben, gibt 
unsere in Aiun.2 genannte Quelle an : man durcbwandere die Alleen 
so, daB man mit der recbten Hand von A-nfang an bestandig an 

1) Es sei hier ubngens auch der verscliiedeiieii Ingarten-Spiele ge- 
dacht, z B. Deutsche Beichspatente Nr. 60258 und 93441 (Patentkl 77, 
heide geloscht) 

2) Siehe Encyclopaedia Britannica (9 Ausg.) XIV, p. 181 (Thomas 
Moore). 
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der Hecke vorbeistreifb. Statt der recktaa Hand komite, -wie nmm 
leickt erkennt^ anch ebensc^nt die linke gewidilt werden, nnd 
welter reicbt die Befolgung dieser B^el ancb arts, nm. ^ber den 
Rnbeplatz binweg direkt wieder znin Ansgang zurdckznkommen. 
In dem letzteren Falle streift man datm im Lanfe der Wandemng 
an jedem Tell der Heckenanlagen, und zwar an jeder der beiden 
Seiten einer Hecke, gerade je einmal vorbei, anfier an einer im 
Innem gelegenen kleineren Heckenanlage, die mit den nbr^en 
Hecken gar nicbt zusammenbangt und deren Hecken auf tmserer 
Wanderung bberbaupt nicbt ^gestreift*^ werden. Denken wir nns 
diese besondere Heekenanlage fort, wodurcb gewisse jetzt ge- 
trennte Alleen zu einer Tereinigt werden wtirden, so wfirde bei 
Befolgnng der obigen Yors(dirifb jetzt jede Allee gerade zweimal, 
und zwar in Terscbiedenen Hicbtungen, durcbwandert werden. 

Die biermit scbon angedeutete H^e], um imter allea Uim- 
sinnden zum Ansgang zuruck zu gelaugen, dtlrfte in allgemmner 
Fassung zuerst von Cbr. Wiener^) ausgesprocben sein, dessen 
Vorsebrift folgendermaBen lautet: Seim JEintritt in dasLabyrm^ 
waMe man einen der hmden Sander des JEintriUstveges atts und 
verfolge fortgeset0t diese Randlinie; man mufi datm notwendig 
nach aufien gdangen. — Man siebt, dafi alsdann in jedem Elnoten- 
pnnkte die Fortscbreitungsricbtung eindeutig bestimmt ist; femer, 
dafi man zu jedem Punkt immer nur auf einem Wege gelangen 
kann, wobei freibcb zwei an demselben Wege an gegenuberlie- 
genden Randern gelegene Punkte als wesentlicb verscbieden gel- 
ten mtissen. Fin scbon einmal passierter Punkt VaTiri daber nie 
wieder erreicbt werden, bevor nicbt der Ansgangspunkt der Wan- 
derung wieder erreicbt ist. Man kommt also zum Eingang des 
Labyrintbs zuruck oder gelangt zu einem von dessen etwaigen 
sonstigen Ausgangen; will man gerade zu dem Eintrittspnnkt 
zurbck, so braucbt man sicb ja nur alle anderen Ausgange ver- 
scblossen zu denken und sie unter Beobacbtung der allgemeinen 
Regel zu passieren; dann mufi man scbliefilicb zu dem ge- 
wiinscbten Punkt kommen. 

1) Cbr. Wiener, „^ex eine Anfgabe ans der Geometria aitiia“. 
Math AnnaL Bd. VI, 1878, p 29 u. 30. 
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§ 7. Dnxoh.'waiidenixig aller 'Wege eines Iiabyrintlis. 

Das Verfahxen Wieners dient mrr dazn, unter alien Um- 
si^den wieder ans einem Labyrinth herauszufdhren, fiihrt dabei 
den Wanderer aber, "wie schon im vofigen § bei dem Beispiel 
der Big. 10 gezeigt wurde, keineswegs mit Notwendigkeit dnrch 
allft Gauge des Labyrinths hindnrch. Wie aber, wenn dies gerade 
die mit der Wandemng verbnndene Absicht ware, wenn z. B. in 
irgendeinem Gange ein Gegenstand Terloren ware, den wieder- 
zufinden das Motiv der Wandemng ware*? Fiir diesen Fall dient 
eine andere, Yon Tremaux^) angegebene Methode, dessen Re- 
geln folgendermafien lanteQ.: 

1. Von detn AusgangspunTet geJie man Idngs eines hdiebigen 
Weges -weiter^ Jns man an emen EndpunM oder JSjnoten/jgurdct 
Tcommt. Im ersteren Falle Icfkre man um, im eweiten Fatte da- 
gegen sehreite man aiif einem behehigen der ubrigen Wege fort, 
wdbei jedesmaZ — wie auch weiterhin sieis — der gewdMte ein 
Zeichen erhi&t. Diese Fegd befolge man so lar^e, wie man noch sn 
Knotenpunltien Icommt, die man noch nicht passiert haite. 

2. Kommt man eu einem schon passierten Knotmjpimkte wnd 
zwaa- anf einem Wege, der erst mm ersten Male d/urchlaufen wird, 
so Jedire man Idngs de^selben um. Wurde der Weg dagegen schon 
mm Bweiten Male durchwandert, so sehreite man auf einem a/nderen, 
noch nicht passierten Wege oder, wenn ein solcher nwht mekr vor- 
handen, auf einem erst eimned passierten fort. 

Unsere Forderang einer zweimaligen Durchwanderung aUer 
Wege 'involviert (s. S. 182 f.), daB man zum Ausgangspunkt zn- 
rhekkehren miiB Nachdem em Enotenpunkt zum ersten Male 
passiert ist, mhssen von semen Wegen zwei mit je einem Zeichen 
versehen sein. Kommt maa ein zweites Mai zu ihm, so kehrt 
man entweder auf dem Wege, auf dem man gekommen, um, der- 
selbe erhalt dann 2 Zeichen und scheidet ganz aus, und es blei- 
ben noch die beiden vorher einmal gezeichneten Wege — oder 
aber man war auf emem dieser beiden gekommen, hatte ibn also 

1) Siehe Lucas, „B^cx6at. math.“, t I, p. 47 — 50. 
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2am zweiten Mai durchsduritten, womit er aussclieiden 'vfirde, 
and schlagt non einen noch onpassierten oder, wenn ein soldier 
niclit Torliandeti^ den anderen schon einmal passierten Weg 
so dafi nachlier wieder 2 einmd. gezeiclmete Wege oder kein 
soldier rorhanden ist. Dasselbe gilt fur weitere Dnxdi^nge; 
jeder Emotenponkt besitzt daber nacb einem Dnrcbgang stets 2 
Oder 0 einmal gezeiclmete W^e, nor der Ausgangspnnkt besitzt 
deren bis zum Scblafi gerade einen. Es sei non Z der Punkt, 
Ton dem aus man zam letzten Male znm Ansgangsponkt A. ge- 
langt, obne dami diesen nocbmals wieder verlassen zn kSnnen; 
dann milssen also znm Seblofi aUe von A ansgebenden Wege 
zweimal passiert sein^ darunter ancb AZ. Zn Z ist man nun zn- 
"vor entweder von A oder von einem dritten Punkt Y aus gekom- 
men. — In dem ersteren Falle batte man also die Waudemng 
mit einer zweimaligen Durcblaufung von A^^gescblossen and 
war vorber aucb in A gewesen; wir denken uns dann einfae b 
den zuletzt zweimal passierten Weg A Z gestrieben tmd berSek- 
sicbtigen nur den Best der Wanderung, die dann gleicbfalls in A 
endet, so zwar, daB dort dann 
aUe Limen aucb zweimal passiert 
sind Wir kommen somit stets 
auf den zweiten FaU^ dafi man 
namlicb zu Z von einem dritten 
Punkt Y aus kommt(Fig.ll). In 
diesem PaBe miissen alle Wege 
von Z zweimal durcblaufen sein, 
da man sonst durcb die Wanderung von Y tiber Z nacb A unsere 
Regeln verletzt batte. Denn, da der Weg.Z’A vorber scbon einmal 
passiert war, so war also aucb der Enotenpunkt Z sebon passiert; 
jetzt zuletzt kam man von Y an und muSte, wenn dieser Weg 
niebt vorber sebon einmal passiert war, wieder (der zweiten 
Regel zufolge) zu Y zuriickkebren; war aber in Z ein nocb gar 
nicbt passierter Weg, so batte dieser gewablt warden mussen. 
Wenn also ZA gewablt wurde, so war dies nur moglicb, indem 
alle Wege von Z bereits vor diesem letzten Anrucken auf Z 
zweimal passiert waren imd nur nocb ZY und ZA erst je ein- 

Ahrens, Mathem. Unterhaltungen. 2 Anfi. H. 13 
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znal; denn melir als 2 einznal passierte Wege kazra 2 nacb. Obigem 
nicbt haben. Nacb dieser letzten Wanderung YZA. sind dann 
aHe Wege von Z zweimal passiert. 

Man siebt, dafi tins dies B^onnement dorcb den ScblnJ^ 
von n auf w + 1 zu dem Besnltate fiibxen •wird, daB alle Linien 
je zweimal passiext sind. l^ebmen wir namlicb an, dafi die Wan- 
derttng in der angegebenen Weise vom Ende aus so weit rfick- 
warts verfolgt ist, dafi die Punkte A, . . . JLW berfibrt sind, 
iind dafi von den Linien dieser Punkte bereits durebweg nacb- 
gewiesen ist, dafi sie je zweimal passiert sind, so gilt dies aucb 
von denjenigen Linien, die das System der A, A!, . . . A^^'> mit 
den ttbrigen Punkten verbinden, Linien, die jedenfaHs existie- 
ren, da ja das ganze System znsammenbangend sein soil Es 
sei daber Z der Ptmkt, von dem ans man zuletzt in das System 
der A, A ’, . . . ^4^ eingetreten ist, nm dieses dann bis zum Scblufi 
nicbt wieder zu verlassen, und zwar mag man von Z zu A^*^ ge- 
kommen sein. Zu Z wieder ist man dann entweder von .4.W ge- 
kommen oder aber von einem dritten Punkte Y, der entweder 
einer der anderen A aufier A^^ ist oder uberbaupt nicbt zu dem 
System der Punkte A gebort. Im ersteren Palle wttrde man also 
. . . A^'^ZA^*'^ . . . gewandert sein, tmd dies war nur zulassig, wenn 
Z entweder ein Endpnnkt oder aber scbon vorber passiert warj 
auf jeden Pall dilrfen wir uns dann die Linie ZA^*^ ganz fort 
denken, obne dafi dadurcb ein anderer Punkt als bocbstens der 
etwaige Endpnnkt Z in seinem Zusammenbange mit dem iibrigen 
System beeintracbtigt wird. Diese zweimabge Durcbwanderung 
von ZA^ bintereinander ist ja namlicb, wenn Z kein Endpunkt 
ist, nur dann zulassig, wenn man bereits vorber zu Z gekommen 
war tmd zwar auf einem anderen Wege; es ist daber ausge- 
scblossen, dafi ZA^*'^ eine „Briicke*' (s. S. 173) ist, durcb deren 
Fortnabme das System zerfallen wtirde. Wir kommen dann 
jedenfalls wieder auf den zweiten Pall, dafi -nairiliftb die 
Wanderung giug: . . . YZA^^'^ . . ., und dann folgt offenbar 
ganz ebenso wie oben (voriger Absatz), dafi aucb alle Wege 
von Z je zweimal passiert sind, womit aber der versprocbene 
Beweis erbracbt ist. 
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Znm SehluB sei aoch. eine andere, von Gf. Tarry ax^e- 
gebene Vorschrift, von der die obige eine -weitere Spezialisierang 
iat, erwabnt, namlicb folgende: 

Der Weg, auf dem man zu einem, Knotenpunkt zvters^ ge- 
Tcommm ist, toird — hei diesem Oder s^beterem Verlassen des he- 
treffenden BMotenpunliis — erst darm wieder einge^Magen, wenn 
dUe v<m diesem JSjnotenpmM sonst nock ausgehenden Wege bereits 
zweimal passiert sind. 

1) G. Tarry, „Leproblfeme des labyrinthes". Nouv. amt. de mathem., 
giSme SMie, XlV, 1895, p. 187 — 190. 
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Bas Hamiltonsclie Bodekaederspiel. 

matures de OSomdtrte sont st s^rteuses d*eltea-mimes, qu*%l esi 
a/eantageux qu'it s^offre ocoasion pour les rendre un peu 

diverUssantes 

BziAisb Bascaxi, „Smte de I’Histoire de 1* Bou- 
lettd“ etc Oeuvres, t 5, 1779, p 900. 

Je voudrois qu'un habile homme traiidi en MathimoUiot^n et en 
phpsteten de touts sorfe de ^eux Vesprit humasit brzlle dans les deux, 
presque plus qu*en tout autre chose^ 

L3B1BNZ2S an Kloolas Beiuond. Wien, Juli 171dL. 
Sielie „I>]Le philo&ophiaclien Sohzifteu von Gott- 
friedWilhelmli ei b niz“, herausg. v O. I. Ger- 
liardt, Bd III, (Berlin 1887), p 6S1 

§ 1. GescMclxte tuad Wesen des Spiels. 

Der berulimte englische Matbematiker William Rowan 
Hamilton gab, angeregt durch erne Bemerknng T. P. Eirk- 
mans^), zwei Spiele beraus unter dem Titel: The Trouodlers Do- 
decahedron or a voyage round the worldy invented hy Sir William 
Dowan Samiltony Royal Astronomer of Irelandy forming a new 
and highly amusing game for the drawing roomy particularly inter- 
esttng to students in mathematics of illustrating the principles of 
Icosian Calculus. Duhlished hy John Jaques and sony Hatton 
Garden; London 1859.^) 


1) Siebe T P Eirkman, „On the Partitions of the JR-Pyramid, 
being the first class of 12-gonotis X*edra Philosoph. Transactions of 
the Eoy. Soc. of London 1858, vol 148 (London 1869), p 160; s. a 
Eirkman in Educ. Times Reprints, vol 36, 1881, p. 115. Vgl a Tait 
in Trans, of the Roy. Soc. of Edinburgh, vol. 29, 1880, p. 657 

2) Tgl. a. Hamilton,* „Memorandnm respecting a new System of 
Roots of Unity.** Philos Mag. (4) XII, 1856, Juli — Dez., p, 446 und von 
demselben; ,,On the Icosian Calculus.** British Association Report 1857, 
Notices and abstracts, p. 3; some A. S. Herschel, „SirWm. Hamilton’s 
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Wir werden spSter selieii, dafi die beiden Spiele Hamil- 
tons, das Dodebaeder- rind das Ikosaederspiel, auf dasselbe 
binauslanfen, nnd wollen ims daber zunadhst anf das eine der- 
selben, das Dodekaederspiel, bescbianfcen. TJnter „Dodekaeder“ 
versteht man bekannidicb einen KSiper, der Ton 12 Flacben be- 
grenzt ist, so zwar, daB jede Slacbe ein 5-Eck ist, die 7aM aiiAr 
Eanten daber = 30 nnd die aUer Ecken, in. deren jeder 3 Kanten 
zusammenstoSen, = 20 ist (s. Eap. XVI, S. 179). Eine anscban- 
liebe Vorstellung von die- 
sem KSrper erhalt man am 
besten, wenn man sieb in 
Eig. 1 um das mittlere 5- 
Eck die anderen 5 so bemm- 
gebogen denfct, daB je zwei 
benaebbarte sicb langs einer 
Fdnfecksaeite aneinander an- 
scblieBen. Hierdnrcb ent- 
stebt ein nacb einer Seite 
bin offener Korb, gebildet 
von seebs 5-Ecken, mit einem 
oberen Rand, der sicb ans 
10 Kanten (Fiinfecksseiten) zusammensetzt. Stfilpt man nnn 
auf diesen Korb einen zweiten kongrnenten Korb so, daB die 
10 Randkanten des einen sicb auf die des anderen legen, so 
scblieBen beide Korbe zusammen allseitig emen Raum ab und 
bilden einen Korper, den man „Dodekaeder“ nennt 

Hamiltons Aufgabe verlangte nun, auf einer Wandemng 
Islngs der Kanten des Dodekaeders alle 20 Ecken und zwar jede 



Icosian Game “ <iuart. Journ 3, 1862, p. 305 _ Dt^r Erfinder des Quatemi- 
onenkalkiils miiSte an diesem Spiel besonderes Interesse nehmen, da er 
dnrch dasselbe zu emei* Art von Kalknl gefnhrt wnzde, der, wenn anch 
YOn dem dez Qnatemionen verschieden, doch einige Analogien hierzn bot 
(„liaTmg some general analogy thereto", Philos Mag. 1866 1 c.) — Em 
aneh als Dodekaederspiel bezeichnetes Orakelspiel (igl z. B. Jean de 
Menn, Le plaisant jeu dn Dodechedron, revu par Gruyet, Lyon 1680) 
hat mit dem Hamiltonschen nichts geinein 
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Fig S 

Biagramm dea Dodekaedera 


nnr einmal zu passieren, -(irobei die 
5 ersten Stationen vorgescliriebBii 
seta sollten. Da es nun offenbar 
nicbt daraaf ankommt; dafi die 
Wanderung auf einem raumliehen 
Gebilde ausgefuhrt wird, so kon- 
nen wir an die Stelle unseres Do- 
dekaeders ein ebenes Diagramm 
(s. Pig. 2) setzen und dieses der 
weiteren Betrachtung zugrunde le- 
gen.i) 


§ 2. Wanderungen. ohne Vorsoliriften fiber Beibeixfolge 
der Stationen. 

Stellen wir ims zunSchst die einfachere Aufgabe, die 20 Sta- 
tionen m beliebiger Reihenfolge zu durcbwandem, obne uns um 
die Vorsclirift bezuglicb der 5 ersten Stationen zu bekummern, 
BO erhalten wir in folgender Weiee leicht eine Losung: Wegen 
der iiberall gleicbmaBigen Struktur des Korpers ist offenbar 
keine Ecke yor einer anderen bevorzugt, und dasselbe gilt natiir- 
lich ancb yon alien Kanten und Flachen des Korpers Dann 
sind aber natiirlicb aucb in dem von uns substituierten Diagramm 
alle 5-Eeke und ebenso samtlicbe Eckpunkte („Knotenpunkte% 
ygl. S- 171), wie auch alle Linien des Diagi-amms, untereinander 
yollig gleiehbereebtigt; die inneren Elemente der Pigur z. B mit 
den gleiehartigen auBeren^) usw. 

1) Hamilton hatte in dem von ihm herausgegebenen Spiel auch 
ein ebenes Diagramm gewahlt; die Dodekaeder-Ecken -waren durch 
Lecher markiert, in die elfenbeineme Pfiocke gesteekt wurden, aobald 
man. die betreffenden Ecken passiert hatte (s hieniber die Angaben in 
Bnt Assoc. Eep 1867, 1. c.) 

2) Auch ISiigs der SuBeren Linien des Diagramms, z. B l§>ngs PQ^ 
stoBen, vrie lUngs der inneren^ je, zwei „5-Eoke‘^ znsammen: man hat 
naturlich OPQB8 als solches mitzurechnen, Knr so auch ergibt 
sich alfi Auzahl der „5-Ecke*‘ des ebenen Diagramms 12, wie es doch 
sein muB 
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W«ia wir daher irgendeine bei einem beliebigea Pankte;, 
beispielsweise bei A, beginnende Baba batten, die eatsprechend 
den Bediagnagea der Aafgabe darcb alle Puakte je eiamal bia- 
durcbfiibrte, so wfirdea wir, wean wir in iigeadeinem aaderea 
Puakte, z. B. in 6^ oder 8, begdaaea uad uasere Waademag aacb 
deaselbea Groadsatzea ausfObrtea wie die erste, gleicbfalbs alle 
Puakte je einxaal passieren. Dies ist eiae uaiaittdLbare Polge der 
ToUigea GB.eicbaiafiigkeit in der Struktur des Systems. Wir gebea 
daber rersuebsweise von einem gaaz beliebigea Puakt aus uad 
waadera Bmgs einer seiner 3 Liniea bis zu deren Endpunkt. Fflr 
die weitere Fortseizuag steben uas dana 2 Wege offen, eiaer 
recbts uad einer links. Bezeichaea wir das Einscblagea des 
recbtea Weges darcb eia r und das des liakea durcb eia Z, so 
fabrt, wie wir uas leicbt dberzeugea, die Befolgung der von 
Hamilton angegebenea Torsdirift 

rrrlllrlrlrrrlllrlrJ 
nns durcb alle Puakte je eiamal und darauf wieder zum Aus- 
gangspunkt ztirtLck. Gilt dies fdr einea Ausgaagspuakt, so aacb 
dem oben Gesagten fBr jeden aaderea Bei einer solcbea Wan- 
deruag werden natilrlieb 20 Liniea durcblaufea, wabrend die 

ubrigen 10 uabeautzt bleiben. Um 
dies nocb deutlicber zu macbea, gebea 
wir la dem nebeastebeaden Beispiel 
der Fig. 3 in ausgezogeaen Liniea eiae 
solcbe Baba an, wabrend die dabei 
nicbt durcblaufenen Liniea nur punk- 
tiert siad. Der Anfangspuakt ist durcb 
^ bezeicbaet. Von den' 3 von jedem 
Puakte ausgebenden Liniea werden 
immer 2 durcblaufea, wabrend die 



1) Bezeichnet man die Operation der Umkehrung einer Lime in 
ihrer Richtimg, also den Ubergang von AB zu BA (s. J^g 2), mit i, 
so ist ofifenbar I = r^r; denn, anstatt z B. von AB direkt zn B 3£ ver- 
mSge I uberzugehen, konnten wir auch erst vermSge r von AB zn BC, 
von bier vennSge t zu CB und dann vermoge r zn BM flbergehen. 
OfFenbar fflhrt eine f^fmslige Anw'endung der Operation r hinter- 
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dritte imbeinitzt bleibt. Die Aufgabe unseres Spiels laBt sick 
also auck dabin fassen: Von den 30 Linien des Diagramms sind 
10 so ansznwalilen, dafi niemals zwei dieser 10 in einem Punkte 
znsanunenstofien nnd dnrcli Anssckeidnng der gewaklten 10 der 
Zusanunenkang des Liniensystems nickt anfgehoben wird. 

Der franzosische Artillerieoffizier Hermary hat eine andere 
Regel zum Auffinden der Losungen angegeben-), die jedoch nur auf 
einer anderen Bezeicknung bemkt: Waklen wir die beiden ersten 
Punkte beliebig und schreiten wir dann links oder reckts fort^ 
so kommen wir zunackst zn einem dritten Punkt. Diese 3 Punkte 
gekoren stets zu einem unserer 5-Ecke, und wir werden nun von 
dem dritten Punkt ab entweder auf dem TTmfang dieses 5-Ecks 
fortsckreiten oder auf ein anderes 5-Eck iibergeken, Ersteres oder 
das ,,Bleiben^^ im 5-Eck woUen wir fortan durck 6 bezexcknen; 
es wird ofifenbar dann und nur dann eintreten^ wenn wir nack 

einander ssu der ursprunglicheu Linie zuriick^ und ebenso bringt eine zwei* 
malige Anwendung von ^ kemerlei Xndterung hervor; es ist also 
XJnter Bexuoksiclitigung dieser Grleicliungen wird das obige Haxnxltonsclie 
Schema, wenn man fur Z uberall rtr setzt, identisch = 1, was natiirlich 
die Bedeutong hat, daS eine Wandertmg nach dieser Hamiltonschen 
Yorachiiffc stets zu ihrem Auagangspunkt zuruekfuhren mufi, gleichgiiltig 
wo dieser liegt. Die Operation ri ffihit offenhar nach dreimaliger An- 
wendung wegen der 3 in jedem Punkte zusamme^stofienden Linien zum 
Ausgangselement zuiuck, so dafi (ri)*=l ist. Pur das raumhche 
Dodekaeder bedeutet r eine Drehung um die Yerbindungslinie der 
Mittelpunkte zweier gegenuberliegender Fl'^chen und zwar eine solche 
um 7:2®, z eine Drehung um die Yerbindungslinie der Mitten zweier 
gegenuberliegender Eanten (um 180®) und ri eine solche um eine 
KSrperdiagonale (um 120®); diese Drehungen nebst ihren Iterationen und 
Kombinationen stellen offenbar alle Drehungen dar, die das Dodekaeder 
in sich uberfuhren. Unsere 3 Gleichungen r® = l, ^*=l, (r^)®=l 
charakterisiexen die Morphologie des Dodekaeders und des ihm dua- 
listisch entspreohenden Ikosaeders vollkommen (Hamilton, Phil. Magaz 
1S56, p. 446); andererseits sind dies auch die dehnierenden Relationen 
dex Substitutionengruppe von der Ordnung 60, von der die algebraische 
AuflSsung der allgemeinen Qleichung 5 tea Grades abbSngt (s Dyck, 
„Gxuppentheor. Studien“, Math Ann. XX, 1882, p. 36) und die daher 
auch den Namen ,Jkosaedergruppe“ fdhrt. 

1) Publiziert durch Lucas, „R^cr^at.**, t. II, 1896, p 216. 
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emem Schema Terfahren, das mit r r oder 1 1 beginnf^ wShrend 
dag^en der „Wech8«l“ des 6-Eeks, durch w hezeichnet^ for die 
Anflmge r I xmd I r eintritfc- Ubertragen wir nun so das obige 
Hamiltonsche Schema in diese nene Bezeichnxmgsweise, so er- 
h^dten wir offenbar statt dessen: 

h'bwhhwwwwwhhw'b'bwwwww. 

Denken wir tins langs einer solehen alle Ftiukte umfasscn- 
den geschlossenen Bahn einen Schnitt gefiihrt, so wird natOr- 
Kch die Oberflaehe des Dodekaeders zerteilt imd z-wsur in 2 Teile^ 
aber anch nieht in mehr, da die Bahn sieh ja vor dem Ende 
nieht schlofi. Jeder dieser beiden Teile besteht ans einer ge- 
wissen ATi7:ftb] Ton o-Ecken, da andere B^renznngsflachen ja 
nieht Torkommao^ und zwar ist jeder dieser beiden Teile so be- 
schaffen, daB jedes 5-Eek darin hoch- 
stens an 2 andere 5-Ecke grenzk Whrde 
ein 5-Eck namlich an 3 oder mehr 
andere grenzen, so mdfite sich minde- 
stens an zwei aufemanderfolgende Ton 
seinen Seiten je ein neues 5-Eck an- 
legen. Dies ist aber nieht moglich; 
denn wir batten aisdann — in Form 
eines ebenen Diagramms gezeichnet ^ 

— eine Konfiguration wie in Pig. 4, und 

der Punkt A ware somit auf nnserer Wanderung gar nieht pas- 
siert. Wir erhalten also stets Piguren von der Form der Fig 5, 
und zwar besteht offenbar jeder der beiden Teile, m die das 
Dodekaeder vermoge unseres 
Schnitts zerfallt, aus 6 Fiinf- 
ecken, "weil sonst die Umgren- 
zung des Gebietes sich nieht aus 
20 Seiten zusammensetzenwiirde, 
wie es ja fhr uasere Bahnkurve 
der Fsdl sein muB. So stellen namlich die mittleren 4 Funfecke, 
Ton deren Seiten je zwei zur Anheftung dienen, je drei ihrer Seiten 
fiir die Bahnknrye und die beiden auBeren 5-Ecke deren je Tier, 
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zasanuneo. also 20. Wir liaben in Fig. 3 die 5-Ecke der beiden 
Teile duret rdmische bzw arabiscbe Ziffem kenntlieb gemacbt, 
•wobei als das Fiibfeok 6 natfirlicb die Flaehe des ganzen Dia- 
gramms anzuseben ist. 

§ 3. WanderungexL bei vorgesohiiebenezi 
Anfaiigsstationen. 

Wir erhielten naeh. dem Hamiltonscben Sebema des vori- 
gen §, das bbrigens in 2 einander gleicbe Ealften zerfallt, eine 
gescblossene, alle 20 Punkte nmfassende Babn. Da wir nun 

diese Babnkurre, so wie sie „geseblossen“ 
fertig vorbegt, aucb ebensogut in umge- 
kebrter Ricbtung, sowie aucb von irgend- 
einem anderen ibrer 20 Punkte aus, durcb- 
laufen kdnnen, so siebt man, dafi unsere 
obige Yorschrift ein Zyklus sein mufi, den 
wir daber aucb in der Kreisform der Pig. 6 
scbreiben wollen, und daB wir erne ricbtige 
Losung (bei beliebigem Ausgangspunkt) 
stets erbalten, wenn wir unserem Zyklus an beliebiger Stelle 
einen Einscbnitt geben und dann den von ibm vorgescbriebenen 
Weg besobreiben 

Legen wir nun jetzt die Hamiltonscbe Form des Problems 
zugrunde, nebmen wir also an, dafi die ersten 5 Stationen der 
Wanderung vorgescbrieben sind, so liegt darin offenbar weiter 
nicbts, als eine Bestimmung darSber, an welcher Stelle der 
obige Zyklus (Pig. 6) begonnen werden soli. Smd diese 5 Sta- 
tionen z. B. A, JB, C, K, L (s. Pig. 2), so wQrde dies bedeuten, 
daB wir zunacbst von A nacb B, dann r nacb C, darauf I nacb 
AT und Bodann I nacb L geben, also den Zyklus mit r ll be- 
ginnen soUen. Die Bedingung der vorgescbriebenen 5 ersten 
Stationen involviert also stets die Bedingung eines der folgenden 
Anfange; 

1) rrr 2) rrl 3) rlr 4) Irr 

5) rll 6) Ir I 1) Hr 8) III, 
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die alle in onserem Zyklus leicht zu erlialten sind. Erstreben 
•wir nSmlidi den Anfang r r r, so konnen wir an den in der 
Fig. 7 mit 1* und 1^ bezeichneten Stellen b^innen, so zwar, 
daB wir dai ZjMns ron 1* ab im UfarzeigersiiiDe, von I** ab im 
nmgekebrten Ubrzeigersinne diureblau- 
fen. Era Einscbnitt an jener zweiten 
Stelle des Zykins, die gleichfaUs die 
Kombination rrr aufweist, wiirde offen- 
bar keine neue Losnng mebr liefem. 

Wir erbalten in diesem Falle also 2 
Losungen, nnd man siebt obne weiteres, 
daB fOr den Anfang 8) dasselbe gelten 
mnB. Dabei baben wir also unier 

wie ancb weiierbin stets in di^em 
§, eine gescblossene, aUe 20Pankte 
nmfassende Babn, die zngleicb der bTebenbedingnng der vorge- 
scbriebenen 5 Anfangsstationen gentigt, zn verstebsen. P0r den 
Anfang 2) bekommen wir die Einscbnitte 2* nnd 2'* und aneb 
nur diese 2 Losungen; ein gleicbes gilt fttr 7), das ans 2) dnrcb 
erne Vertauscbung von r mit I bervorgebt, eine Vertauscbung, 
die dffenbar allgemem einer Umkebrung der Dnrcblaufongs- 
ncbtnng des Zykins gleicbkommt. Die gleiche Anzabl von Lo- 
sungen erbalten wir fiir den Pall 4), namliob 4* imd 4**, und 
ebenso ancb fur den dazn reziproken Fall 5). Fiir den Anfang 3) 
ergeben jedocb die Einscbnitte 3% S'*, 3®, 3*^, — die beiden 
ersteren mit einem Umlauf im TJbrzeigersiime, die beiden letz- 
teren mit einem im nmgekebrten Sinne — 4 voneinander ver- 
scbiedene Losimgen, die folgende Aaifange baben 

3*) rlrlrr . . 

S’*) rlrrr.. 

3=) rlrll . 

3^) rlrlr I .. 

Das Entsprecbende gilt natiirlicb fiir den reziproken Fall 6) 
JBei vorgeschri^men 5 erstm Stationen ist die Aufgdhe also jedea- 
falTs stets loshar und stvar enttoeder auf 3 oder auf 4 Arten. 




204 


Eapitel XVII 


Biese Metliode gestattet aber aucb, fur diejenigea Falle, in 
deuen eine andere Anzabl von Anfangsstationen Yorgescbrieben 
ist, die Zahl der Losnngen zn bestiminen. l^elimeii wir zunaebst 
fii-nniftl an, dafi nnr die beiden ersten Stationen bestiiazat sind; 
dan-n braucben wir, nacbdem wir die erste Linie durchlaufen 
baben, die Fortseteung nnr nacb onserem Zykins zn macben, 
dtLrfen denselben jedocb an beliebiger Stelle beginnen, was ofFen- 
bar -wegen der zwei nnter sieb gleicben Halften des Zykins 10 nnd 
zwar tmtereinander versebiedene Mdglicbkeiten gibt. Da nun fiir 
jeden Einscbnitt der Zykins ancb nocb in zwei verscbiedenen 
Biiebtungen durchlaufen werden kann, so erbalt man im ganzen 
20 Losnngen, die aUe, wie man sieb leicbt ilberzeugt, voneinander 
versehieden sind. Von diesen 20 verscbiedenen Losnngen be- 
ginnen, wie bei der volligen Symmetric des ganzen Systems von 
vomberein einleucbtet, ebenso viele mit I wie mit r, so daJB wir 
also, wenn die 3 ersten Stationen, d. b. also der erste Bucbstabe 
des Zykins, vorgescbrieben ist, nocb 10 Losnngen baben. 

1st dagegen ntir der Ansgangspirnkt vorgescbrieben, so 
kdnnen wir denselben zunaebst in 3 versclfiedenen Biebtungen 
langs der 3 von ibm ausgebenden Linien verlassen imd von dem 
naebsten Puukt ab baben wir dann fdr die weitere Babn nocb je 
20 versebiedene Mogbebkeiten. Von diesen 60 Babnen fallen 
jedocb ofFenbar immer je 2 znsammeu; nennen wir namlicb die 3 
von dem Ansgangspunkt ausgebenden Linien a, h, c, so fallt eine 
Babn, die mit a begiimt nnd mit endigt, mit einer anderen, 
mit h beginnenden nnd mit a endigenden, zusammen usw. Es gibt 
also fur unser Spiel ancb insgesamtnur 30 versebiedene ge- 
sehlossene Babnen; denn in dem vorgesebriebenen Anfangspunkt 
ist eine Bes.cbrankQng natfirheb niebt entbalten, wenn die Babn 
gescblossen seinsoll. — Sind die 4 ersten Stationen vorgescbrie- 
ben, d. b. also die beiden ersten Zeicben des Zykins festgesetzt, 
so sind 2 Falle zn untersebeiden: entweder soli der Zykins mit rr 
resp. dem dazn reziproken 1 1 begmnen; dann baben wir, wie 
leicbt zn seben, 4 versebiedene Losnngen, — oder aber der Zykins 
beginnt mit rl resp. Zr, dann gibt es 6 Losnngen. — Der Fab. 
der 5 vorgesebriebenen Anfangsstationen ist oben bereits er- 
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ledigt. — Schreibt man 6 oder melir Anfeingsstationen vor, so 
existiert eine Losimg niclit meltr nnter aJlen Umsi^den. Sind 
namlich. die 6 ersten Staiionen, d. li. also die 4 ersten Zeiclien des 
Zykins, vorgesehrieben, so sind folgende FalLe zu unterscheideia: 

1) rrrr . . . 

2) rrr I .. . 

3) rr Ir . . . 

4) rlrr... 

5) I rrr . . . 

6) rrll ... 

1) r I rl ... 

8) rllr ... 

and ebensoviele dazn reziproke. Da die Kombinationen 1) xmd 8) 
in nnserem Zykins (Fig 6) niclit vorkommea, so besitzen diese 
F^e keine LSsungen, wie abrigens ancb leicbt ans dem Dia- 
gramm der Fig 2 sick ergibt^). Die FaJle 3), 4), 6) besitzen je 
eine Losnng, 2) nnd 5) je 2 Losnngen nnd 7) scbliefilicb deren 3, 
namlich 

a) rlrlr r . . . 

b) rlrlll ... 

c) r 1 1 I ) I . . 

— 1st ancb nocb der 7-te Punkt vorgescbrieben, so gibt es 3 Lo- 
sungen bberbanpt nie mebr, sondern bocbstens nocb 2, da von 
den 3 Losnngen des vorstebenden, losnngreicbsten Falles 7) nnr 
nocb 2, namlicb a) nnd c), in dem 5-ten Zeicben ubereinstimmen. 

— Scbreibt man scbliefilicb die 8-te Station ancb nocb vor, so gibt 
es bocbstens nocb eine Losnng, wie man bei naberer Betracbtnng 
der Falle 2), 5), 7) als der einzigen, fSr die bei 6 vorgescbne- 


1) Begiunt man die Wanderung z. B. mit AB, so fuhrt die Yor- 
achrift rllr dnrch den Weg ABGK.LP, xmd es gibt schon jetzt keine 
MSglicfakeit mehx, den Pnnkt M, von dessen 3 Kachbatpnnkten. bereits 
zwei, B xmd i, pasaierfc sind, zn erreichen xmd ■wieder zn verlassen, -wie 
es dock fdr eine geschlossene Bahn nnerlafilich xrSxe. 
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beuen AnfaugsstatioBeii xaehr als eine liosnDg ezistierte^ leichi; 
CTkennt. Wir scliliefien diese Betrachtung mit einer tabellarisch.en 
Zusammenstellujig der erbalteuem Resrtltate: 


Zahl dex vorgeschxiebenen Stationen: 
1 
2 

3 

4 

5 

6 
7 

8 Oder mehr 


Zahl der Lds-ongen. 
30 
20 
10 

6 Oder 4 
4 Oder 2 
3, 2, 1 Oder 0 
2, 1 Oder 0 
1 Oder 0 


§ 4. * Weitere Aufgabeu Haxniltons. 

Hamilton steUte noch. verscbiedene weitere Aufgaben fiber 
das Dodekaederspiel. Eine zweite Anfgabe verlangte: Bei vor- 
gescbriebeiieii 3 *eTsten mid vorgeseliTiebener letzter Station 
soHen alle Eoken je eimnal passiert vrerden. Da als Endstation 
jede beliebige soil Torgescbrieben werden dfirfen, so ist es im 
allgemeinen natfirlicb nicbt moglicb, von ibr zum Ausgangs- 
punkt zurfickznkebrenj auf eine gescblossene Bahnkurve 
dfirfen wir somit jetzt im allgemeinen nicbt mebr rechnen. Wir 
geben im folgenden einige Beispiele^) ffir diese Anfgabe, die 
0, 1, 2, 4 Oder 6 Lostmgm besitzt: 

1) A, S, C seien die 3 ersten, Q die letzte Station (s. Fig. 2), 
Die einzige Losung ist 

ABGHEFTUNMLKJHGBSOF Q 

2) Dieselben Anfangsstationen, die Endstation sei M. Es 
gibt 2 Lfisungen, nfimlicb: 

ABGKLMNUISOFQjrUDEFGM 
ABGDEFGHJKLMNUT8 0FQB. 


1) VgL Lucas, „Il6cr^at.“, t. II, p 220. 
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3) Dieselben Anfaxigssiatiozien, O Endstation. 4 Losimgen^ 
namlieli: 

AJBGBEFGHJKLMNUTSBQFO 
ABCKJE.BEFGBQFLMN UTSO 
ABCKJQFLMNUTFBBHGBSO 
ABCKLMNVTSBGFEBHJQFO. 

4) Dieselben Anfangsstationen, JST Endstation. Die Anfgabe 
ist nnlosbar, desgleicben, wenn die Endstation eine der Ecken 
D, F, My NyFyTlsL 

5) Nebmen wir femer den Pall, dafi die vorgeschiiebene 
Endstation der Anfangsstation benacbbaart ist, z-B.'. AB G der 
Anfang nnd U die Endstation, ein PaU, for den Tdr bbiigens anf 
§ 3 rekurrieren konnen^), so erbalten wir folgende 6 Losongeu: 

ABGBEFGJSJKLMN OF QBSTU 
ABGBEFTSOFQBGHJKLMNU 
ABGKLMNOFQJHBEFGBSTU 
ABCKJQBGHBEFTSOFLMNU 
ABGKJQFLMNOSBGHBEFTU 
ABGKJHBEFGBQFLMEOSTU. 

Eine weitere Fragestellung Hamiltons verlangt: Bei ge~ 
wissen vorgescliriebeueiL Anfangsstationen nacb eiuer weiteren 
vorgescbriebeneii Anzabl von Stationen so weit zn kommen, dafi 
dann kein weiterer Pnnkt mehr zn erreicken ist. Wir bescbran- 
ken uns auf ein Beispiel, namlicb da£ man bei dem Anfang 
A B G B E nacb 6 weiteren Stationen festsitzen soU Die L 6 - 
sung ist leicbt. 

ABGBEFGBQJH. 

Man erreicbt also im ganzen nur 11 Stationen — Die Minimal- 
zaKl Ton Stationen ubrigens, die man stets erreicbt, bevor ein 
Festsitzen eintreten kann, ist 85 Beispiel: GKLMNUAB. 

1) Enfipft man das Ende U an den Anfang ABC, so erhalt man 
UABO nnd damit die Vorschnft Zr, die nach § 8 (S. 204) seclis Foxt- 
setznngen besitzt. 
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Ein viertes Hamiltonsclies Problem geht dahin, alle Sta- 
tionen mit Ausnabme einer bestimmteiL zu passieren und zwar^ 
indem etwa die beiden ersten imd die beiden letzten Stationea 
vorgescbriebeii sind. Sind z. B. A, B als die beiden ersten nnd 
N, O als die yorletzte und letzte Station vorgescbrieben und 
soil JT gemieden werden, so erhalt man folgende Ldsnng: 

ABCKLP QJHDEFaBSTVNO 

§ 5. Das Ikosaederspiel. Die fibrigen regnlSren Folyeder. 

BieAufgabe des zweiten Hamiltonschen Spiels (vgl. § 1), 
des Ikosaederspiels, bestebt darin, die Oberfl^be des Ikosaeders 
so zn durebwandem, dafi jede Placbe gerade einmal passiert 
■wird, wobei man Ton einer Flacbe znr anderen nur ilber die 
Scbnittkante beider geben darf. Da das Ikosaeder das dualistiscb 
entsprecbende Gebilde zum Dodekaeder ist, so zwar, dafi die 
20 Eeken des Dodekaeders den 20 Flacben des Ikosaeders nnd 
die 12 Flacben jenes den 12 Eeken dieses entspreoben, -wabrend 
die 30 Eanten beider Kbrpef sicb gegenseitig zngeordnet sind, 
so kommt die Aufgabe dieses Ikosaederspiels offenbar genau auf 
dasselbe binans wie die oben bebandelte des Dodekaederspiels. 
Wir brancben daber anf dieses zweite Hamiltonscbe Spiel nicbt 
naber einzi:^eben. Dagegen wenden wir uns noeb knrz zu den 

iibngen regularen Polyedern and unter- 
werfen aucb sie der Forderung des Do- 
dekaederspiels. 

Zun§,cbst das Tetraeder: TJm eine 
gescblossene, alle 4 Eeken umfassende 
Bahn zu erbalten, sind 2 Kanten passend 
zn entfemen. Hierfur ergeben sicb 3 Mog- 
licbkeiten, namlicb die 3 Paare der in 
Fig 8 in gleicber Weise: mit 1, 2 oder 3 
Stricben, gezeiebneten Linien, so dafi wir also 3 LSsungen bier 
baben. Das LSsungsscbema in der obigen Bezeiebnungsweise 
lantet bier rlrl. 

Beim Wfirfel, bei dem 4 Linien zn entfernen sind, ergeben 
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Sch Mer^, wie 'nrir sogleieb. seheii werden, 6 pass^de Eombi- 
nationem. Bei der Gleichberechiigimg aUer Linien xmteremander 
ddtfen wir zima^bst olme B^sdirankui^ annebmen, dafi tmter 
den 4 auszusebeidenden Lmien sicH 
Linie 1 (s- Fig. 9) befindet. Dana dfir- 
fen die Linien 2, 9, 4, 12 nicbt eutfemt 
werden, nnd es kommen also hierfornnr 
noeh in Betracbt: 3, 5, 6, 1, 8, 10, 11. 

Wir nnterscheiden nnn weiter zwei 
FlQle: 1) neben Linie 1 wird Linie 3 
ansgescbieden ; 2) Linie 3 wird nicbt 
nnsgescbieden. In dem ersten Falle 
Bind, wie man leicbt siebt, nnr folgmide 
zwei Xombinationen Ton 4 ansznscbei- 
denden Linien, von denen keine zwei in einem Pnnkte znsammen- 
stofien, mSglicb: 

1, 3, 5, 7 nnd 

1, 3, 6, 8. 



9. Biagraum das 
(WlSxf^). 


Von diesen beiden Kombinationen nun bleibt die erste, weil die 
Ausscbeidung dieses Quadrupels von Linien den Zusammenliang 
des Liniensystems aufheben wurde, auBer Betracbt, so daB von 
Fall 1) nur der Unterfall: 1, 3, 6, 8 verbleibt, Befindfet sich nun 
zweitens neben Lime 1 die Lime 3 nicbt unter den fortgenomme- 
nen, so mxissen die Linien 10 und 11 entfernt werden, weil .B nnd 
G andere Linien nicbt verlieren konneii, und es bleibt nur die 
Kombination 1, 5, 10, 11. Wir baben im ganzen also 2 passende 

<> 12 

Kombinationen mit Linie 1, insgesamt mitbin “ ^ =6 Kom- 

binationen von 4 za entfetnenden Linien und ebenso viele Losun- 
gen unseres Problems. Das Losnngsscbema lautet bier rrllrrll 
Bei einem vorgescbriebenen Anfangspunkt gibt es, wie ges^t. 
6 Losungen; bei vorgescbriebenen 2 ersten Stationen liefert das 
Schema nocb 4 Fortsetznngen, namlicb einsetzend mit r r,ll, 
r I nnd I r. Sind die 3 ersten Pnnkte vorgescbrieben, so gibt es 
nocb 2 Losungen und bei 4 nur nocb eine. Sind die 5 ersten 
Stationen vorgescbrieben, so b6rt die nnbedingte L5sbarkeit uber- 

Al&rens^ ACathem Unterlialtnngen S. AufL II 14 
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liaupt auf ; so ist z. B. der Anfarig G G ofifenbar unznlassig; 

(die ihin entsprecbende Folge Irl kommt in dem Zykins nirgendS' 
vor). Wir bekommen also folgende Tabelle: 

2alil der vorg^eecbrieben^T' AnfangspunlLte: Zahl der Lbsuzigen: 

1 6 

2 4 

3 2 

4 1 


5 Oder mebr 


1 Oder O. 


Das Oktaeder (s. Pig. 10) ist das dualistische Analogon zum 
Wtirfel; stellen wir also bier die Anfgabe des zweiten Hamilton- 

scben Spiels, so erledigt sick diese obne 
weiteres durcb die iiber den Wtirfel 
/j soeben gemacbten Ansfiihrnngen. Es 

/I \ \ sei jedocb weiter noch kurz bemerkt,, 

/ JL ^ \ dafi, wenn die Forderung des ersten H a - 

/ miltonscben Spiels far das Oktaeder 

erhoben wird, man in jedem der 6 
^ Punkte des Diagramms nattirlicb zwei 

rigf 10 . Biagratnm des Linien zu entfemen bat nnd siob bei 

Festsetznng der beiden ersten Stationen 
8 Dosungen, d b. 8 durcb alle Ecken bindnrcb- und znm Ausgangs- 
pnnkte znrtlckfCibrende Wanderungen, ergeben, bei einer vorge- 


scbriebenen Anfangsstation also 


16 Bolcbe Wanderungen. 



Eapitel XVIII. 

Das Farlten-Karten-ProMem. 

I hcLve ‘not succeeded in obtcuning^ a genercU proctf^ 

Ojk.'xxjBTX. Oolleet. Papezs 'SX, p. S. 

§ 1. 'W’esen. xtnd. Grescbloli.te des IPro^blems. 

Axif geograpliiscliexL Karten man bekannilicli die 

Kontnren eines Liandes oder ancix das ganze Laud dnrch eine 
eiulieiiiliche Farbe zn kennzeiehneii tmd bierbei zwei benacbbarte 
LiSaider dorcli Terscbiedene Farbeu zn imtersebeideiL. Unter ^be- 
nacbbairten^ liandem wollen dabei nnr solcbe vexsieben^ die 
langs einer Streck^ aneinander grenzen, wollen also in dezn Aus- 
nabmefalle^ dafi zwei Lander nnr in einem Pnnkte znsammen- 
stofien^ diese nicbt als ,,benacbbart^‘ anseben. Wir denken nns 
nun weiter der Elinfacbheit balber, daB anf xmserer Xarte nnr 
solcbe Lander Torkommen, die ans je einem zusammenbangenden 
Stiicke, also nicbt etwa aus mebreren voneinander 'vSllig ge- 
trennten Gebietsteilen ^), besteben, und wir erbeben nnn die 
Frage: La^t sicb eine Mindestanzabl von Farben angeben, die 
nnter den vorgenannten Bedingiingen, gleicbgtiltig wie im 
iibrigen die Karte bescbaffen ist, sicber stets ausreicben, ma 
die Karte so ausznfdbren, daB zwei ^benacbbarte*^ Lander stets 
verscbiedenfarbig dargestellt sind? 

Bei naberer Betracbtnng uberzengt man sicb bald, daB 
4 Farben in vielen Fallen imerlaBlicb smd (wir werden Beispiele 
dafdx in § 2 kennen lemen), jedoeb gelingt es andererseits ancb 
nicbt, einen Fall, der unseren allgemeinen Bedingungen ent- 
spricbt, so zu konstruieren, daB mebr als 4 Farben notwendig 
waxen. Vier ^dre alsOy wenn dies empirische Resnltat sicb be- 
statigen sollte, d%e von uns geszichte Zahl^ die ^yChromatische Zahl^y 

1) Siebe jedoeb unten § 4 

14 ^ 
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wie man sie neuerdmgs genannt iiat*^)j mit 4 Farben^ "wie blau, 
rotj §^elb Tind grto, ware somit jede Blarte in der Terlangten Weise 
attszuflihren. Den Kartographen soil diese Erfahrungstatsache seit 
langem gelanfig sein. Der erste jedoch, der in dieser Frage ein 
interessantes mathematisches Problem erkannte^ war wohl 
Francis Grufcbrie (etwa 1850), damals eben nocb. Student und 
•na rib-mala Professor der Matbematik in Kapstadt, und sein Bru- 
der, der naebmalige Professor derChemie undPbysik, Frederick 
Q-utbrie, der in jener Zeit die Vorlesungen Augustus De 
Morgans besuchte, macbte dem Lebrer von diesem Theorem 
des Bruders Mitteilimg.®) Durcb De Morgan, der dieser Frage 
groBes Interesse entgegenbrachte, und durcb seine Vorlesungen 
sind wohl weitere Kreise von bntiscben Matbematikem fur dies 
Problem interessiert worden*), und spater bat msbesondere der 
beriibmte Matbematiker Arthur Cayley die Aufmerksamkeit 
der Londoner matbematiscben*), sowie der koniglicben geogra- 
pbischen GieseUscbaffc®), auf diese Frage gelenkt, wobei er mit 
den unserem Kapitel vorausgesehickten Worten seinen Mifierfolg 
bei den Bembbungen, einen aUgemeinen Beweis fur den Vier- 
farbensatz zu finden, bekannte. Aueb ein von A. B. Kempe®) 
gegebener Beweis ist nicbt ausreicbend, wie P. J. Heawood'^) 

1) Der Name nihrt her von P. Wernicke; s Mathem. Annal 58, 
1904, p. 418. 

2) Siehe Frederick Guthrie, „Note on the Colourings of Maps". 
Proceedings of the Boyal Society of Edinburgh X, 1878 — 80, p. 728. 

3) Siehe auBer der in Anm. 2 zitierten Stelle noch die im gleichen 
Bande der ,,Proceedings“ befindliche Abhandlung von P. G. Tait, p. 601. 

4) 13. Juni 1878; s. London Math Soc. Proc 9, 1877 — 1878, p. 148. 

6) Cayley, „On the colouring of maps“ Proc. of the Boyal Geo- 
graph. Soc. I, 1879, p. 269 — 261 = Cayley, Collected Papers XT, p. 7 — 8. 

6) A B Xempe, „0n the Geographical Problem of the Four Co- 
louxs.“ Amer. Joum of Mathem. t. U, 1879, p 198 — 200; vgl. auch 
W. B, Story, „Notes on the preceding paper", ibid. p. 201 — 204. Siehe 
anch Kempes Artikel in Nature XXT, 1880, p. 399 — 400 und den Aus- 
zug darauB in London Maihem. Soc. Proc. X, 1878 — 1879, p. 229 — 231. 

7) P. J. Heawood, „Map-colour theorem" Quarterly Jouru. of 
Math. XXIV, 1890, p. 332 — 888 und „On the foui-colonr map theorem", 
ibid. XXIX, 1898, p 270—285. 
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gezeigfc hat, nnd dasselbe gilt von anderen, neueren Beweisen^), 
so dafi anch heute eine endgiiltige mathematische Erledigimg 
nnserer Fitikge, so sicher auch die Tatsache an sich zu sein 
scheint^, noch anssteht. 

§ 2. Kachbargebiete anf em£aoli ziiffaTnrnen'ha'ngenden 

ELachen* 

Eine Frage, die mit unserem Problem eng znsammenhangt^ 
ist die folgende: Wievlel Lander sind hochstens moglicli in der 
Art, dafi jedes Land jedes andere langs einer Llnle berfllirt? — 
Ofitenbar waren solche Gebiete, die wir mit L. Heffter als 
,,Nachbargebiete^^ bezeichnen wollen, im Sinne unseres Farben- 
problems aUe in verschiedenen Farben darzusiellen. Die Zahl 
der ,,Nachbargebiete“ ist somit jedenfidls eine untere Grenze fur 
die in der Fi^agestellung des § I gesuehte chromatische ZahJ^ 
ohne daB jedoch — worauf zuerst Heffter^) hingewiasen hat 

— beide Zahlen identisch sein mussen.^) 

1) tJber eiuen Beweis von Temple s. J Cook Wilson, „0n a sup- 
posed solution of the ^ four- colour-problem’ The Mathematical Gazette 3, 
p. 338 — 340 (ich zitiere nach dem Jahrb. uber die Fortschr, d. Math. 37, 
1906, p. 495). Auch der Beweis von P. Wernicke (Math. Ann. 58, 1904, 
p. 413 ff.) wird in der „Encyklop der mathem. Wisseiisch.‘‘ m 1, p 177, 
Fu6n. 60 (M. Dehn u. P. Heegaard) als „nicht ausreichend*^ bezeichnet. 

— Aufier der an der letztgenannten Stelle aufgefahrten Literatur uber 
tmser Problem nenne ich hier noch: C. de Polignac, „On elements con- 
nected each to each by one or the other of two reciprocal relations,^ 
Amer. Jonm. of Mathem 26, 1904 (p. 361—414), p 401 ff ; G D. Birk- 
hoff, „The reducibility of maps“, Bull- of the Amer Mathem Soc. (2) 18, 
1912, p. 489 und Amer. Joum. of Mathem. 35, 1913, p. 115 — 128; auch 
die nnter Nr. 734 (1912) des literar Index aufgefuhrte Abh. von O Yeblen 
betrifft das Farbenproblem, 

2) AUerdings ist auch die tatsachliche Richtigkeit des Satzes in 
Zweifel gezogen worden von J. Petersen (Interm^diaire des mathema- 
ticiens, t. VI, 1899, p. 38); vgl. hierzu S. 223 nebst Anm. 1 dort, 

3) L Heffter, „tJber das Problem der Nacbbargebiete.*^ Mathem. 
Annal. Bd. 38, 1891, p. 477. 

4) Dies war angenommen bei E. Baltzer, Leipziger Ber., Math.- 
pbys KL, Bd. 37, 1885, p 6 und bei F. Dingeldey, „Topologische Stu- 
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Schon Kempe^) tind spater Heffter^) haben darauf anf- 
merksam gemacbt, dafi die Frage nacb den. „N^acbbargebieten'' 
ein daalistisebes Analogon besitzt in derjenigen nacb den ^acb- 
barpnnkten" d. b. der Maximalzabl der Punkte, deren jeder mit 
jedem anderen dorcb eine Linie so Terbnnden ist , dafi keine 
dieser Linien eine der anderen scbneidet. Beide Fragestellnngen^ 
die nacb denNacbbargebieten und die nacb den !Nfacbbarpunkten, 
Bind ySUig koinzideni. Um dies zu erkennen, denken wir uns n 
Nacbbatgebiete und nebmen in jedem derselben einen Punkt an; 
Ton einem dieser Punkte zieben wir dann an die Girenzen der n — 1 
angrenzenden Gl^ebiete je eine Linie und setzen diese Linien fiber 
die Grenzen binaus fort bis zn den in den* betreffenden angren- 
zenden Gebieten angenommenen Punkten. Der erste Punkt ist 
dann mit alien n — 1 anderen Punkten durcb je eine Linie ver- 
buudmi, und durcb Fortsetzung dieses Verfabrens erhalt TTui.-n 
offenbar n Nacbbarpunkte. Man erkennt so leicbt, dafi, wenn 
man umgekebrt von n Nacbbarpunkten ausgebt, man zunacbst 
die Punkte durcb kleine Flacbeu ersetzen und diese dann so weit 
ausdebnen kann, dafi sie sicb alle langs gewisser Linien be- 
rfibren, und man in dieser Weise n Nacbbargebiete erbalt. Diese 
Betracbtimgen sind offenbar ganz unabbangig davon, auf was 
fOr einer Flacbe die Nacbbargebiete bzw. Nacbbarpunkte ver- 
zeicbnet sind. 

Die Anzabl der Nacbbargebiete in einer „einfacb zusammen- 
bangenden", d. b. nur von einer in sicb zurficklaufenden Rand- 
linie begrenzten Flacbe war bereits von Adolpb Weiske, 
Freunde des berfibmten Matbematikers A. P. Moebius, zu 4 
angegeben.*) Unsere Fig. 1 zeigt uns 4 solcbe Nacbbargebiete 

dien ubra die aus xingfSimig geschlossenen BS.ndern durch ge-wisae 
Schnitte eizeugbacen Qebilde“ (Leipzig 1890), p. 8. 

1) L. c. p. 200. 

2) L. o. p. 477 u. 486. 

8) Siehe E. Baltzex, „EuLe Erinnerung an Moebius und seinen 
Freund Weiske" Leipz. Ber., Math.-pbys. H., Bd. 87, 1886, p 2 In 
diesem, in Moebius’ NacblaS voxgefimdenen und jedenfalls vor 1840 
zu datierenden Eonzept Weiskes findet sicb auch. zuejst der Begriff 
der Nacbbargebiete, die dort „spa1ua confinia" beiBen. 
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1, 2, 3, 4, wahrend die Ptmkte I, II, lU, lY 4 Naclibazptmkte 
sind. Wenn also Moebius in einer Yorlesung vom Jabre 1840, 
wie Baltzer erzablt^), die Anfgabe steUte: „l!in indisober Konig 
wollte seiiPReicb tinter seine 5 Sobne so 
teilen, daB das Gebiet jedes Sobnes mit 
denen der 4 anderen eine Grenzlini^ nicbt 
blofi einen Punkt, gemein babe; wie war 
die Teilting ansznfabreny^ — so woUte 
Moebius Ton seinen Sebblem die Antwort 
baben, dafi die Anfgabe xmldsbar seL 

Mit Angabe eines einzigen Beispiels 
von 4 Naebbargebieten ist zngleieb exwiesen, dafi die cbroma- 
tiscbe Zabl mindestens — 4 ist, mit anderen Worten, dafi im all- 
'gemeinen for die Herstdlnng einer KarteimSinneunseres Problems 
Tier verscbiedene Farbao, wo nicbt eine grSfiere Zabl, erforder- 
licb sind. Man uberzeugt sicb nun freilicb, wie scbon in § 1 gesagt 
wurde, aucb obne den nocb feblenden 
strengen Beweis, leicbt, dafi 4 Farben 
aucb stets ausreicbend seinwerden. 

Zur Illustration geben wir in Fig. 2 ein 
Beispiel mit Angabe der 4 Farben a, h, 
a, d\ zwei nur in einem Punkte zu- 
sammenstofieude Gebiete sind bier, wie 
ja gestattet, in derselben Farbe (« 
resp. V) gebalten, dagegen niemals 2 Ge- 
biete mit gemeinsamer Grenzlinie. 

Wenn aucb im allgemeinen 4 Farben erforderlicb smd, so 
wird man doeb in besonderen Fallen oft scbon mit weniger aus- 
kommeu So geniigen z. B. nacb einer Bemerkung Taits®) fSr 
Gebietsemteilungen, bei denen in jedem Knotenpunkt immer nur 
3 Gebiete zusammenstoBen, auf alle FaBe scbon 3 Farben; dabei 
bezeicbnen wir mit dem Worte „Knotenpunkt‘‘, einem Ansdruck, 

1) Baltzer, 1 c p 1. 

2) Tait, „0ii the Colouring of Maps*‘. Proceedings of the Bojal 
Society of Bdinburgh X, 1878 — 1880, p 502 '603 Siehe a. die Xachtr&ge 
hier S. 361/862 
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der Tms ja tlbr^ens bereits aus Kap XVI gelaudg ist, alle die 
Punkte, in denen mehr als zwei Yerschiedene Q-ebiete zusammen- 
siofien. 1st die YOrgelegte Karte gar so beschaffen, dafi in jedem 
ihrer ^Elnoteupnnkte^^ obne Ansnahme eine gerade Anzahl Yon 
L^dern. (4, 6, 8. usw.) znsammenstoBt, so gendgen bereits 2 Far- 
ben*^); das in 2 Parben ansgefOirte Scbacbbrett ist das ein- 
facbste Beispiel dieser Art. 

Es liegt nabe zu fragen, aof wieYiele Yerscbiedene 
Arten nnn. in 4 Yorgegebenen Farben, etwa rot, blan, grdn nnd 
gelb, eine bestimmte Karte den Forderungen tmseres Problems 
gemafi sicb ansfdbren Isbt. A. C. Dixon bat diese Frage nnter- 
sncbt nnd bat fdr diese Moglicbkeiten-Anzabl, die er mit gp be- 
zeichnet, gewisse B.ednktionsformeln bergeleitet.^) Aus diesen 
Formeln ist dbrigens nicbt zu erseben, dafi die Grofie q) stets 
positiv 1) sein mufi; ein Beweis fOr den Yierfarbensatz wird 
also auob durcb diese Untersnchnngen nicbt erbracht. 

§ 3. l^aobbargebiete auf der Singfidche. 

Gehen wir nnn Yon einer eiofacb zusammenbangenden Flacbe 
aber zu einer Flacbe you bSberem Zusammenbang, also zu einer 
„Flache Yom Gescblecbt 1“, wie man, im Gegensatz zu der vor- 
ber betracbteten als einer „Pracbe Yom Gescblecbt 0“, die nacbste 
Stufe zu nennen pfiegt, so.>ist jbtzt die Anzabl der Nacbbarge- 
biete eine grSfiere als zuYor. Als Beprasentantin dieser Flacben 
denken Ydr uus eine Ringflacbe, also etwa die Flacbe, die durcb 
Rotation eines Elreises um eine aufierbalb desselben gelegene 
Acbse entstebt. Es gendgt namlicb, da die Zabl der Nacbbar- 
gebiete nur Yom Gescblecbt der Flacbe abhangt, einen Repmsen- 
tanten fur jede Gescblecbtszabl berauszugreifeu, wie es ja bei der 

1) Siehe Tait an der soeben zitierten Stelle, p. 501. 

2) A. C. Dixon, „On map colouring", The Messenger of Mathem. 
32, 1902 — 1908 Hjondon 1908), p. 81 — 88. — Siehe auch eine (mir nicht 
zngSingliche) Arbeit von 6. O Birkhoff, „A determinant formula for 
the number of ways of coloring a map", Aonals of Mathem. (2) 14, 1912, 
p. 42 — 46, sowie Bull, of the Amer. Math. Soc (2) 18, 1912, p. 489 — 490, 
und femer B M. Gama, Educ. Times Beprints 72, 1900, p. 103 — 104 
(Question 14149). 
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ein&cli znsammeiiliaiigeiLdeii Flaelie offenbao: auch ganz gleich- 
gnltig war, ob wir diese eben, kugelformig oder sonstwie ge- 
fcramint yoranssetzteii. Fur die Eingflache ist nun die Anzahl 
der Naebbargebietes, wie Heawood^) zuerst bemerkfc bat, sieben. 
Pig. 3 yeranscbaulicbt tms diese 7 17acbbargebiete derEingflacbe. 



1) In der oben zitierten Arbeit Ton 1890, p. 334 Kempe batte • 
(1 c p. 196) nnr secbs Nacbbargebiete angenommen ; anch bei Ed Lucas, 
,,Eecrdat. niathein.“, t. IV, p. 170 resp. Revue scientifique (3) 6, 1883, p. 13 
ist diese Zahl irrtiimbcberweise angegeben. — Secbs ist ubngens, wie 
H Tietze („Einige Bemerkungen uber das Problem des KartenfS-rbens 
aiuf einseitigen Flacbeii“, Dentscbe Mathem -Yeiein. Jahresber. 19, 1910, 
p. 165 — 169) gezeigt bat, die Anzabl der Nacbbargebiete fur das 
„Moebius*scbe Blatt'‘ (s. uber dieses A P Moebius, „Gesammelte 
Werke*^ Bd II , berausg. von P Klein, Lpz. 1886, p 484f oder etwa 
M. Bruckner, „Vielecke und Vielflacbe‘% Lpz. 1900, p. 64f-; uber die 
Zeit der Entdeckung der einseitigen Polyeder durcb Moebius s Curt 
Reinbardt in Moebius’ Werken, 1. c. p. 519 und for die gleicbzeitige 
Entdeckung durch J. B. Listing s, P. Stackel, „Di6 Entdeckung der 
einseitigen Flacben*^ Math. Ann. 52, 1899, p. 698—600). 
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Dabei m^sen wir uns den inneren £!reis ausgescbnitten und an. 
die gezeiclinete Kreisringflaehe imten nocb ein gleiches Papier- 
blatt angebefbet denken, so zwar, dab beide Blatter iiberall langs 
des aufieren und des inneren Grenzkreises zusammenbangen. Das 
auf der Fladie gezeicknete Liniensystem gibt dann eine Eintei- 



lung der Plaobe in 7 Ifacbbargebiete 1, 2, ... 7, wobei die punk- 
tierten Linien und ebenso der mit eingeklammerter Zabl bezeicb- 
nete Gebietsteil (5) als auf dem unteren Papierblatt liegend zu 
denken sind Abgeseben Ton diesem Gebiet (5) gebort Ton dem 
unteren Blatt die „sildlicbe‘' Halfte zum Gebiet 6 und die „n6rd- 
liebe“ zum Gebiet 7. In derselben Daretellungsweise gibt Fig. 4 
sieben Nacbbarpunkte 1, 2, ... 7 auf einer Ringflacbe. 

Fiir die Anzabl der Hacbbargebiete auf Flaeben vom Ge- 
schlecbt ^1 bat Heawood a. a. O. eine obere Gfrenze bestinimt 
und aucb gezeigt, dafi eine gleicbe Anzabl yon Farben fbr das 
Farbenproblem jedenfalls binreicbend ist; im Anscblufi bieran 
bat dann Bieffter in der oben zitierten Arbeit far eine grofie 
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Zaihl Yon FSUen^ die insbesondere die Flacben roxn G'escbleclit 1 — 7 
einschliefieii^), den. Beweis erbrachi^ daB jene Heawoodseben 
Mazimalzablen auch in der Tat erreiebt werden, nnitbin so viele 
Farben auabwirklicb notig werden honnen. Ddrftenwir nns also 
etwa den Satnmring als eine feste^ znsammenbangende Masse 
ToisteUen und eine politiscbe Einteilnng seiner Oberflacbe im 
Sinne nnseres Problems Yoranssetzen, so wttrde ^die kartogra- 
pbiscbe DarsteUung dieser Bingoberfi^be eventnell 7 Yarscbie- 
dene Farben erbeiscben, docb mufite diese Zabl jedenfalls ans- 
reicbend sein. 

Damit ist denn das Farbenproblem fdr eine ganze Anzabl 
von Flaeben boberen Q-eseblecbte als erled^ anzuseben, "wab- 
rend fdr den scbeinbar einfaebsten Fall, den der einfaeb znsam- 
menblngenden Flacbe, ein Beweis noeb dn^tebt. 

§ 4. Eine VeraUgemeinerung des Slartenproblems. 

Erbeblieb scbwieriger gestaltet sicb nnser Problem, wenn 
der in § 1 ansgescblossene Fall eintritt, daB verscbiedene, ganz 
Yoneinander getrennte Gebietsteile zu derselben politiscben 6e- 
memscbaft gebdren 
und infolgedessen 
gleicbfarbig darge- 
stellt werden sollen 
Die erforderlicbe 
Anzabl von Farben 
wird alsdann natflr- 
licb Yon der Anzabl 
der verscbiedenen 
Teile abbangen So 
ist z. B im Falle der Fig 5 — Gebietseinteilung m 6 Staaten 
1, 2, ... 6, deren jcder aus 2 Landesteilen bestebt, — offenbar fur 
jeden Staat erne besondere Farbe erforderlicb, weil jeder Staat 
an jeden der anderen 5 irgendwo langs einer Linie angrenzt. 

1) Bez^Ucb. des Falles p (Gescbleclit) = 7 s. H. Tietze, 1 o., 
p 158, Anm. S 
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§ 5. Ein Satz von Tait. 

The theorem has this proeoktng interest, iha/t %t mocks 
alike at doubt and proof, 

T. P. ICraiTMiJfr. jEldno Times Bepxmts 35, 1881, p. 118 

Probably the proof of ih%s curious proposition has hi- 
therto escaped detection from ite sheer simplicity JSabituaS 
stargazers are apt to miss the beauties of the more humble 
terrestrial objects, 

P. G. Taxt Pliilos 1884, 1, p 42. 

Tn engstem Zusammenhange mit unserem Problem steht ein 
Ton P. O. Tait*) anfgestellter Satz, der so lautet: Pie Linien eines 
Lmiensystems, dessen samUiche „Pu>nkte“ von der Ordmmg 1 sind 
mid das Icei/ne „PriicTcd‘ besUzt, lassen sich so »» 3 Platen teileny da^ 
von jedem Pwnlct eine Linie ems jeder der 3 JSIassen a/usgeht.^^ 
In dem Beispiel der Fig. 6 haben wir die 3 Klassen bzw. durch 

1, 2 tmd 3 Striche 
gekennzeicbnet ; 
Ton jedem Punkt 
gebt dojrt eine 
„ emgestricbene 
eine „z-weigestri- 
cbene" nnd eine 
Pig. 6 „dreigestricbene“ 

Liaie aus. 

Der Zusammenhang dieses Satzes mit dem Parbenproblem 
ist leiebt zn erkemien: Siebt man die Flacbe des Liniensystems 

1) P. G-. Tait, „Bem.arks on the previous Communication*' Edinb. 
Boy. Soc. Proc. 10, 1878 — 1880 (1880), p. 729; Tait, „Note on a Theorem 
in Geometry of Position". Edinb. Boy. Soc. Trans 29, 1880, p. 667; 
Tait, „Listing’B Topologie". Philosoph Magazme (6) 17, 1884, 1, p. 40. 
— SieBe eventnell anoh G. Brunei in den M^m de la soc. des sciences 
phys. et natnrelles de Bordeanz (3) 5 (1890), Extraits des proems- 
verbanz, p. TiXXXTX (6. VI. 1890). 

2) Wir geben den Satz niebt mit Taits Worten, sondein in der 
von nns in Kap. XVI eingefiibrten Terminologie; man vgl. wegen der- 
selben insbesondexe S. 172 n. 173. — In der von J. Petersen („Die 
Theoxie der regolSren graphs." Acta matbem. 15, 1891, p. 193 — 220) tmd 
anderen benntzten Terminologie, die statt nnseres „LiniensyBtems" den 
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als eiue geograpMsche Karte an und stelit sie in 4 Farben a, h, 
c, d dar^), so ergibt slcb aus dieser Darstellxuig in 4 Farben 
eine Einteilxing der Linien in 3 Klassen in Taitscbem Sinne. 
Bezeicbnet man namlich eine Grrenzlinie mit 1 Staricb, 'wenn in 
Lhr zwei Qebiete in den Farben a nnd h oder zwei in den Farben 
€ und d zusammenstoBen^ dagegen mit 2 Stricben, wenn die be- 
treffenden Farben a, c oder d, tmd mit 3 Stricbmi, weon sie 
< 1 , d Oder h, c sind, so erbalt man notwendig in jedem Fimkte 
eiue Linie Ton jeder der 3 Klassen. Denn in jedem Fnnkt stoSen 
3 Lander von verscbiedenen Farben, sagen wir a, b, e, znsammen, 
nnd das gibt nacb imseren Festsetznngen 3 verseHeden gestricbene 
Grenzlinien. 

Es sei nocb darauf bii^ewiesen, dafi biemaeb natSrlicb bei 
denjenigen Polyedem, die nur dreifacbe Ecken besiksen, — also 
unter den r^olaren beim Tetraeder, Wfirfel und Dodekaeder, — 
die Konten sicb so in 3 Klassen teilen lassen, daS die in irgend- 
einer Ecke zusammenstofienden 3 
Kanten stets Ton 3 Terscbiedenen 
Klassen sind. Fiir das Dodekaeder 
Teransohanlicbt Fig 7 dies, wakrend 
^r die beiden librigen Korper die 
Yerbaltnisse so einfacb liegen, dafi 
eine nabere Erlauterung iiberflussig 
ist (fur das Tetraeder in Kap XVII, 

Fig. 8 angegeben}. Beim Ikosaeder 
lessen sicb ubrigens, wie aucb 
gleicb bemerkt sein mag, die 
Kanten in 5 Klassen teilen derart, 
daB die 5 Kanten jeder Ecke Terscbiedenen Klassen angeboren 
(s. Fig. 8, in der die Linien aucb wieder je nacb ihrer KLasse 

Ton Clifford und Sylvester verwandten Ausdruok und BegrifF „Graph“ 
gebzaucht, wQrde der Satz so lauten: „Ein G-rapb dritten Grades obne 
BlILtter kann in. 3 Graphs ersten Grades zerlegt werden“; so z. B. in 
Loudon Math. Soc. Proc. 84, 1902, p 267 (S. Roberts, „lTetworks“). 

1) Ta1»9ichlich laBt sich ja dieser Fall, wie bereits oben (S 215) 
bemerkt, schon mit 3 Farben erledigen 
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durcli 1 bis 5 Striebe gekeimzeiohiiet sind und auBerdem jede 
Kante und die ibr gerade gegenflberliegende durob einen glei- 
cben Bncbstabeu bezeicbnet sind). Beim Oktaeder znii seinen 



vierkantigen Bcken ist eine entsprecbende KLasseneinteilung so 
leicbt ausznfilhren, dafi weiiere Angaben unnotig sind. 

Es mag "weiter bemerkt werden, daB, wenn wir in Pig. 7 
abwechselnd eine eingestricbene and eine zweigestricbene Lime 
duroblaufen, eine Losnng des Hamiltonscben Dodekaederpro- 
blems (s. Kap. XVII) sicb ergibt; ebenso, wenn wir zwiscben ein- 
ond dreigestricbenen oder zwiscben zwei- und dreigestricbenen 
Linien abwecbseln. Ptir das Tetraeder batten wir bereits in 
Kap. XVii, S. 208 nacb dieser Metbode Hamiltonscbe Rundreisen 
konstroiert. AUgemein ergibt sicb eine solcbe Rundreise fdr em 
entsprecbendes Liniensystem aus der Taitscben Dreiklassen- 
einteilnng der Linien durcb Porinabme der Linien einer Klasse^ 
wofem nicbt bierdurcb das Liniensystem in mebrere Teile zer- 
fallt. — Umgekehrt liefert eine auf andere Weise bergeleitete 
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Hamiltonsc^e Bimdreise fOr ein solclies Lizdensystenx eine 
T a i tsclie Dreiklassenemteilniig der Linien. Denn bei einer solchen 
Rundreise bleibt yon den je 3 Linien eines Pnnktes je eine un- 
benntzt; denken wir nns diese also flberall forigeaommen, so 
rednziert sick das ganze Linieusjstem anf eine geseblossoae 
Knrre, gebildet yon Luiien des Systems. Verseben wir diese 
Linien abwecbselnd mit 1 und 2 Stricken und die yorker fort- 
genommenen alle mit 3 Stricken, so kaben wir eine Taitscke 
Elasseneinteilnng. 

Wie das 4-Farben-Tkeorem, so karrt auck dieser Taitsche 
Satz nock eines Beweises, ja er bedarf sogar nock weiterer Restrik- 
tionen; denn, anf beliebige Liniensysteme im Ranme angewandt, 
ist er zweifellos nickt ricktig. Bin Beispiel, fQr das d^ Satz 
nickt mekr gUt, kat J. Petersen angegeben^): Man denke sick 
ein 5-Rck aicde nnd ein zweit^ a' c ' im Ranme nnd nnn 
immer je 2 gleickbenannte Rcken (a, a! nsw.) dnrck eine G-erade 
yerbnnden, so entstekt ein raumliekes Liniensystemyon lOPunkten, 
die alle yon der ersten Ordnung sind. Bezeicknet man die 3 Linien 
eines beliebigen Puixktes dnrck ein, zwei und drei Stricke, so 
sind fur die weitere Portsetzung der Strickelung nur nock einige 
wenige Falle moglick, jedock wird man in jedem derselben bald 
anf die TJnmoglickkeit einer TaitschenKlasseneinteilunggefokrt. 
Zweifellos ricktig ist der Taitscke Satz nackObigem dagegen stets, 
wenn das Liniensystem eine Hamiltonscke Rundreise gestattet.*) 


1) J. Petersen, Intermediaire des math^maticiens , t T, 1898, 
p. 225 — 227, s a. v. dems. ibid, t VI, 1899, p. 36 — 88. Vgl. a. „Encyklop. 
der mathem '^issenBcb.** HI. 1, p. 177 (Debn n. Heegaard) — Eine 
Figur zu diesem Petersenschen Beispiel, die wir bier f&r nnnotig erach- 
teten, gibt S Roberts in London Math. Soe. Proc. 84, p. 268 T^rigens 
yexsucht Roberts dort, die Taitsche Fassnng des Satzes durch besondere 
Interpretation eines Wortes zn retten, doch darf diese Auslegnng wohl 
als gezwnngen nnd somit der Rettnngsversuch als mifilnngen bezeichnet 
warden; yor allem wuide dadurch auch der Geltnngsbereich des Tait- 
scben Satzes wohl wesentbob stSjrker eingescbrankt als geboten ist. 

2) Hieranf bat znerst G. de Polignac ansdrncklicb anfinerksam 
gemacbt (,,Sm le thdorfeme de Tait“. Bull, soc mathem. de France 
XXVH, 1899, p. 142 — 146). — Siebe anch bier S. 362 f. 
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§ 6. Das Problem im dreidimenBionalen. Satime. 

S<ion Frederick Guthrie*) hatte seiuen Bruder Francis 
mehrfach dazu angetrieben, sein Farbentheorem auf dreidimen- 
sionale Verhflltnisseauszudebnen, d.b. also,, in unseref Ausdrucks- 
weise gesprocben, die cbromatische Zabl des dreidimensionalen 
Rnrimpa zu. b«stiminen. Aucb bier sind natfirlicb von wesent- 
licbster Bedeutcmg die „llTacbbargebiete" T^orunter wir jetzt 
offenbar zu versteben baben ein System von dreidimensionalen 
Gbbieten von der Art, daB jedes dieser Gebiete mit jedem an- 
deien eine Grenzflacbe (nicht etwa nur eine Grenzlinie oder 
einenGrenzpunkt)gemein bat. Scbon Frederick Gutbrie sagt 
in seiner mebrfacb zitierten Note, daB, obne besondere Bestrik- 
tionen, die mogbcbe Zahl solcber Naehbaxgebiete unbegrenzt 
groB sein wfirde, und erlautert dies naber. Nacbmals bat dann 
P. Stackel durcb ein Beispiel dargetan, daB man im dreidimen- 
sionalen Baume Nacbbargebiete in jeder gewflnscbten Anzabl 
konstruieren kann.*) Ein anderes, besonders glbcklich gewabltes 
Beispiel bierftlr gab H, Tietze®); es ist so einfaeh, daB wir 
einer Fignr dabei voUig entraten konnen: Man denke sicb eine 
Lage Balken, d. b. eine Beibe von Balken, von denen jeder 
unmittelbar neben den anderen gelegt ist; die Balken mogen 
alle denselben qnadratiscben Querscbnitt baben und mSgen 
so bingelegt sein, daB ibre Langsacbsen gerade die Bicbtung 
Nord-Sfid einnebmen Sodann legen wir auf diese erste Bftlken- 
le^ eine zweite genau ebensolcbe mit dem einzigen Unter- 
scbiede, daB die Langsacbsen dieser Balken die Bicbtung 
O — baben soUen. Wir baben dann zwei Scbicbten von 
Balken, und jeder Balken der einen Sdiicbt beriibrt jeden 
Balken der anderen Scbicbt und zwar in einer quadratLscben 
BerSbrungsfl^be, die gleicb dem Balkenquerscbnitt ist Nun 

1) L. c. (Sdinb. Eoy. Soc. Proc. 10, 1878 — 1880), p. 728. 

2) P. StS>ckel, „'0l>er NachbargeMete im Raiime‘*. Zeitschx f. 
Math. u. Phys. 42, 1897, p. 276 — 276. 

3) H- Tietze, „0ber das Problem der Fachbargebiete im £aume“. 
MoDatshefte f. Math, u Phys, 16, 1906, p. 211, Anm. 8 
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denken wir uns die Balkan der einen ScMclit Tom einen Bnde 
bis znm anderen an den Stimflacben gezeichnet als 1, 2, 3, 4 . ... 
und entsprecdiend die Balkan der anderen Scbiclit als 1', 2', 3', 4' .. . 
Irgendein Balkan i bat dann, "wie wir rekapitnberend nocbmals 
bervorbeben, mit irgendeinem Balkan ¥ eine qnadratiscbe Be- 
rflbrangsflacbe gemein. Ancb die Balkan 1 nnd 1' berfibren sieb 
in einer solcben Qnadratfiacbe, tmd Iwgs dieser Bladia woQen 
wir sie nun fast miteinander verbinden, etwa gms a-mmannagaln^ 
so daB die Balkan 1 nnd 1' jetzt also einen Korper bilden; 
abenso Terfabren wir dann mit den Balken 2 nnd 2', daranf mit 
3 Tind 3' nsw. Wir baben jetzt eine Anzabl K6rper: 1 + I'i 
2 + 2'; 3 + 3'; 4 + 4' . . . derart^ daB jeder Kdiper mit jedem 
anderen eine oder Tielmethr sogar mindestens zwei BerSbmngs- 
Bacben gemein bat (der Balken i bertlbrte den Balken ¥ in einer 
qnadratiscben Flacbe; t berfibrte Jc ebenso in einer solcben 
. Flacbe, also der Eorper i + f berubrt den Korper k + k' in 
mindestens zwei solcben qnadratiscben Flacben). TJnser System 
Ton Korpern stellt also ein System von dreidimensionalen ,^aeb- 
bargebieten" dar nnd, da wir die Zabl der anflnglichen Balken 
in jeder der beiden Scbiebten beliebig groB annebmen dtlrfen, 
so ist also durcb dies Beispiel gezeigt, daB es for die Zabl raum- 
liober Nacbbargebiete eine obere Grenze nicbt gibt und diese 
in jeder beliebigen Anzabl vorkommen konnen. 

Hieraus folgt sofort, daB die di) omatische Zuhl im drei- 
dimensioncden JElaume und damit naturhch audi m alien nodt 
Jioheren Rdumen uniegrennst ist. — Ancb P. Stack els Frage, ob 
vielleicht die Bescbrauknng auf konvexe Gebiete zu einer end- 
bcben Maximalzabl von Eaebbargebieten fiibren werde, ist zn 
vemeinen, indem H Tietze gezeigt bat, daB ancb von kon- 
vexen Nacbbargebieten beliebig viele moglich sind.^) 

1) H Tietze, 1 c (Monatsh f Math «. Phys.), p. 211 flF 


Ahrens, Matkem Unterhaltnus^en S. Anfl II. 
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Kapitel XIX. 

Bas Boss Puzzle Oder FiliifiEelmer- Spiel. 

JETunc litdum avtdissime terrtptunt JHagtstraius, ef ^txepe 
maxvmcBm. d%ei partem ludendo conswnuni, nam enter lu- 
dendi peritoe horcan iTttegram Indus unus teriet. Qut hutus 
2udt peritus est, tametet adia niilla re instgrtts fuervt, aX> 
omnibus coZs/ur, et evocatur, 

TUxc Tbi&jlut fiber den ,,ludn8 sinicne". D* 
dhnatiana expeditione apnd Smas snseep ta a b 
societate Jesn. Bom 1615 Xiiber 1, caput v J-iIy 
p. 90. 

Wenn ste nicht horen, reden,, fuMen, 

Noch sehn, teas thun ste denn* Sie sptelen 

M G. XixCBX'wsBS. nB’abeln m viex BtLcbem^', 

3 Bucb, II: »X>ie seltsamen Mensclxen". 
Sober Stnn Uegt oft %n kind^schem Sptel. 

Scajz.i<xB Gedicbt ^Tliekla*^. 

§ 1 . Greschiclite, Xiiteratirr ixnd. Besclixeitsiixig des Spiels. 

Das Spiel soli gleich. Terschiedenen anderen Unterlialtungs- 
apielen die Erfinduug des Amerikaners S. Loyd sein, dess’ Name 
in der Sehachwelt, vorzdglicli als der eines geistvoUen Schacli- 
problemkomponisten, woklbekannt ist.^) Scbon alsbald nacli 

1) Diese Belehirmig' fiber den Erfinder des Spiels verdanke ich einer 
mir nnr im Ansscbnitt vorlieg’enden Besprechung meiner „ Mathem 
Spiele“, die in der Schweizerischen Schacbzeitung vom September 1910 
(Oder 1917?) erschienen ist. Der frenndliche Rezensent — E. V. — ver- 
weiflt for seine Angabe auf das Bucb* Alain C. White, „Sam Loyd 
and bis Chess Problems“, ein Werk, das ich freilich bei drei der grdB- 
ten dentschen Bibliotheken vergeblich bestellte und das ich mir ander- 
woitig, da der gedachte Ansscbnitt mir erst wahrend der Korrektnr 
dieses Kapitels zn Gesicht kam, nicht mehr beschaffen konnte. Eine 
Erzahlung des berfilmiten englischen Mathematikers Sylvester, der be^ 
kanntUch langere Zeit in Amerika gelehrt hat, an Ed. Lncas (s. dessen 
„R^cr^t. math^m.“, I, p 189), wonach der Erfinder des Spiels ein taub- 
stnmmer Amerikaner gewesen sei, bemht also wohl z. T. anf einer 
Legende nnd wird nnr insofem richtig sein, als anch bier ein amerika- 
nischer Urspmng angegeben wird. Efir diesen spricht fibrigens weiter 
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der Hrfindtuig (1878) verbreitete das Spiel sidb im Mnge fiber 
die gauze zivilisierte Welt, in d^ Landem engliscber Zunge 
„Fifi;eenth. Pazzle", in Deniscbland ,,Boss Puzzle" oder aucb 
„Ffinfzehner-SpidL" und in Frankjeich ,jeu du taquin" (Nect- 
q>iel) genannt, und entfesselte fiberall eiuen solehen Spiel- 
eifer, wie scbwerlicb ein anderes G-eduldspiel je zuTor. Pin 
formlicbes Puzzlefieber ergriff die Menscbbeit; da sah. man 
selbst in den Pferdebahnwagen die kleinen Eastcben mit den 
15 Holzklotzcben and unmhige H^de, die darin bin- and ber- 
scboben; in den Handelskontoren gerieien die Prinzipale fiber 
die Pazzlesucbt ibrer Angestellien sehier in Verzweiflung und 
rerboten dorcb AnscbJ^e das Spielen wabrend der Gescbafta- 
zeit aufe strengste; spekulatiTe Besitzm: von Vergnfigungsetablisse- 
ments macbten sicb die Spielleidenscbafb zonuize und vetanstal- 
teten gro£e Puzzle- Tumiere. So ungef^r bescbreibt H. Scbn- 
bert^) das Auffcre^n der Epidemie in Hamburg. „Ja, dieses 
Ding wirkte geradezu faszinierend. Icb sebe nocb im Reicbs- 
tage alte Herren vor mir, die starr aof das in der Hand gebal- 
tene Viereck binblicken", so erzablt Siegmund Gunther®), der 
bervorragende Geograpb, Matbematiker and liberale Politiker, 
der in jenen Jabren, namlicb 1878 — 1884, dem Deutscben Reicbs- 

die Tatsache, daS das Spiel in der Literatur verscbiedentlich ausdxuck- 
lich als ein „amerikanisches“ bezeichnet vird, beispielsweise an zwei so 
weit Yoneinander entlegenen Stellen, wie wir sie bier S 228, Anm 3 nnd 
S. 231, Anm., Z. 6 v n. angeben. Yon Amenka ist denn aucb zuerst 
und am grOndlicbsten die tbeoretiscbe Belehmng uber das Spiel ge- 
kommen (s. S. 230). 

1) „Z'wblf Gednldspiele" (1896), p. 76 Siebe a v. demselben: „Theore- 
tische Entscheidung uber das Boss Puzzle-Spiel“ (Hamburg 1880, 2. Aufl ), 
p. 15/16. 

2) Briefliche Mitteilung (1916) Ygl. a ein Referat demselben in den 
Yon ihm zusanunen mit £ Sudboff berausgegebenen ,Alitteilungen zur 
Gescb. der Med. u. der NatarwiBBenschaften‘% 16 Jabrg, 1916, p 210 
bis 211, in dem es beifit; „Der Bench terstatter eiinnert sich, daS um 
1880 im deutschen Reicbstagesaale auf den Bbnken an der Wand Abge- 
ordnete aller Richtungen, damnter wurdevolle alte Herren, saSen, die 
den Rednem gar keine Anfznerksamkeit scbenkten, aber eifng ,bo8S- 
puzzleten.‘“ 


16 * 
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tage angehorfce. In Paris fend das Spiel anf den Boulevards unter 
freiem Himmel reiBenden Absatz^), und bald war selbst in der 
ProTmz kein nock so einsames Landbaus mehr, in dem niebt in 
irgendeinem Winkel sicb das iinvermeidlicbe ,^Taquin^* fand^ wie 
eine Spiime der Opfer lauemd, die es in seine Netze verstricten 
kozme. Eine formbcbe GeiBel der Menschbeit, so erscbien es 
einer franzosiscLen Zeitschxiffc^) jener Tage, ,,furcbtbaTer viel- 
leicbt nocb for das Mensebenbim denn Tabak und Alkohol/^ 
„Wieviele Migraneanf alle, wieviel Eopfsebnxerzen, wieviele iTeu- 
railgien und Neurosen mag der ungenannte Erfinder des Spiels 
fiber seine Zeitgenossen beraufbescbworen baben^^, ruffc unser 
Autor in komiscber Verzweiflung, balb im Scberz, balb im 
Ernst; aus.®) 

Im Jabre 1880 scbeint das Puzzlefieber seinen Hobepunkt 
erreicbt zu haben, und fast die ganze Literatur, die fiber das 

1 ) Siehe Tissandier, La Nature VUE, 1880, semestre, p. 81. 

2) Gb>zette auecdoiique liitdrarre, artastique et bibliograpbique; 
public par G. d ’Hey Hi, 6® aamde, t. II, Paris 1880, p. 58. 

8) Auch ein „ American Pazzle‘% von dem in der Zeitsclirift „The 
Indian Antiquary** X, 1881 (Bombay 1881), p. 89 erz^Ut wird, dafi es 
mancbe Leute auf der Suche nach der L5sung beinahe ins Tollhaus ge- 
bracht babe, wird sicher nicbts anderes gewesen sein als unser Bo&s 
Puzzle. Der Verfasser jenes Artikels, George A Grierson, beruft sicb 
bier auf eine mar unzugangliche Zeitschxift „Tbe Pioneer**, docb begeht 
entweder er oder seine Quelle offenbax einen Irrtum, wenn als jenes 
„ American Puzzle** — die HersteUimg eines magischen Quadrates aus 
den Zablen 1 bis 16 bezeichnet wird, also ein Problem, das, wie 
Grierson ubrigens selbst sagt, sebr alt ist und das scbon nabezu 2 Jabr- 
bunderte zuvor durcb Fr^niclede Bessy in aller nur wunscbenswerten 
VoUstandigkeit gelOst war (s. S. 5), das also nnter keinen Umst§.nden im 
Jabre 1880 nocb geeignet sein konnte, den Menseben die KSpfe zu ver- 
dreben. Die Verwecbselung liegt ubrigens nahe, da auch unser Puzzle, 
wie wir seben werden, mit den Zahlen 1 bis 16, in quadratiscber An- 
ordnung der mit diesen Zablen versebenen Spielsteine, operiert Allen- 
fallfl kOxmte es sicb bei jenem „American Puzzle** um die Herstellung 
einee magischen Quadrates durcb Scbieben der Steine, d. b im wesent- 
licben um eine Anfgabe unserea Boss Puzzle -Spiels, von der aucb wir 
nocb 2 SU sprecben baben werden (s. S. 249/250), gebandelt baben, doch 
ist ancb dies niebt gerade wahxscbeinlicb 
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Spiel existiert, gebori: den wenigen Jakren von 1879 bis 1883 
an (s. Anm. 2, S. 230f.). Von der allgetneinen Verbreitrmg^ die 
nnser Spiel in jenen Jahren besab, mag ancb der scbon in Bd. I 
(S. 183, Anm. 1) genannte Spielscbrein ^eugexi, den der Verein 
far dentsches Kunsige-werbe dem deniscben Kronprinzen, spa- 
teren Kaiser Friedrich, und seiner Gfemablin als Ebrengabe zur 
Silberliochzeit (25. Jan. 1883) darbraebte. Entbalt dieser Scbrein, 
ein Meisterwerk deutscKen KnnstfleiBes, dock nnter insgesamt 30 
verscbiedenen Spielen (Karten-, Brett-, GeseUschafts- nnd Ge- 
dnldspielen) aucb nnser „Fanfeelmerspiel'‘. Unter all den 
Hunderttausenden von Puzzlespielen, die in jenen Jabren vor 
Tind nach 1880 bergestellt sind, wird dieses Spiel ans dem kron- 
pjinzliehen Spielscbrein mit den knnstvoU verzierten Spielsteinen 
in dem mit Emlegearbeit gescbmuckten Ebenbolzkasten nacb 
Feinbeit nnd SebSnbeit dear Anafahnmg gewiB einzig daateben. 
Es war der bocbste Trinmpb des Pnzzlespiels imd zx^leicb ancb 
sein letzter; denn damals langst scbon war der Damon, der so 
viele Menscben geqnalt und tyrannisiert hatte, zu Boden gewor- 
fen and gefesselt. Die Matbematik war es, die ibn bberwnnden 
batte, nnd diese Enebelung war ibr sogar nicbt einmal sonder- 
lieb scbwer geworden, wabrend sie die „D^onen Alkobol nnd 
Tabak'* ancb anf ibrem ferneren Siegeszuge, mag dieser ancb 
nocb so mbmvoU, nocb so eroberungsreicb sicb gestalten, gewiB 
nie an ibren Triumpbwagen ketten wird. Nun der Dmnon durcb 
die Waffen der Matbematik bezwnngen war, lag die Quelle aller 
Qnalen. die er fiber die Menscbbeit verbangt batte, klar zutage: 
Zeigte docb die matbematiscbe Tbeorie des Spiels, daB von all 
den vielen Puzzle- Aufgaben, die gestellt werden konnen, nur ge- 
rade die eint* Halfte losbar ist, wabrend die andere durcb kein 

1) Siehe das zu dieser Ehrengabe besonders berausgegebene Werk 
„Familien-8piele aus dem im Besitz Ibrer Kaiserlichen und KSniglicben 
Hobeiten des Kronprinzen und der Eronprinzessin des Dentscben Beicbes 
nnd von FreuBen befindbcben Spielscbrein**, Berlin 1886, Tafel 17; vgL 
ancb Franz Beuleanx, „Der Spielscbrein des dentscben Eronprinzen- 
paares**, W^iezmanns lUuatr. Dentsobe Monatshefte, Bd. 61, Okt. 1886 
bis M&rz 1887 p. 194 nnd (Abbildung) p 198. 
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sxL^ik aocb so ajihaltendM Sinaen xmd BrSten l)ezwuiigeii werden 
VanTL. Jelbzi war es offenbar, warum so mancbe Axi%abe aucb 
den bartnackigsfcezL Bemfibungen batte trotzen konnen; jetzt war 
ea klar, warum die Veranstalter von Pnzzle-Tumieren ftir Losung 
gewisser Aufgaben bobe Preise auszuloben batten wagen durfen, 
ohne daB anch nur Einer der zahlreicb herbeigestromten Preis* 
bewerber die Siegespalme zn erringen vermocht batte.^) — Von 
der groBen Verbreitung unseres Spiels zeugt aucb die Erscbei- 
nung daB Mathematiker fast aEer Kulturlander in jenen Jabren 
Arbeiten fiber die Tbeorie des Spiels veroffentlicbten (s. Anm, 2), 
Als die ersten nnd eigentlichen Pfadfinder aber, deren TJnter- 
sncbungen aucb fur verscbiedene der fibrigen Autoren ricbtung- 
weisend und grundlegend waren, sind die amerikaniscben Matbe- 
matiker Woolsey Johnson und William E. Story zu nennen, 
die eine erschopfende Tbeorie des Spiels gaben.^) 

1) Wie ich den Angaben memes obengenannten Gewahrsmannes 
ana der Scbweizenschen Scbachzeitxuig entnebme, veranlaBte der Er- 
finder nnserds Spiels, S. Loyd, das Sonntagsblatt einer Newyorker Zei- 
tnng, einen Preis von 1000 DoUara fur die L6sung einer bestimmten 
Pazzle-Anfgabe ausansetzen. Loyd selbst binterlegte bereitwillig die 
Geldsumme; die Anfgabe gehOrte natturlich zu den nnlosbaren, und der 
Prexa fiel daher niemaudem zn. 

2) Jobnaon, ^ITote on the ,15* puzzle**. Amer. Jonm of Math. II, 
1879, p 397 — 399; Story, „lTote on the ,15* puzzle** Ibidem, p 399 — 404 
UnabhSngig von beiden und fast gleichzeitig entwickelte der beruhmte 
engUsche Mathematiker P. G- Tait eine Theorie unserea Spiels, hex 
deren PubUkation er sich jedoch mit Kuckaicht auf die inzwischen er- 
scbienenen vorgenannten Arbeiten auf erne kurze Mitteilung beschrankte (s 
Tait, „Xote on the Theory of the ,15 Puzzle***, Roy Soc Edinburgh Pro- 
ceedings X, 1880, p. 664 — 666). Von sonstigen engbschen Mathematikem 
ist zu nennen: T. P. Kirkman, Educ. Times Reprints 34, 1880, p 113 
his 114; 35, 1881, p 29 — 30, der — ebenso wie der sogleich zu erwlbnende 
G. Bellavitis — sich der Sprache der Substitutionentheorie bedient 
nnd die Theone unseres Spiels in ein substitutionentheoretisches Gewand 
kleidet. Die Abhandlxmg von Persifor Frazer- „Three methods and 
forty-eight solutions of the Fifteen Problem**, Proc. of the Amer Philos 
Soc XVin, July 1878— March 1880, p. 505—510; sap. 419 (Vortrag 
Yom 5. M§<rz 1880), vermag neben den vorgenannten, diesem Verfasser 
jedenfaaJls damals noch unbekannten Arbeiten kein starkeres Interesse mehr 
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Dochy wir ha- 
ben kbnge genug von 
der Geschichte des 
Spiels xind seiner 
Literatur gespro- 
chen, nm endlich 
zu einer Beschrei- 
bnng seiner Bin- 
richtung zu kom- 
men: In einem qua- 
dratischen Kast- 
chen (s. Pig. 1) 
haben 16 nume- 
rierte Steine gerade 
Platz; ein Stein^ ge- 


zu erregen. Von franzSsisclien Mathematikem nenne ich: Ch. Henry in 
der sclion oben zitierten Gazette anecdotiqne, V© ann^e, t. 2, Paris 1880, 
p. 87 — 92, vgl anch Houv ann de mathem. ^^2) 20, 1881, p 5, nnd Plenry , 
dessen Arbeit (1880; Nr 374 des „Index“‘) mir jedoch nicbt zngknglich 
■war, sowie Ed Lucas, „R^cr, matbdm t I (1882), p. 187ff. (unter Hin- 
weis auf die Arbeiten von Johnson nnd Story) Von deutschen: die 
schon oben (S. 227, Anm. 1) genannte Schnffc H. Schuberts von 1880, 
s. a. „Sch‘‘ [Schubert] im „Hamburgischen Correspondenten‘‘ 1880, 
Nr 82, 6, Apnl, S. 11; eine gleichfalls in Hamburg 1880 erschienene 
Schrifb von L. Leopold (s. liter. Index) ist mir nicht zuganglich. Eine 
freiUch erst spater (1898?), bei emer Wiederauffrischung des Spiels in der 
Presse, erschienene Schrift (Privatdruck) von J Thom a e ist mir nicht 
selbst, sondem nur aus brieflichen Mitteilungen des Herm Verfassers be- 
kannt, Anch der kleinen, noch unten zu erwahnenden Schnft Bernhard 
Cramer, „L6sung aller mOghchen Stellnngen des Spiel der Funfzehn 
(Boss Puzzle)‘‘ (Leipzig,© J [1830’]) sei hier noch gedacht; einen Mathe- 
matiker hat sie allerdings wohl nicht zum Verfasser. Aus Italien ist 
zu nennen Giusto Bellavitis, „Gmoco americano% Atti del Reale 
Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti (5) VI, 1879 — 1880, p. 901 
bis 904; aus Holland P H Schonte in der Zeitschnft „Eigen Haard** 
18SB; aus Schweden: C. J Malmsten, „Generalisering af det s k ,Fein- 
tonspd.et‘ (Bobs Puzzle-Spel)"* Gdteborgs kongl Vetenskaps-och Vitter- 
hets-Samh. Handlingar, Ny TidsfOljd, XVII Haftet, 1882, p 76 — 105. 
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wolmlicii 16, wird beiseite gelegt, die anderen dagegen in be- 
Tift big wr Or dming in den Blasten getan. Die verscbiedenen Hoii'- 
zontalreilien oder „Zeilen^^ woUen wir im folgenden, wie scbon bier 
b^erbt sei, von oben nacb unten als ,,erste“, ,,zweite" usw. unter- 
scheiden, ebenso die versdiiedenen Yertikab’eilien oder „Spalten", 
nnd zwar diese von lirtVa nacb rechts gereehnet. Wir ■wollen femer. 
die 16 „Piatze“ oder „Fd[der“ d^ Brettes durcb die Zablen 1 — 16 
entspreebend der Fig. 1 unterscbeiden, so da6 also z. B. „Platz 4‘* 
besiandig das reebie Eckfeld der ersten Zeile bezeiebnet, gleicb- 
gOltig ob anf diesem Feld ancb Stein 4, 'wie in Fig. 1, oder ein 
anderer Stein stebt. „Flatz 16'^ ist alsdann das anBerste Feld 
unten recbts. 

Die Aofgabe des Spiels bestebt daiin, aus etner beliebigen 
anlSngliebeiL Ordnimg der Steine dnreb VerscMebnngen, wie sie 
durcb das leere Feld ermoglicbt werden, die in Fig. 1 angegebene 
,^OTmale‘< Ordntmg berznstellen. Die Zabl der Anfangsstellangen 
ist sebr grofi, namlicb; 

161 = 20922 789 888 000 

oder, wenn man das leere Feld inuner recbts unten annimmt, 
15! = 1307 674368000. 

Von diesen Stellungen kann allerdings, wie wir scbon oben be- 
merkten und spaterbin (§ 3, S. 238 f.) nocb beweisen werden, nur 
die Halfte in die verlangte ScbluBstellung iibergefabrt werden. 

§ 2. Das elementare Puzzle. SclilnjSstellungen des gewohn- 

lieben Puzzle. 

TJm das Yersi^dnis zu erleiditem, scbicken wir zunacbst 
folgendes voraus: Wir denken uns ein recbteckiges Spiel von 
nur 6 Steinen, das „elementare Puzzle" (Fig. 2), 
und losen fdr dieses zunacbst dio gesteUte Auf- 
gabe. Dabei wollen wir die vier Felder linka (1^ 
2, 5) kurz das „linke" Quadrat nennen und 

die vier recbts (2, 3, 5 und das leere Feld „6‘^ 
das ,p:eehte" Quadrat. Bei beliebiger Anfangs- 
stellnng lafit sieb stets durcb Yersobieben erreicben, daft 
Stein 4 auf Platz 1 kommt und Platz 4 nicbt leer bleibt. Be- 



Fig.S. 
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findet sich dann 1) anf Plate 4 einer der Steiae 2, 3, 5, so 
si(di offeabar duxcb Yerschieben iimerlialb des reehten Qua- 
drats Stein 1 auf Plate 2 bidngen^ so daS wir also 4 auf 
Feld 1 und 1 auf Feld 2 baben und dann dureb weiteres Ver- 
scbieben aUer Steine im umgekebrten Ubraeigersinne 1 uud 4 
auf ikre bezdglieben 3dcbtigeii Platze bxiDgen konnen. 1st 
aber 2), nachdem man Stein 4 auf Plate 1 gebracht bat, Plate 4 
YOU Stein 1 besetet, so versohieben wir zunaebst die Steine so, 
daB 4 auf Plate 4 kommt, 1 auf Plate 5 und auf Plate 1 'irgend- 
ein anderer Stein. Dann wird 1 dureb Yers'ebieben innerbalb d^ 
reehten Quadrats auf Plate 3 oder 6 gebraebt und nun dureb 
Yerschieben innerhalb des linken Quadrats 4 wieder auf Plate 1, 
ohne dafi 1 hieidurdbi Tersdb.oben wird, und« dann dureb Yer- 
sebieben in dem reehten Quadrat 1 wieder auf Plate 2 und daratif, 
wie oben^ 4 und 1 auf ihxe normalen Platee. — Die fur die Steine 
1 und 4 normale SteUung laBt sich also in jedem FaUe erreicben, 
und es handelt sich somit nur noch um die Steine 2, 3, 5. Durch 
Yerschieben innerbalb des reebten Quadrats laBt sich nun jeden- 
teUs erreicben, daB 2 auf seinen normalen Plate kommt und zu- 
gleicb das leere Feld nacb 6. Die Aufgabe ist dann geldst, wenn 
aueb 3 und 5 auf ibren Platzen sind. Anderenfalls, d. h. wenn 3 
und 5 ibre Platze vertausebt baben, erbalten wir die SteUung 



Mg S. r»g 4 Fig. 5 


der Fig. 3 als EndsteUung, aus der sicb auf dem Wege fiber 
Fig 4 als SchluBsteUung aucb die der Fig. 5 erreicben laBt, 
die wir weiterbm kurz „SchlxiBsteUTing 11“ nennen woUen. 

Hieruacb gestaltet sich nun die Losung ffir den FaU der 
16 Felder folgendermaBen (s Fig. 1): Zunaebst sebiebt man leiebt 
d^ Stein 1 an seinen normalen Plate, sodann aneb, obne 1 wieder 
zn versebieben, den Stem 2 auf seinen Plate, und darauf bringt man, 
obne 1 nnd2 zu rubren, die Steine 3 und 4, wie aneb das leere Feld, 
irgendwie in die beideu letzten Spalten. Dann lassen sicb inner- 
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halb di^er beiden letzten Spaltea nacb demselben VerfEdireii, das 
wir soeben im sechsfeldrigen Puzzle (Fig. 2) far die Steine 1 und 
4 befolgten uad da-a bier im acbtfeldrigen G-ebiete umsomebr 
anweudbar seiu muS, die Steiue 3 und 4 auf ibre nonnalen Platze 
bxingen. Damit ist die erste Zeile bergestellt uud wird mm nicbt 
mebr g^Lndert. Entsprecbend laBt sicb offenbar aucb die z^eite 
2imle -r als oberste des 12-feldrigen Puzzles der drei letzten Zeilen 
— berstellen, so daS nur nocb die beiden letzten Zeilen abrig- 
bleiben. In diesen bringt.man zunacbst nacb dem oben fur das 
„elementare Puzde" (Pig. 2) dargelegten Verfabren die Steine 9 
und 13 an ibre Platze; dann bandelt es sicb nur nocb um die secbs 
den beiden letzten Zeilen und drei letzten Spalten angeborigen 
Felder. Hier stellt man, und zwar gleicbfalls nacb dem oben 
dargelegten Verfabren, die normale Ordnung ber oder aber man 
gelangt zu einer ScbluBstellung, bei der alle Steine am ricbtigen 
Platze steben und nur 14 und 15 vertauscbt sind (rgL Fig. 5), 
einer Stellung, die wir aucb bier als „Scbliifistellting 11“ im 
Gegensatz zu der ersten oder der „normalen" bezeiebnen^) wol- 
len. "Wir erbalten so folgendes Resultat: 

Satz 1: Jede hdiebige S^lung la^t sich in die ,,normale‘‘ 
Stettung oder in die „S<Mufiste£hmg JZ" vherfxikr&n. 

Ob u. U beides — die tXberfobrung in die normale und die 
in die Scblufistellung H — fur ein und dieselbe A.iifa.ng satp.1bi-n g 
geleistet werden kaim, mag bier vorlaufig nocb unentscbieden 
bleiben; uns genugt zunacbst, dafi eine dieser beiden Uberfab- 
mngen in jedem Falle mogbcb ist. 

§ 3. Die matbematisolie Tbeorie des Spiels. 

Die Operationen des Spiels oder die „Zage“ sind dadurcb 
cbarakterisiert, dafi auf das jeweds leere Feld der Stein ernes 

1) Seltsame Kamen fur die beiden SchlxiBstellnugerL — „Axyan*‘ 
und ,, Semitic arrangement^ — gi^t, nacb. dem Torschlage eines Dr 
Crum Brovn, P G Tait an (Roy. Soc. Edinburgh Proc 10, 1880, 
p, 665). Aach fur die Stellungen, die ans der normalen Stellnng durch 
Drebnng nm 90® in dem einen oder anderen Drehungssinne bervorgeben, 
bat derselbe Aufsatz Namen in Bereitschaft, die nicbt minder seltsam 
sind: ^Chinese'* und „Mongol arrangement^^ 
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der benaolibarteii („kollateraleB.") Felder gezogen "vrird; bei jedem 
einzelnea Znge wanderfc also sozusagen das leere Feld um einen 
Platz imd zwar entweder in borizontaler oder aber in vextikaler 
Bi<ditung. Nat&rlicb konnten wir tins anch, wie es z. B. 
T. P. Kirkman tut^), das ,, leere Peld“ besetzt denken mit einem 
sicbtbaren oder nnsicbtbaren MFonig'^, der nun besiandig mit 
einem Stein eines der kollateralen Felder vertanscht wQrde. 
Halten wir jedocb an der Vorstellung des wandemden leeren 
Feldes fest und befand sicb dieses zuaehst etwa unten recbts, 
auf Platz 16, so mufi, wenn nacb einer gewissen Anzabl von 
ZSgen das leere Feld wieder auf Platz 16 angelangt ist, die An- 
zabl der inzwischen ausgeMhrten borizontalen Ziige, fiir sicb ge- 
nommen, gerade sein und ebenso die Auzahl. der vertikalen ZQge. 
Denn jeder borizontale Zug ebenso wie aueh jeder vertilale mufi 
durcb einen anderen in gerade entgegengeseisster Biebtung wie- 
der anfgeboben werden, wenn das leere Feld wieder an dieselbe 
SteUe zurflckkebren soil. Ofifenbar gilt dies aueb, wenn in der 
Anfangs- und Fndstellang mcbt gerade Platz 16, sondern irgend- 
ein anderer Platz, wofern nur in beiden Stellungen derselbe, 
leer ist. Wir erbalten so: 

Hilfssatz 1: Die AmaM der Ziige, die erne SteUung in 
eine andere mit demselben 'leeren Fdde vberfuhrm, ist stets gerade 
und swar sowoJil die der vertikalen Ziige, fur sich genommen, tde 
auch die der honzontcden. 

Wir denken uns nun eine beliebige Stellung, mag sie zu 
Beginn des Spiels gegeben sein oder sich im Laufe des Spiels 
ergeben baben, dadurcb gekennzeichnet, dafi wir die Zablen der 
Steine alle nebenemander binscbreiben und zwar m der Reihen- 
folge nacb den Nummern ihrer Piatze (s. Pig 1), wobei wir 
das leere Feld iguorieren So wai-e beispielsweise die Stelltmg 
Fig. 6a (S. 240) gekennzeichnet durcb die Reibe der Zablen: 
1, 4, 7, 9, 3, 5, 8, 14, 15, 13, 11, 10, 2, 12, 6. Bei dieser Schreib- 
weise ricbten wir unser Augenmerk nun auf die Auzahl der ,,In- 
versionen", d. h. auf die Auzahl deijenigen Falle, in denen eine 


1) An den in Anm. 2, S. 230 angegebenen Stellen 
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grSBere 7.sAi\ ein^ kleiaeren. ia nnserer Beilie vorangeht. In un- 
serexn Beispi^ scMiefit die SteUnng der ersten Zahl (1) natdrlich 
keine InTeraion in sieh, die der zweiten (4) offenbar 2 Inversionen, 
da die Zabl 4 den kleineren Zablen 3 und 2 Torangebt, die der 
dritten. Zabl (7) 4 LiTersionen usw. Wir denken tms nun einen 
^ng^' ansgefabrt tmd legen nns die Fr^e vor, welelie Andemng 
kierdnirch in der Gesamtzahl der InTersionen, die Torker ausge- 
sreeimet sein mag, eintritt. Da offenbar ein Zug in horizontaler 
Bicktong an der Zakl der Inyersionen nickts Sndert, so inter- 
essieren nns nm: Zuge in vertikaler Ricktnng, also Zfige, die darin 
k^teken, daB ein Stein — im Sinne der Ordnung nach den Platz- 
nnmmem — vor bzw. kinter 3 andere Steine gerfickt wird. Wir 
nntersckeiden nun kierfur folgende zwei Falle: Die Nummer des 
geruckten Steins verkalt sick zu den Nummern jener Qber- 
sprungenen 3 Steine so, daB sie 1) groBer bzw. kleiner als jede 
der 3 ist oder aber 2) groBer als 2 derselben und kleiner als die 
dritte bzw. kleiner als 2 derselben und groBer als die dritte ist. 
In dem ersten Falle andert sick die Zakl der Inversionen durck 

betreffenden Zug um 3, indezn entweder 3 neue Inversionen 
entsteken oder 3 alte aufgekoben werden; im zweiten Falle da- 
gegen andert sick die Zakl der Xuversionen um eine, indem ent- 
weder zwei neue entsteken und eine alte aufgekoben wird oder 
eine neue entstekt und zwei alte aufgekoben werden. Auf jeden Fall 
bringt also ein yertikaler Zug stets eine Andemng der Inversionen- 
anzakl um eine ungerade ZahP) mit sick, und wir erkalten also: 

1) Da jeder Zug als ..Transposition”, d. h als Vertanschung zweier 
Memente: des gezogenen Steins mid eines fingierten Steins 16 (resp. des 
nKSnigB^*), aofgefaCt werden kann, so ha,tten wii nnseie Betiaclitangen 
Ti a tfiTl ich an(di anf die aUgemeinere Basis des Satzes stellen kQnnen, dafi 
sich die Snnune der inversionen aller Blemente einer Permxitation (Jetzt 
Tuxter Einxechnnng des fingierten Steins 16) bei jeder Yertanschang zweier 
Elemente ton eine ungerade Zabl S.ndert. FOr diesen von Bdzont ber- 
rSbrenden und von Laplace bewiesenen Satz sei z. B. verwiesen anf 
R. Baltzer, „Detenninanten” (Leipzig 1881, 5. Anfl), p 1 Obrigens wer- 
den. wir bestrebt sein, die wesentlichsten Teile der Spieltheorie zn ent- 
wickeln, obne dabei die Bekanntschaft dieses wenn anch sehr* einfacben 
Satzes Toranssetzen zn mfissen. 



Das Boss Pozzlo oder Faafiselmer-Spiel 


237 


Hilfssatz 2: Darek das horisofztaie Verschidben eines Stems 
andert sich die AneoM dUer Iisversionen gar nuMf durch das verfi- 
hde Verschid>en dagegen stets wm eine ungerade ZdkL (1 oder 3). 

Da nun die AnyAhl veridk^en Ztlge, die Ton ^er An- 
fangsstellung za einer daraus liergel^teten Budstellung fcLliren, 
beide Stellungen mit dem leeren Feld unten rechts angenommen, 
gerade ist (Hilf^atz 1), so konnen sick also Anfangs- nnd Fnd- 
steEung stets nur um eine gerade Anzabl von Inversionen unter- 
seheiden. Die „normale'' Endstellung bat nun keine, d. b. eine 
gerade Anzabl luTersiouen; die noksendige Bedingtmg fOr die 
'Oberfubrung einer beliebigen Anfan^steEung (mit dem leeren 
Feld auf Platz 16) in die ^OTmd.e“ SteEung ist also die, daB 
die AnfangssteEung audb eine gmade Anzahl ron InTersionen 
besitzt. Diese Bedingong ist aberancb bereits hmreiehend: Saben 
wir docb oben (Satz 1), daB jede An&ngssteEung sicb in die 
„normale“ oder in die „ScbluBsteEung 11“ flberfftbren laBt; letz- 
teres ist nun aber, wenn die AnfangssteEting eine gerade Anzabl 
Ton Inversionen aufweist, ausgescblossen, weE die „ScbluBstel- 
Inng 11“ eine: (15 — 14), d. b. eine ungerade Anzabl Inversionen 
aufweist Es ergibt sicb somit: 

Kriterium I: Die iiotwendige und hinreiehende JBedingvmg 
fiir die WterfvhrbarTieit einer vorgelegten Strung mit dem leeren 
Fdde auf Flatz 16 in die normale ScMu^steTlung isf die, da/3 die 
helreffende Stdlung eine gerade Anzald von Inversionen aufvceist. 

Aus diesen Betraebtungen ergeben sicb weiter folgende un- 
mittelbare Konsequenzen: 

Die „ScbluBsteEung II"* kann als eine Stellung von ungerader 
Inversionenzabl niemals in die normale SebluBstellnng fiberge- 
fBhrt werden. Ebensowenig kann eine beliebige AnfangssteEung 
von ungerader Inversionenzabl (mit dem leeren Felde auf Platz 16) 
in die normale ScbluBsteEung iibergeffibrt werden; sie muB dann 
also, da nacb Satz 1 das eine oder das andere stets moglicb isi^ 
in die „ScbluBsteEung 11“ nberzufObren sein 

Craoz entsprecbend der zu Ejriterium I f ftbrenden Deduktion 
folgt, daB eine beliebige AnfangssteEung, das leere Feld stets 
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anf Fla^ 16 voxausgesetzt, damn, und nwr danm in die „SeUa£- 
stellnitg II" ubergefulirt -werden kann, wenn sie eine Txngerade 
AtistaTiT Inveirsionen anfweist. Wir sehen somit, dafi die am 
Ende von § 2 offengelassene ob es Stellungen gibt, die 

sich. sowobl in die „norniale" wie in die „Schln6stellung 11" 
SberfObren lassen, zn vemeinen ist. Yielmehr spalten sicb aUe 
Anfan^steUxmgen in zwei G-rnppen: diejenigen mit gerader und 
diejenigen mit ungerader InversionenzabL Erstere lassen sicb 
samtHcb in die normals Endstellung -bberfubren; sie stellen, da 
diese noxmale Stellnng das Ziel nnseres Spiels isi^ die ^^^sbaren" 
An%aben dar. Die Stellungen der zweiten Qruppe dagegen lassen 
sicb aUe in die Seblufistellnng II bberfubren, aber nicbt in die 
normale Stellnng; sie gestatten also die Erreicbung des vor- 
gestecfcten Ziels nicbt, und reprasentieren somit die „unlosbaren" 
FaUe. 

Wie bereits oben (in § 1) mebrfacb beilanbg bemerkt wurde, 
ist die Zabl der „losbaren" Aufgaben ebenso grofi wie die der 
„unl68baren", und wir sind jetzt in der Lage, fbr diese Behaup- 
tong den oben scbtildig gebliebenen Beweis zu erbringen, etwa 
so: Es sei TJ eine beliebig vorgegebene Anfangsstellung, die sicb 
etwa als „unlosbar" berausstellt, d. b. die sicb durcb eine Kette 
von ZQgen in die ScbluBsteUung II tlberffibren laBt. Wir neb- 
men nun in der Stellung U die Steine 14 tmd 15 aus dem Spiel- 
kasten beraus und lassen sie beide ibre Platze gegeneinander 
anstauscben; aus der Stellung TJ ist jetzt eine andere Stellung 
geworden, die wir L nennen und auf die wir nun genau dieselbe 
Kette von Zflgen anwenden woUen, die vorber auf TJ angewandt 
werden muBten, um dieses in die ScbluBsteUung 11 UberzufObren 
Nicbts bat sicb seitdem geandert als daB Stem 15 jetzt bestan- 
dig die Rolle von 14 spielt und umgekebxt. Was wird also jetzt 
resultieren? Offenbar die normale SteUung, da sie sicb ergibt, 
wenn id ScbluBsteUung 11 die Sterne 14 und 15 mitemander 
vertauscbt werden. Die SteUung i ist somit „l6sbar", und wir 
erkennen aUgemein: lEine hdiebige unWsbare StdTnmg gdtt, werm 
man die Steine Id und 15 miieinander vertauscht, in eine losbare 
aber, — Dies ganze R^onnement la£t sicb offenbar umkebren. 
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and man sielit, daB nmgekelirt anch jede losbare SieUoiig dxurch. 
YeitausclLung der Steine 14 imd 15 in eine unlSsbare dbezgeht.^) 
Denkt man sick nnn in einer langen Beibe alle ISsbaren Stel- 
Inngen bingescbxieben nnd daranter, in einer zweiten X^ibe^ 
dieselben Stellimgen, jedocb mit Yertanscbnng TOn 14 nnd 15, 
nocbmals, so entbSlt diese nntere Beibe lanter tinlosbare Stel- 
Itmgen and zwar sind diese nnter sicb aJle rerscbieden; denn 
wenn etwa zwei gleicbe danmter waren, so mbfiten offenbar 
ancb die darfiberstebenden beiden losbaren Stellnngen der ersten 
Reibe einander gleicb sein. Andererseits entbalt die zweito 
Reihe aucli samtliclie xmlosbaren Stelltuigeii; deim, weim eine 
darin feblie, so branelite man in dieser nnr 14 xmd 15 zu ver- 
tanschen nnd erMelte alsdann eine losbare Stellung^ die in der 
ersten der beiden Reihen nock nicbt yorkame^ wahrend diese 
Reihe dock tmserer Annahme nack voUstandig sein soUte- Da 
mitkin losbare nnd nnlosbare Stellnngen sick in dieser Akord™ 
nnng tunkekrbar eindeutig ent^recken, so ist damit nnsere Be- 
hauptung, daB die Anzahl der einen ebenso groB wie die der 
anderen sei, bewiesen. 


1) Dies alles gilt ubngens mchtnar fur die Vertauschuug der Steine 
14 und 15, sondem uberhaupt fur die Vertauschuug zweier beliebiger 
Steine aus der Reihe 1 bis 15; deim infolge jeder Yertauschung von 
zwei Elementen andert sich nach dem S. 236, Anm 1 angegebenen Satze 
die Inversionenzahl um eine ungerade Zahl, und das bedeutet ja, daB 
erne Ibsbare SteUung in eine unsldsbare ubergeht und umgekehrt Somi^ 
fuhrt jede Yertauschung von zwei Steinen eine losbare Stellung in eine 
unlosbaxe uber und umgekehrt, Besitzt das Spiel zwex Steine mit glei- 
cher Nummer, ist z B der Stein 15 durch einen zweiten Stem 14 er- 
setzt, so hort demnach uberhaupt der Unterschied zwischen losbaren und 
unlosbaren Stellungen auf, und in jedem Falle ist dann die normale, 
d. h. von Inversionen freie Ordnung zu erreichen. Hierauf beniht die 
unbedingte Ldsbarkeit ernes verwandten, von Fleury erfimdenen und 
„Cam^eon“ benannten franzbsischen Spiels, tjber dieses und andere 
dem Puzzle verwandte Spiele Fleurys s. Lucas, „Recreat.“, t. m, p 89 
bis 99, 165 — 158; t lY, p. 240 — 254, sowie auch Fleury im Intennediaire 
des mathematiciens t I, 1894, p. 215 — 216 (vgl p 35); t Y, 1898, p 159 
bis 160 (ygl. p 28), — tfber erne besondere Yertauschung zweier Steine, 
namlich 6 und 9, im Falle unseres Puzzle s ubngens S 248, 
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Naciid«n wir so die maiheniatisciie Theorie ui^seTes Spiels 
in ihren €hTmdzageai eaitwickelt Babeii, -wollen -wir einige spe- 
giftTlft Beispiide anf die Frags der LSsbarkeit oder TJnloskarkeit 
kin beixaoiiten: 
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Fig €c. 


Wir bestimmen fur jede SteUung die ZaM der Inrersionen und 
erkalten so fSr Fig.. 6a: 

0 -f- 2 -f” 4 "i” 5 -4“ 1 -f" 1 2 6 6 ~j“ 5 3 “f" 2 -j- 0 -j- 1, 

d. k. eiue gerade Zakl; die Aufgake ist also iSsbar. FtLr Fig. 6 b 
dag^en ist die Anzabl der Inrersionen: 

8 12 -4" 8 -{“ 5 -(“ 5 ■4“ 5 5 -j- 5 -4” 3 ■{- 3 -I- 3 "f* Ij 

also eine ungerade Zakl, und die Aufgabe ist demnack unlosbar 
Ebenso weist die SteUung Fig. 6 c, die — abgesekeu natkrlick 
Ton der als fest beibekaltenen Lage des leeren Peldes — das 
Spiegelbild der ,paornialen“ SteUung (Fig. 1) ist, eine ungerade 
^nrAbl Inversionen (je 6 in den 3 ersten Zeilen, 3 in der letzten) 
auf, gekort also zu der G^ruppe der unlosbaren Aufgaben. 

Da offenbar jeder Zug und jede Kette von aufeinanderfol- 
genden Zfigen umkekrbar ist, so gilt, dafi, wenn irgendeine 
SteUung Sj: sich in die SteUung tlberfabren la3t, auck um- 
gek^rt jSj in ubergefukrt werden kann. Hieraus folgt, daB, 
wenn zwei SteUungen /Sf^ und sich in ein und dieselbe dritte, 
jS,, uberfahren lassen, sie auck ineinander fiberffibrbar sind; 
denn von k5nnte man zu Sg und von kier zu gelangen. 
Es ezgibt sick so, daB aUe SteUungen der ersten Gruppe, d. k. 
alle ,4^sbaren" SteUungen, sick ineinander uberftLkren lassen; 
ebenso aUe ^unlosbaren* unter sick. Als kanoniscke SteUung 
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dieser leizteren Gxappe, in die alle anderen -SberfOlorbax sind^ 
konnen wir daher statt der birfier Merfur verwandten. ^SchltiB- 
stellung n" aucli iigendeine andere Stelltuig der Ghrappe, z. B. 
das Spiegelbild der ^ormalen*^ Stellimg, die Stelltmg nnserer 
Fig. 6 c also, verwenden, mid koxmen daber tmser bisbeiiges 
Kriterium so aussprecben: 

Kriteritim I*: Eine bdid>ige SteUung mii d&m leeren Fdde 
<mf Elatz 16 lafit sick bei gerader Inversionenzalil in die normcde 
Stdlung, bei ungerader in das SpiegdbUd dieser (Fig. 6e) id>er- 
fuhren. 

Zasammenfassend konnen wir die bisherigen Ergebnisse so 
ausapreohen : 

Satz 2: JMe Stdlungen, die — bei einem leeren Fdde cmf 
Flatg 16 — eine gerade Angdkl von Jnversionen auftoeisen, bUden 
fur sick eine Gruppe, dergestaU, da/3 von irgend gwei dieser Std- 
lungen die eine in die andere iibergefiihrt werden Tcann; sie sind 
aUe insbesondere in die normcde Stdlung iiberfuhrbar'‘-\ sieden cdso 
durchweg „ldsbaref‘ FdUe unseres Spids dar. Ehenso bilden aJle 
Stdlungen, die — bei einem leeren Fdde auf Plate 16 — eine un- 
gerade AnzaM von Inversionen aufweisen, eine zweite Gruppe in- 
einander uberfuhrbarer Stdlungen; cd,le Stdlungen dieser Gruppe 
lassen sick insbesondere in das Spiegelbild der normdlen Stdlung 
(Fig. 6cj uberfiihren. Eine Stdlung der einen Gruppe Tcann nie- 
mals in eine der anderen ubergefuhrt icerden; die Stdlungen der 
zvoeiten Gruppe sind daher insbesondere niemals in die normale 
Stdlung uberzufuhren, stdlen also durchweg ,.unldsbaret‘ Fade un- 
seres Spiels dar. 

1) Auf die Fra^e, welches die ffix diese tjberfdhirmg erforderliche 
Mindestzahl you Zugen ist, soli hier nur beilS.adg hingewieseu 
■werden: sie ist zwar aufgeworfen (H. Schubert, „Theoretiscbe Ent- 
ficheidung 'uber das Boss Pazzle-Spiel“, Hamburg 1880, 2 Aufl , p. 16), 
bisher aber wohl nirgends nSdier erortert worden. Interessant ist femer 
folgen.de Frage: Deukt man sich fur alle „l5sbaren“ Stellongen diese 
Mindestzahl von Zdgen, die zar 'Gberfuhrnng in die normale Stellang 
erforderlich sind, bestimmt, welches ist ihr grdSter Wert? Ffir "wie- 
viele nnd f£|r welche Stellungen gilt dieser maximale Mindestwert? 

Abrens, KMltsm. UntezlLaltimgeii. S Aon H. 16 
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Yerlang^ maa Qbrigens aik Endstellimg nicbt gerade eine 
solch^ in der das leere Feld anf Platz 16 sicb be&idet, so laSt 
sieh ate fiepiasentantin der tmlosbaren SisUmigeii nocb eine 
amdere^ znindestens ebenso beqneiu wie die der Fig. 6 c zii mer- 
kende Stellung angeben, namlicb die der Fig. 7. DaiB sie zu dem 
nnlosbaren Stelltmgen gebort, erkennt man 
leiebt, wenn TnaTi der Beibe nacb die Steine 
4, 8, 12, 13, 14, 15 anf das leere Feld scbiebtr 
■ndr baben das leere Fdd dann, wie rerlang^ 
anf Platz 16, nnd dieZabl derinversionen ist 
in jeder der drei ersten Zeilen = 3, die Ge- 
samtzabl also xmgerade. Wir erbalten somit' 
als erreicbbare Fndstellnng fOr die Anfgaben 
der zweiten Gruppe die der Fig. 7, also eine Stellung, in der die 
Steine gleicbfalls in ibrer natOrlicben Ordnung aufeinander fol- 
gen. Wenn wir uns also biermit b^nugen wfirden, so waxen 
aUe Anfgaben des Puzzle- Spiels als iSsbar anzuseben. Das so 
erbaltene Besultat spreeben wir so aus: 

Zusatz 1 zu Satz 2: In jeder bdi^igen SteTkmg Idfit stch 
die ncdwiiche Ordmmg der 15 Steine stets herstelXen wtd zwa/r 
enhveder so, dafi das leere FdLd am JEnde der FeOte (Fig 1; erste 
Crrtqqae) Oder dber an derm Anfang (Fig. 7; ewdie "Grupipe) 
liegt.^) 

Fine audere cbarakteristiscbe Stellung aus der zweiten 
Gruppe (Gruppe der unldsbaren Anfgaben) er- 
balt man, wenn man die Zablen in der Reiben- 
fo%e des nebenstebenden Linienzuges in das 
Quadrat eintrSgt, also so, wie Fig. 8 angibt.®) 
Yerscbiebt man namlicb die Steine der letzten 




1) lUtbeilimg einex Frau S. B in Amsterdam aa P. H. Schonte, 
pnbliziert Ton diesem in der Zeitschrifb „Fiigen Haard” 1883, p. 604; 
femex bxieflidie lOtteilmig des Herm Geh. Bat Pxofl J. Thom a e in Jena 
an denYexE^er (1908),vorhex pnbliziext in dessen schon oben (S. 231, Anm.> 
erwSlmtem PiiTatdmck Sber das Pnzzle-Spiel. 

2) Ich entnehme diese Stellong der oben (S. 230, Ain-tn z) zitiezten 
Arbeit Ton Persifor Frazer. 
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Zeile der Fig. 8 nach. links, so ist das leere Feld 
auf Platz 16 und die ZaJil der Inversionen 
in der zweiten Zeile = 6, in der vierten = 3, 
also die Gesamtzalil der Inversionen nngerade, 
die Stellung mitlim unl6sl)ar. 

Unser Kriterinm I reap. P enfecheidet die 
Frage, zn welelier der beiden Crruppen eine 
gegebene Stellung gebort, unter der Voraus- 
setzung, dafi das leere Feld der betreffenden Stellung sicb auf 
Platz 16 befindet. Emanzipieren wir uns hierron und fragen 
wir, wann zwei vorgegebene Stellungen, deren leere Felder sicb 
auf iigendwelcben Platzen befinden, ineinander uberfBbrbar sind, 
so ergibt sicb zunacbst das folgende Kriterium: 

Kriterinm II: Um die IJ}>erfiihr1>arIcei^ turner Stdhmgen 
mit hdid)igm leerm FAdem ineifiander jsu priifen, dndere m€m — 
mit wemgen Ziigen — heide St^ungen so, da§ das leere Fdd 
fur heide dasselbe ist, und heslimme dann fur diese heiden neuen 
Stedungen die Anmhl der Inversionen. JJnterscheiden sidi die- 
selben um eine gerade AnzaM^ so sind heide Stellungen t^ieinander 
uberfuhrhar; sonst nichL 

Der Beweis exgibt sicii leicht folgendermafien . Es seieiT und 
die beiden ursprungbchen Stellungen, Sf und S^' die beiden neuen mit 
dem-selben, aber an sicb beliebigen leeren Felde, die Anzahl der 
Inversionen von Sf und if die von /Sg', d = if — if die DifEerenz zwi- 
scbcn beiden^); es mag femer jSi' in die Stellung Sf' mit dem leeren 
Felde auf Flatz 16 ubergehen, und Merbei mag die Zabl der Inversionen 
sicb um die Gxd£e \ §,ndem, so daB die Anzahl der Inversionen fur 
Sf' also ti'Hh betragt LaBt man nun, von ausgebend, das leere 
Feld genau dieselbe Wanderung, wie soeben beim tJbexgang von Sf zu 
Sf\ beschreiben, so kommt man zu einer Stellung Sf' mit dem leeren 
Felde auf Platz 16 und mit entsprecbend tg + Inversionen, und zwar 
sind beide gerade (Hilfssatz 2), wenn zu diesem Dbergang von 

1) Wurden wir ausdxuckbcb voranssetzen, daB if die groBere der 
beiden Zablen sei, so wiirde diese Annahme keine Bescbrankung invol- 
vieren; jedenfalls darf man aber bei dieser Differenz if — if sicb auf 
den absolnten Betrag bescbranken, obne daB wir dies bier, wie aucb 
weiterbin in entspxecbenden Fallen, durcb ein besonderes Zeicben an- 
gedentet baben. 



Fig 8. 




244 


Kapitel XIX 


an fit'' resp. von zn S/' eine gerade Anzahl vertikaler Zuge er- 
forderlich. waren, im anderen Falle dagegen beide ungexade, Jeden- 

fanff Bind TnHhm Jkj gerade Zaitlen. Je nacbdem mm ^I'i; ^ gerade 
Oder nngerade ist, gehSren fi^", S^', nacb Kxiterium I zu den l?5sbaren 
Oder aber za den tmlSsbaren Stellimgen, tind for S/', b^gt die- 

selbe Fxage von der GbrSJBe ab. Beide Stellxingen fi^ tind ge- 

bdren also dann tmd nnr dann zu derselben Gruppe, d. b, sind ineinander 
nberfabrbar, wenn die GrSfien mid entweder beide xm- 

gerade oder beide gerade sind; diese Bedingung aber, da ^ -hk^ 

gerade ist^ damit zusammen, daB gerade ist, nnd das war 

es ja, was wir beweisen woUten- 

An Stelle des Eiiterimns 11 laBt sicli, wenn die Antworfc 

die zn entsclieidende Frage oline jede Andemng der vor- 
gegebenen Stellungen erteilt werden S 0 I 4 das folgende Kriterium 
setzen: 

Kriterium III: Man hestimme fur ^wei SteTkmgen^ d^en 
liberfuhr'barTceit ineinander gepriift werden soU^ die AnmliL der 
Inversimen der 16 Steine^ indem man amh das here Feld, und 
0 war mit ZaM 16, in Meehnung hringt; man denize sich ferner die 
16 Fdder scha(M)reUartig in 0 wei Farben ausgefuhrt, und zwa^ 
das Feld unten rechis in beiden Fallen gleichfarhig , etwa wei^. 
Sind dann die leeren Felder gleichfar-big fur beide Stellmigen, so 
sind diese dann und nur dann ineinander uberfiihrbar, wenn sicJi 
die Ansahlen ihrer beiderseitigen Inversionen um eine gerade 
ZaTfd unterscTieiden. Sind dagegen die leeren Felder von verschie- 
denen Farben^ so miissen sich die Inversionenan^ahlen um eine 
ungerade ZaM unterscheiden, wenn die tjberfuhrung moglich sein 
soU, und diese Sedingung 7si auch hinreichend fur die tjber- 
fuhrung. 

Der Beweis bierfdr ist leicbt folgendermaBen zu fubren: Es seien 
die beiden Stellungen, die Anzablen ibrer Inversionen obne 

Einrecbnong des fingierten Steins 16 und die auf den Stein 16 

in beiden Stellungen nocb folgenden Steine, wobei wir obne Bescbran- 
bung > Cg annebmen durfen; dann sind also und + c* die 

Anzablen der Inversionen unter Einrecbnung des fingierten Steins 16- 
Da e* ist, so liegt das leere Feld von 5^ entweder in derselben 

(korrespondierenden) Oder in einer bdberen Zeile als das von jSj und 
dieeen Zeilenabstand zwischen den beiden leeren Feldem, der entweder 
0, 1, % Oder 3 ist, wollen wir v nennen. Dieses v gibt uns dann die 
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Miudestzahl Ton vertikalen Zfigen an, die erforderlich sind, um das 
leere Feld von in dieselbe Zeile wie das von zn bringen. Wir 
denken nns nun dnrcb v vertikale nnd eine Anzabl bier xdcht interes- 
sierender borizontaler Zuge die Stellnng 8^ ubergefubrfe in eine Stellxmg 
S^\ die dasselbe leexe FaLd wie bat; dann sind nach Kriterium n 
in Verbindnng mit BQlfssatz^ nnd mid damit auch und S^f 
dann und nur dann ineinander uberfubrbar, wenn ^ + 1 ? — gerade ist.*) 
1st nun 

1) V gerade, so lautet unsere Bedingung- gerade, 

Bei geradenx t?, d* b. wenn die beiden leeren Felder in derselben Zeile 
liegen oder im Abstand von zwei Zeilen, sind nun dife beiden leeren 
Felder gleichfarbig, wenn e^ — gerade, und ungleichfarbig^ wenn 
ungerade ist. Unsere Bedingung gerade^^ k5nnen wir daber bei 

gleicbfarbigen leeren Feldem aucb so formulieren: — * 2+^1 — S®’ 

zade Oder 

. (h +«i) — (^ +«*) fferade. 

Dagegen lautet bei Ungleicbfarbigkeit der leeren Felder, d. b. bei unge- 
radem die Bedingung der tjberfubrbarkeit: 


Ist 


(*i ”1" ^ 1 ) — (*2 + ^rigerade. 


2) V ungerade (1 oder 3), so reduziert sich unsere ursprtinglicbe Be- 
dingung „ -f- » — gerade“ auf 

— H ungerade. 


Nun Bind die beiden leeren Felder, wenn sie um eine oder drei Zeilen 
von einander entfemt liegen, bei geradem e, — e^ ungleicbfarbig, bei 
ungeradem aber gleicbfarbig. OfFtnbar kommen wix daber wieder 

zu genau denselben Bedingungen wie im eisten Falle {v gerade), nam- 
licb bei zwei gleicbfarbigen leeren Feldern zu: -j- e^) — -j- e^) gerade^ 

bei zwei ongleicbfarbigen zu: e^) — (? 2 +^a) ungerade Damit ist 

das Kriterium DI bewiesen. 


Die oben (S. 240) gegebenen Beispiele der Figuren 6 a und 
6 b geborten zu verscbiedenen Gruppen, wie wir dort zeigten. 


1 ) Wir batten statt der Differenz natiirlicb auch die Summe setzen 
konnen, und jedenfalls kommt es bei dieser, wie aucb den lolgenden 
Differenzen, nur auf die absoluten Betrage an. 

2) In diesei Form ist das Kriterium im wesentlicben identisch mit 
dem von P.H Scboutem der Zeitschrift „Eigen Haard“ J883, p. 540/541 
gegebenen: zwei Stellungen sind ineinander uberfobrbar, wenn die 
Summe aus „foutental‘‘ (Zabl der Inversionen) und „ordetai^* (Nnmmer 
der Zeile des leeren Feldes) ftir beide Stellungen gerade oder fur beide 
ungerade ist. 
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Drdtieii wir aber die Kg. 6 b nm 90^ im Ukrzeigersiniie, so gebt 
si© in Fig. 6a fiber, nur muB man dann natfirlich nocb jeden 
Stein anf seinem Platze mn 90® im umgekebrten Ukrzeigersirme 
dreben, damit die Ifnmmem wieder aufirecbt steben^ tmd femer 
bat TnftTi die Steine der tmtersten Zeile zu verscbieben, damit 
das leere Feld anf Platz 16 kommt. Da mm jede Stellung der 
©rsten Gmppe sicb in die Stellnng Pig. 6 a, jede der zvreiten 
Qrnppe in die der Fig. 6b fiberffibren laJBt, so wfirde also da- 
dnrcb, dafi m?tn eine Vierteldrebnng des Spielkastens und nacb- 
berige Rfickwartevierteldrebnngen der Steine anf ibren Platzen 
geetattete, tfne Brucke zwiscben den beiden Ghnippen bergestellt 
werden, nnd es gabe, wenn man die Spielregeln derartig erwei- 
ierte^ daB die genannten Operationen gestattet sind, fiberhanpt 
keine nnlosbaren Aufgaben mebr. 

Es ist daimt zwar schon gezeigt, dafi, wean man nur diese eine 
Tierfeeldrehung — die^ von SteUnng Fig fib — znlafit, die Sckranke 
zwiscben ,4Ssbaren*^ nnd „nnl6fibaren** SteUungen fallt. Wir kSnnen je- 
doeb anch zeigen, dafi fiberhanpt jede Yierfceldrehnng, verbunden mit 
Zurfickdrehung der Steine anf ibren Flatzen, eine Brficke zwiscben den 
beid^ OrTtippen scbiagt. Zn dem Ende geben wir ans von einem Puzzle 
mit den Steinen a, 5, e, . . wie wir es in Fig. 9 a baben, nnd. drehen 

es im TJbrzeigersinne um 
90® nnd dreben daranf die 
einzelnen Steine anf ibren 
Platzen so, dafi die Nmn- 
mem wieder anfrecbt ste- 
ben ; so erbalten wir die 
Stellnng Fig. 9 b. Anderer- 
seits kSnnen wir nns Fig 9 b 
aus Fig. 9 a entstanden 
denken dnrcb eine H.eihe 
von Transpositionen (Vertanschnngen von je zwei Steinen), nnd zwar ord- 
nen sicb diese zn folgenden Zyklen an: (anqd), (ceom), (fhlg). 

Wir baben also im ganzen 4 x 8 = 12 Transpositionen und, da jede von 
ibnen naeb dem S 236, Anm 1 angegebenen Satze die Inversionen- 
zahl nm eine nngerade Zahl verandert, so nnterscbeiden sicb nnser© bei- 
den Stellnngen also nm eine gerade Zahl Inversionen. Denken wir nns nxin 
die Felder der beiden Bretter nacb der Forderung des Knterinms m in 
zwei Farben ansgeffibxt nnd zwar da© Feld nnten recbts jedesmal weifi, 
so steht ein Stein, beispielsweise der in Fig. 9a anf weifiem Felde 
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st^t, in Fig. 9b auf scbwarzem Felde nnd mngek^jrt. Wo wir also 
aneb das leere Feld annehmen, d. b. welcben der 16 Steine a, b, ... g 
'wir nns ancb ate dezn Spiel entfemt d<mken, in jedem Faille werden die 
b^den leeren Felder von Fig. 9a nnd 9b nnglei(difarb% sein. Bretans 
zosanumen mit der geradzabligen Invezsionendifierenz folgt aber nacb 
Ejiterinni IQ, daS beide SieUnngen zn verschiedenen Gmppen gebSren. 

Das so gewonnene Ergebnis formtiliereii wir folgender- 
maBen; 

Hilfssatz 3: Wird erne h^ddnge Stdktng einer ViertA- 
drehung, verhundm mit Zwrw^rehwng dUer Steine a/uf Uvren 
Hateen, wntertoorfen, so gdwrt die so sick ergdtende ness Stdhjmg 
nicM eu derselben Gruppe taie die mrsprdngliehe Stdkmg. 

Wir sind also zticbt etwa gerade auf die Tenure Fig. 6b 
und Fig. 6a zwiseben den beiden Gruppen bergestellte eine Brdcke 
angewiesen, sonderO; wie gesagt, jede Yieiieldr^ung einer be- 
iiebigen SteUung scdiafit nns eine solche Br&cke, und wir ddrfen 
daher saged: 

Zusatz n zu Satz 2: Jede heUedige SteUung Idfit sich in d%e 
normcUe SteUung (Fig. 1) uberfuhren entweder lediglidi durch 
Zi^ien der Steine (erste Gruppe) — oder aber (sweite Gruppef 
durch Ziehen der Steine, verhunden mit einmaliger Yiertddrehung 
des Kastens und entgegengeseteter Viertetdrehung aUer Steine auf 
ihren Flatzen.'^) 

Wenn man also die Spielsteme, statt quadratisch, riind 
macbt und so Drehungen auf dem Platze ennoglicbt, so wurde 
vermoge dieser Drebungen und einer Vierteldrehung des Fastens 
jede Aufgabe losbar sein. 

Wir scbliefien damit die Betracbtungen uber Losbarkeit 
oder Unlosbarkeit einer bestimmten Aufgabe und fassen unsere 
Besultate folgeudermafien zusammen: 

In der eigentlichen und strengen Form des Spiels steUt die 
SiSlfte aUer mbglichen AnfomgssteUungen Ibshare., die andere 

1) Siebe die S. 931, Aunn , zitierte Schiifti von Bernbard Cramer, 
insbesondeie p. 6, nnd P H. Scbonte in der Zeitschriffc „Eigen Haard‘‘ 
188S, p. 540 n. 542; femer J Tbomae in dem scbon oben zitierten 
Frivatdmck. 
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JSalfte wuSo^re Aufgahm dar. Dag^m werden aUe Aufgahm 
ohne Vnters^ed Wsbar, wenn man dne der folgenden JE^leichie- 
rvmgen getoahrt: 

1) Wenn man cis Ziel wu/r die HersteHung der naMurUdtenn, 
Ordfweag der 15 Nummem fordert und es dem Spidenden Hher- 
la^, db er dcibei das here Feld an den Anfang oder an das Ende 
der Feihe Jnringen wiU (S. 242: Zusatz 1 zu Satz 2). 

2) Wenn man erne ednmdhge Yierteldrehmg des Kastem,, 
verbunden mil Fiickteartsmertddrehmtgen der Sterne aaf ihren 
Fldtsen, gesUxUet (S. 247 : Znsatz n zu Satz 2). 

S) Wenn man eine einmal^e Yertauschung zvoeier Sieine^) 
zidafit (S. 238/239 nebst Anm. 1 dort). 

Zu dieser letzteu Spielerleichtenmg (3) verdient noeli be- 
sondere Erwahnung der Fall, daB es die Steine 6 und 9 sind, die 
miteinander Teitauscbt werden*); da namlicL diese Zahlzeicben 
so geformt zu sein pflegen, daB sie bei Drebtmg um 180® in- 
einander iibei^elien, so braucbte man bier eine wirldicbe Ter- 
tansehung der Spielsteine gar nieht vorzunebmen, vidmebrwfirde 
es genSgen, die Steine 6 und 9 beide auf ibren Platzen um 180* 
zu dreihen. 


§ 4. Abarten und Terallgexnemerangen. 

Bisweilen wird die Aufgabe des Spiels in folgender Form 
ansgesprocben: 

AUe 16 Pl§.tze sind mit Steinen besetzt und zwar in be* 
liebiger Ordnung: ein Stein soli fortgenommen, und es soli nun 
so gesoboben werden, daB die naturlicbe Ordnnng der Nnmmern 
erreicbt wird, wenn der fortgenommene Stein zum Scblufi wieder 

1) Anch wenn man gestattet, daB einmal ein Stein, der nnr mit 
einer Ecke an das leere Feld stOBt, auf dieses gesetzt wird, gebt erne 
unlSsbare Stellung sogleicb in eine lOsbare fiber (s die 8.841, AnTn i, zitieite 
Schrift Scbuberts von 1880, p 9): Im Sione des Eriteiinms in ge- 
sprocben, bleibt die Faxbe des leeren Feldes bei dieser Umwandlnng 
dieselbe, wfibrend die Invexsionenzabl sieh dabei um erne ungerade ZabI 
andert; die neue Stellung gebCrt also nicbt zu derselben Gruppe wie 
die alte. 

2) Vgl. P G Tait, 1. e. p. 666. 
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anf den leeren Platz gelegt wild; was for em Stein ist fortzn- 
neiimen? — Ist die Anzalil der luversionaa aller 16 Nummern 
in der An&ngssteUnng garade^ so mnB, wenn wir xms nach der 
Forderung des Eriteriums HI das Brett wieder zweiferbig aus- 
gef^krt d^iken, als fortzxLaebmender Stein diesem Exitezinin zti- 
folge offenbar ein solcher gewahlt werden, der sick in der An- 
fangssteUting anf einem Felde der Farbe befindet, die er in der 
Bndstellnng einnebmen soU. Bei ungerader Anzabl von Inver- 
sionen ist die 'DTjerftbrung dag^en nur moglich, wenn der fort- 
genommene Stem in Anfengs- und EndsteUung Felder versebie- 
dener Farbe einnimint. — Man erkennt nnscbwer, daB die Anf- 
gabe nicht losbar ist, w^on die An&ngsstelinng von der natkr- 
lieben Ordnnng sick dadnrck nntersckeidet, dafi aUe ETummem 
welBen Feldes mit doaen sckwar^n Feldes izgendwie die PlStze 
geweekselt kaben. Die Anzabl der InTersionen ist dann gerade*}, 
aber kein Stein befindet sick anf einem Felde seiner normalen 
Farbe. Ebensowenig ist die Anfgabe nattirlick dann losbar, wenn 
alle Steine sick anf Feldem ikrer normalen Farbe befinden, zu- 
gleick aber die Anzahl der Inversionen ungerade ist, also z. B., 
wenn die Anfangsstellung die normale Stellnng, jedock mit Ver- 
taosckung der Sterne 1 and 3, ist 

Es liegt nake, die Anfgabe nnseres Spiels auck m der W eise 
zu modifizieren, daB nickt gerade die „normale“, sondem irgend- 
eine andere Stellnng als das Ziel, das durck Sckieben der Steine 
erreickt werden soil, gesetzt wird. Erwaknen wollen wir in die- 
ser Bezieknng msbesondere die folgenJe Form: 

Bei belieblger Anfangsstellung durck Verscnieben der Steine 
irgendein magisckes Quadrat kerzustellen®), wobei das leere Feld 
mit dem Zaklenwert 16 in Kecknung gekrackt werden soU.^) 

Xj Man erkennt leicht (s. S 3831, daS Knterium III anch dann noch 
besteht, wenn irgendem anderer Stem jene Ausnahmestellang einnimint, 
die in xmserer Fassung Stem 16 besitzt. 

2) Nach dem S 236, Anm. 1 genannten Satze (8 Transpositionen). 

3) Tgl. auch S 228, Anm 8. 

4) Bringt man das leere Feld mit o in Bechnung, wie beispiels- 
weise P. H. Schonte in der Zeitschrift „Eigen Haard“ 1883, p. 690 tut. 
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Die ATi%abe ist stets losbor. Denkt man sieb nSmlich irgend- 
ein magiscbes Quadrat beigesi^t und darauf den Spielkasten 
TfTn 90* gedrebt und alle Steine wieder auf ibren Platzen zureebt- 
gedrebt, so gebort die neue Stellung, wie wir 'wissen (Hilfesatz 3), 
niebt zu derselben Gmppe wie die erste; andererseits ist aber 
die neue Stellung nat&rlieb ,^agiscb". Magisebe Quadrate ge- 
boren somit beiden Gruppen an und sind daber stets eireicbbar. 
Jede beUebige Stellung l^t sicb also durcb ein^kcbes Yersdhie- 
ben der Steine (obne Drebungen) so runge- 
sialten, dafi jede der 4 Zeilen, jede der 4 
Spalten und jede der beiden Diagonalen die 
Nummemsamme 34 — unter Bewertung des 
leeren Feldes nait 16 — ergibt. Das magi- 
sebe Quadrat Dfirers (S. 2), um ein Bei- 
spiel zu nennen, gebort nacb bLriterium Ht 
zu der ersten Gmppe, das dureb Viertel- 
•drebung im umgekebrten Ubrzeigersinne daraus bervorgehende 
magisebe Quadrat unserer Fig. 10 bier also zur zweiten GImppe. 

Auf andere Spielbasten laBt sicb die in den beiden vorigen 
Paragrapben entwickelteTheorie niebt obne •weiteres bbertragen; 
wir woUen uns bier auf quadratisebe^) Fasten (von w* Feldem) 
besebranken und knrz skizzieren, welcbe Bestandteile der bier ge- 
gebenen Tbeorie alsdannfur jedes^z G&ltigkeit baben resp. welcbe 
Hodifikationen und Einsehrankungen Platz greifen rniissen: Satz 1 
^li^ wie man leiebt erkennt, aUgemein. Hilfssatz 2, der in der an- 
g^ebenen Form far jedes gerade n gilt, ist far ungerades n da- 
bin abzuandem, dafi jeder vertikale Zug die Inversionenzabl xun 

80 ist die „ma^Bche Xonstaute‘‘ natdrlich xiicht 34 (Tgl. Kap. xii, S 2 
n 6), sondem 30 

1) Beznglicli xechtecMger Spielbrettex finden sicli einige AosfSh- 
rongen von P. H. Sebonte in der Zeitschrift „Eigen Haard“’l883, 
p 588/589 Ebendort -wird anch die AnsdeTinnng des Spiels auf ein ^mn- 
liches Spielgebiet, mid zwar von 4* E&oliexii, erOrteit. Ein dem Boss Pnmde 
nachgebildetes ,,Hexagonales Preis-Brett-Spiel Tiilemnia“ („Ges. gesch. 
Nr. 4068“; s a das eiloscliene D. E. P. 12588 vom 16. Jnni 1880} von 
Dr. Alwin Yietor mag bier gleichfalls nocb genannt werden 
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eine gerade ZaM aadert^ so daB also bei uageradem n die Lage 
des leeren Feldes auf dem Brette im wesenMicihen belanglos ist. 
Ans diesem Grande wird Hilfssate 1, der an sieb. natBrlicb. all- 
gemeine GOltigkeit besitzi^ fSr nngerades n entbebrlieh zar Her- 
leiining des Kriterinms I, das far jedes n Das ^Spiegel- 

bild" ^ c) ^ormalen^ Stellan^ das uns als eine kamo- 
nische Form der ^onlosbaren^ Stellangen dienie, ist Merfor nor 
geeignet, wenn n gerade oder aber ongerade Von der Form 
4v — 1 isi^ wabrend dagegen far n = 4v + 1 das ^Spiegelbild" 
eine ^osbare* Stellong darsteEt.*) Die Fassnng Ton Ejriteriom I* 
bleibt also die gleicbe nur far gerades n and far xmgerade^von der 
Form 4v — 1. Aueb'bei "Obeitragang des Satzes 2, der an sieb 
aEgemein gE% ist diese Modifikaiion binsiebtlicb des ^piegel- 
bEdes" Torzanebmen. Da bei nngeradem n die Lage des leeren 
Feldes anf dem Bret^ Trie scbon geeagi, belangicm ist^ so lantei 
far diese i^e Kriterium 11 einfacb: ^Zwei SteEui^en mit beEe- 
bigen leeren Feldem sind dann and nor dann ineinander aber- 
fabrbar, wenn die Differenz ibrer Inyersionenzablen gerade ist “ 
Die nrspranglicbe Fassimg dagegen bebalt das Kriterinm 11 fBr 
aUe geraden Werte von n. Kriterinm DI bebalt far jedes m seine 

1) Die Herleitnng des Slritenams I words fdr nngerades n also so 
zo geben sein: Jeder horizontale Zog ^ndert die Inversionenzabl nieht, 
jeder vertikale Zog am eine gerade Zabl (HQfssatz 2); es sind daher nor 
seiche Stellungen ineinander aberfohrbar, die sich am eine gerade Inver- 
sionenzahl nnterscheiden Nan ist nach Satz 1 aber jede Stellong ent- 
weder in die „nonnale“ oder m die „SchlaBstellong 11“ uberfohrbar, 
and daher lassen sich alle Stellangen von gerader Iniersionenzahl ond 
aoch nnr diese in die normale Stellong uberfdhren. 

2) Die Anzabl aUer Inversionen fflr die Stellnng des „Spiegelbilde8‘', 
also fur das w*-feldrige Analogon zo Pig 6 c, ist, wie man leicht be- 

xeohnet* Fur gerades n sohreiben wir dieaen Ansdrock 

so: (« — 1) 1^, ond sehen, daB er ongerade, die Stellnng also 

„anl5sbax“ ist Fur nngerades n schreiben wir den Ansdrock so: 

— (»* — 2) nnd sehen, dafi ei nur for « = 4 if — 1 ungerade, dagegen 

for ta = 4v + 1 gerade ist 
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Gfilijgfceit.^) Die der Fig. 7 entsprechende Stelltmg gekort nur 
bei geradem n za der zweiten Qmppe®), so daB also „Zusatz I 
za Saiz 2^ f&r tmgerades n zucht, filr gerades n jedooli stets gilt, 
y^il&satz 3" tuid „Zusatz II zu Satz 2" gelten nur fEkr jedes diircli 
4 teilbare n, waltrend bei tingeradem und bei nngerad-geradem n 
eiae Sieilimg durch erne Yierteldrebung des Kastens nicht in 
eine SteUnsg der anderen^ sondem in eine derselben Gmppe dber- 
gefohrt wird.*) 

1) Bafi aneli fur nngetades n das Eriterixun lU foimeU bestehen 
bleibt, weim anch seine pxaktische Bedettimng bier neben Kriterium. n 
nnr zecht gexing ist, siebt man leicbt ein: In den FdJlen eines un- 
geraden n sind z'wei Stellungen mit leerem Feld dann xmd nuz dann in- 
einandex ubeifObzbar^ ■wenn die Inversionenzablen sicb um eine geirade 
Zabl nnterscbeiden (Elnterima II), und zwar ist es dabei jetzt, wie ge- 
sagt, ganz gleiebgaliig, yro auf dem Brette die leeren Felder liegen. 
Denken wir nns nun die beiden leeren Felder mit dem Stein «* ausgefdllt 
xmd ziehen wix die so hinzukommenden Inversionen — wir bezeiebneten 
sie anf S. 244 durcb und e, — mit in Eecbnung, so ist die Differenz 
dieser, also e^ — bei zwei gleicbfarbigen leeren Fddem stets gerade, 
bm zwei ungleicbfarbigen aber nngerade, worauf aus unserem jetzigen 
Eritetimn H sofort das Kriterium lU folgt. — Fur n == 4 (ebenso allge- 
mein fur gerades n) muBte bei dieser tjberlegung aucb der Zeilen- 
abstand (®) in Betracht gezogen werden, fur ungerades « dagegen ist er 
belanglos, -wie flberhaupt die gauze Spieltbeorie sicb fbr nngerade Werte 
von n einfacher gestaltet als for gerade. 

2) Die Zabl der luyersionen ist fur allgemeines n, nacbdem 
ebenso, -wie auf S. 242, das leere Feld in die Ecke nnten recbts gebraebt 
(»* — 1)*. also nur fdr gerades n nngerade Kriterium I und Satz 2 
erg^en dann das gevunscbte Resnltat, das sich ubngens — ohneVer- 
scbiebung der Steine — aucb sebr leicbt aus Kriterium lU resp. 11 (un- 
gerades w) berleiten IbBL 

.8) Die Tierteldrebung des Spielkastens ist aquivalent mit einer 
Anzahl Transpositionen, die sicb zu viergliediigen Zjklen anordnen (vgl. 

S. 246), jeder Zyklus ist mit 3 Transpositionen gleicb-wertig Ist n ge- 
rade, = 2v, so baben wir offenbar v* solcbe Zyklen, also 3 p=* TrMisposi- 
tionen. Diese Zabl 3»>* und damit aucb die Differenz der Inversionen- 
zahlen ist bei gerad-geradem n gerade, bei imgerad-geradem n nngerade 
Dagegen ergibt sicb far /die Farben der beiden leeren Felder in den 
Fig 9 a und 9 b entsprecbenden Figuren fur die Falle ernes gerad-geraden 
und eines ungerad-geraden n offenbar kein Unterscbied, Tielmehr sind 
jene beiden Felder far jedes gerade n stets verscbiedenfarbig. Hiemacb 
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Es mag ubrigens noeb die Stellnng be- 
irracbtet werden, ia der die Zablen, statt in 
den Zeilen, in den Spalten ibrer Ghrofie nacb 
aufeinander folgen, also die Stellung, die fdr 
unseren gewohnlicben Fall n = 4 durcb die 
Fig. 11 dargestellt -wird.^) 

Far diese oder Tielmeir die entsprechende 
Stellung ergeben sicb in dera allgeiaeiaen Falle eines g[uadra- 
tischen Brettes ron Feldem fur die Zablen der ersten Zeile der 
Reihe nacb ofEenbar folgende Inversionenanzablen: 

0; » — I5 2(« — 1)5 — 1) (« - 1); 

fur die Zablen der zweiten Zeile sodann: 

0; « — 2; 2(n — 2); ... (w — 1) (♦» — 2); 

fdr die Zablen der vorlebiten Zeile: 

0 ; 1 ; 2 ; . . . (« — 1 ) *, 

sehiieBlicb fdr die der letzten: 

0 ; 0 ; 0 ; . . . 0 

Addiert man aEe diese Zablen — am besten spaitenweise von 
unten nacb oben — , so erbalt man als G-esamtzabl der Inver- 
sionen: 

(1 + 2 + -. + «- 1)(1 + 2 -!---- + n-l) = {!»»(»- l)j®, 

eine Zahl, die gerade ist, wenn n von der Form 4i/ oder von 
der Form 4z/ + 1 ist, dagegen ungerade, wenn n von der Form 

ergibt Kriterium EQ, daB bei ungerad-geradem n die durch Yierteldre- 
hung hervorgegangene Stellung derselben Gruppe angehort wie die ur- 
spriingliche , 'vrahrend for gerad-gerades n beide verscbiedenen Gmppen 
zngehoren — Ist n ungerade, = 2 + 1, so haben wir oSenbar, da das 

Mittelfeld bei der Drehung invariant bleibt, v® + v =« -f* 1) 2yklen 

nnd Zv{v‘\-1} Transpositionen , also eine gerade Zahl. Alsdann folgt 
nach Kriterium 11 sogleich, daB die ursprungliche Stellung und die neue 
zu derselben Gruppe gehdren 

1) Siehe J van de Griend Jr. in der Zeitschnffc „Wiskundige 
Opgaven. Opgaven met de oplossingen van bet Wiskundig Genoot- 
ecbap^" (Amsterdam, Delsman en Nothenius^ Bd. 10, p. 248 — 250. 
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4v + 2 iydet 4v + 3 ist FSr diese beiden letzteren Falle 
= 4» + 2 Oder 4v 4- 3) sind somit (Satz 2) die Stellimgeii 
naeh. Ait der Fig. 11 geeignet^ als kanoniscbe Formea der 
unlosbaren Siellangen zn dienen. 

Fassen wir die Ergebrusse, die wir bier binsicbtlicb der 
kanoniscben Formen der unlosbareiL Siellimgeii erbielten^ zn- 
sammen md unterscbeideii -wir dabei, me sieb als erforderlicb 
beeransstellte, zwiscben dea vi«r Fallen: w=4v, 4^+1, 4v + 2, 
4 V + 3, so eignet sieb das der Fig. 6 c entsprecbende „Spiegel- 
bild“ der normaleu Stellnng zur kanoniseben Form der tinlos- 
baren Stellungen in den Fallen n == 4v, 4v + 2, 4v + 3; die der 
Fig. 7 entsprecbende Stellnng fSr n =• 4v, 4v + 2; die dnreb 
Drebtmg der normalen Stellnng um 90® und entgegengesetzte 
Vierfceldrebnng der Steine anf ibren Platzen resnltierende Stellnng 
nux ffir m = 4i/; scbliefilicb die der Fig. 11 entsprecbende Stel- 
Inng fflr n = 4v + 2,4i/ + 3. In alien Fallen ist natiirlicb die 
^^ScblnSsteUnng 11“ eine geeignete Bepi^entantin der nnlosbaren 
Stellnngen. 

§ 5. Das PnzaQ.e mit Sobranken. 

Wir wollen nns in diesem § wieder mit der gewobnlicben 
Aufgabe nnseres Spiels bescbaftigen, ■wollen ibre Losnng aber 
dadnreb erscbweren, daB zwiscben einzelnen Feldem Scbranken 
anfgeffibrt werden.^) In dem Falle des „elementaren Pnzzle" Ton 
6 Feldem (§ 2) wbrde offenbar mit der ge- 
ringsten Scbranke das Spielrerfahren bereits 
aufbSren, dagegen scbon nicht mebr bei 
einem recbteckigen Puzzle yon 8 Feldem 
(Fig. 12). DaB bier die in der Fignr durcb 
eine starkansgezogene Linie angedentete Scbranke die Losbar- 
keit des Problems gar nicbt beeintracbtigt, sieht man leicbt 
folgendermaBen: Die Operationen, die in diesem Spielkasten 

1) ELn nntei Nr. 99752 D E. P. TOm 28 Okt. 1898 patentiertes Ge- 
duldspiel von 0. SvanstxOm ia Di6 (Sidiweden) daif bier wohl erw&bnt 
werden, da es anscheinend etwas llmUchea bezweckt, soweit sieb bei 
der nnztureicbend ansgeaxbeiteien Spielbeschreibimg erkennen IkBt. 


^ J n i e \ 
jc 1 e [ 'imt 


Fig 12 . 
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mogHch sind, sind folgende: 1. snkzeBsive Yexschiebung der 
Steine des ganzen Zyklus FGH^BCD in dem einen oder 
anderen Drehnngssinne; 2. die ent^reehende Operation for den 
engeren Zykins FGJBCJD olme jede Benutznng der Felder A 
nnd JEL nnd ikrer Steioe. Die Anfgabe des Spiels wird nnn in 
der Hanptsacbe darin besteben, die Steine in dem Qesamtzyklns 
ABCDFFGHhx die ricbtige Reibenfolge zneinander zu bringen; 
ist di^ erreic|it, so kann jeder Stein dnrck Yerscbiebnng aller sehr 
leicbt an seinen richtigen Platz im Kasten gebracbt werden. Die 
Boeben angegebenen z^eierlei Arten zykliscber Yerscbiebnn^en ex- 
moglicben nns nxin, in dem Zykins aller Steine (AJBGJDEFGS) 
einen beliebigen Stein fiber zwei andere in der einen oder ande- 
ren Ricbtung springen zn lassen. Zn dem Fnde braucben wir 
ofienbax nur zn zeigen^ daE die Steine A nnd S in dem Zykins 
sowobl von JBf wie von G flbersprnngen werden kSnnen; — 
w^en der moglicben Yersdbiebung aller liegt in dieser sp^eUen 
Berfieksichtigung von A nnd JET keinerlei Beschrankong. In der 
Tat springt G nnn fiber S nnd A, wenn der Zykins FGBCD 
im Ubrzeigersinne nm eine Stelle verschoben wird, nnd B macbt 
den entsprecbenden Sprang in nmgekebrter Ricbtung bei einer 
Yerscbiebnng desselben Zykins im nmgekebrten Sinne. Wir fra- 
gen nnn nacb den durcb diese zykliscben Yerscbiebungen herbei- 
gefubrten Anderungen in der Inversionenzahl, nebmen also eine 
gleicbzeitige Yerscbiebnng aller Steine des Zykins FGHABCJD 
oder aber des Zykins FGBGJD, xmd zwar entweder im TJbr- 
zeigersinne oder im nmgekebrten Drebungssinne, an mit der 
Mafigabe, da6 nacb Ansfdbrung jeder solcben zykliscben Yer- 
scbiebung das leere Feld wieder nacb Platz F gebracbt wird. 
Erne derartige zykliscbe Yerscbiebnng erfordert neben einer An- 
9i«.b1 horizontaler Zuge, bei denen die Inversionenzabl sieb nm 
nicbts andert, zwei vertikale Zfige (vgl. Hilfssatz 1), deren jeder 
die Inversionenzabl nm erne ungerade Zabl verandert (vgl. S. 236). 
Insgesamt andert sicb somit infolge einer solcben zykliscben 
Yerscbiebnng, bei der das leere Feld wieder nacb Platz E zn- 
rSckkebrt, die Inversionenzabl nm eine gerade Zabl; die Inver- 
sionenzahl ist also nacb Ausfubmng der zykliscben Yerscbie- 
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btEHg geiade oder nogerade, je naclideiii sie es Torlier war. Da 
Tum die beteiehtetein beiden Arten. von zyklischen Verscbiebungen 
die fflnzigen bier ausftihrbaren Operationen sind, so siebt man^ 
daB die notwendige Bedingung ^^berfabrbarkeit zweier Stel- 
longen mit demselben leeren Felde E ineinander die ist, daB l>eide 
St^ungen eine gerade oder beide eine ungerade AnzaM Inversionen 
tesiizen. 

Diese Bedingung ist aber aaeb binreiebend. Denn^ wie wir 
saben, laBt sieb in dem Zyklus aller Steine jeder um 2 Platze 
nacb jeder der beiden Seiten verrucken. Das Glied nnn, das an 
die erste Stelle kommen soil, kann entweder, wenn es an unge- 
rader Stelle im Zykins stebt, durcb mebrmaliges Versebieben 
run 2 Platze an die erste Stelle gebracbt werden, oder aber es 
kommt dadnreb zumcbst nur an die zweite Stelle und darauf, 
indem das erste Gbed dann run 2 Platze zuriickgesetzt wird, an 
die erste Stelle. Dies Verfabren^) laBt sicb offenbar danu weiter 
fortsetzen, bis alle Glieder auBer den beiden letzten geordnet sind. 
Fur diese beiden sind dann bezGglicb ibrer Reibenfolge zwei 
MdgHcbkeiten vorban^en, von denen die eine oder die andere 
eintreten wird, je nacbdem die Inversionenzabl ursprunglicb ge- 
rade oder ungerade war. Zwei in dieselbe ScbluBstellnng flber- 
ffibrbare Stellungen sind — wegen der IJmkebrbarkeit aller Ztige 
— aber ancb ineinander uberfubrbar, womit unsere obige Be- 
hauptnng bewiesen ist. 

So ergeben sicb z. B. aus dem Zyklus 3, 2, 5, 1, 7, 6, 4 (An- 
zahl der Inversionen «= 8) sukzessive die Zyklen: 

3, 1, 2, 5, 7, 6, 4 
1, 2, 3, 5, 7, 6, 4 
1, 2, 3, 5, 4, 7, 6 
1, 2, 3, 4, 7, 5, 6 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7; 

dagegen aus 1, 3, 1, 5, 4, 2, 6 (11 Inversionen.): 

1) Es ist von C. A. Laisant angegreben (s Lucas, ,,Recr^at 
t. I, p 210). 
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1, 7, 3, 5, 4, 2, 6 
1, 7, 3, 2, 5, 4, 6 
1, 2, 7, 3, 5, 4, 6 
1, 2, 3, 5, 7, 4, 6 
1, 2, 3, 4, 5, 7, 6. 

Durch. dies Yerfahreu^ das wir ilbrigens auch schon bei dem 
elementaren Puzzle (§ 2) batten anwenden koimen, ist offeobar 
gezeigfc, daB fUr xmseren PaH des Puzzle mit Sebranken (Pig. 12) 
die Ejiterien des § 3 fSr die ^berfObrbarkeit zweier Stellungen 
ineinander ohne weiteres fortb^tehen. F&: ein Puzzle von mebr 
nls 8 Feldem konnezi die S<diraiLken entsprechend weiter gezogeu 
werden, z. B. for das von 2 • 6 Feldem so, wie naebfolgende Figu- 
Ten es zeigen: 


Oder: 


In dem letzteren Falle kann jeder Stein immer uber 4 oder aber 
uber 6 andere Steine im Zyklus springen, was beides nnter den- 
selben Bedingungen wie oben zum Ziele fabrt, da sowohl 2 wie 
3 zu 6 relativ prim ist (s. unten den ubemachsten Absatz) 

Fur das quadratiscbe Puzzle^) m der gewohnlichen Form 
konnen wir offenbar, obne dafi dadurch die Theorie des § 3 irgend- 
wie modifiziert wird, beispielsweise folgende Sehranken ziehen: 


Oder: 


1) Ein Beispiel eines xS^umlicben Puzzle (von 4* Pachem) mit 
Scbranken a. bei P. H. Scbonte, 1. c. p. 589. 

Ahrens, BCathem. TTnterhaltimgen. S. AnfL IX. 
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Weim wir die I^aige der Seite eines quadratisehen Feldes mit 1 
1)ezeiclmexi, so darf die aller Sdbraakeii im quadratLsehen Puzzle 
Ton 16 Peldem zusammengenommeu tochstens =• 7 eeiu. 

Wenden -wir uns uoclimals den rechteckigen Kasten von 
Zweifelderbreite zu, so ddrfen wir auf Grund der obigen Betrach- 
tongen bebaupten, daB in einem recbteckigen Puzzle von 2 n 
Feldem durcb. die gezogenen Scbranken die Losbarkeitsbedin- 
gnngen jeden&dls danu niobt modifiziert werden, vielmebr die 
alien Kriierien weiter besteben, wenn es moglicb ist, alle Steine 
zykliscb um je einen Platz zu versebieben, daneben aber aucb mit 
nur 2p Steiaen (p dn — 1) eine solcbe zyklisebe Vertauschung' 
vorzunebmen, wabrend die tibrigen Steine ibr Feld beibebalten; 
dabei muB jedocb p zu n — 1 relativ prim seiu, da dann und nur 
ftann ein bestimmter Stein dnrcb Sprunge bber je 2p in dem 
Zjklns der 2(n — 1) anderen Steine es erreicbt, daB der Gesamt- 
effekt dieser Sprunge einem Vorrucken um 2 Platze in der einen 
Oder anderen Bichtuag gleicbkommt. 

Durcb die eine dieser Fordemngen, die eines alle Platze 
umfassendeu Zyklus, werden wir nun an ein in Bd. 1, E^ap. XI 
(S. 392 — 394) erledigtes Scbacbproblem erinnert, namlicb: einen 
Turm sukzessive aUe m • n Felder eines recbteckigen Brettes be- 
streicben und zum Ausgangsfeld zurdckkebren zu lessen, wobei 
jedes Feld, bber das er einmsd. binweggegangen, als passiert gilt. 
Fbenso, wie dies Problem for gerades mn stets losbar war, so er- 
balten wir far unsereu jetzigen Zweck aucb, wofem nicbt ?n und n 
beide ungerade sind, stets eine alle Felder des Brettes umfassende 
zjkliscbe Beibe. Die Scbranken dbrfen bocbstens in solcber Zabl 
erricbtet werden, daB jedes Feld nocb wenigstens nacb 2 Seiten 
Ausgange besitzt, 2 Felder dagegen nacb je 3 Seiten. Zablen 
wir daber eine Scbranke von der L^ge der Seite eines Feldes 
als „eine‘' Scbranke, so durfen offenbar bocbstens 

(m — l)n + (n — 1)»» — (mn + 1) = mn — (m + n + 1') 
Scbranken gezogmi werden. 

Haben wir aber zweitens den AusnabmefaD., daB m und n 
ungerade sind, so erbalten wir nur einen mn — 1 Felder umfas- 
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seuden Zyklus (vgL Bd. I, S. 393/394); ein Eekfeld etwa bleibt 
abseits liegen, nnd wir mtlssaa uns die Losung der Atigabe iiL 
der Weise ansgefObrt denken, daS zunacbst auf dieses Eekfeld 
der biagebSiige Steia gebraebt wird tind dann die weitere Ord- 
nimg erfolgi^ wie Treim jenes Eekfeld Bicht vorbanden ware, a.lg<> 
mit alleiniger BeB.utzung des Zyklus der mn — 1 Felder. Hierza 
ist aber notwendig tmd binreicbend, daB die beiden.dezn Eekfeld 
benaebbarten Felder niebt mur von diesem niebt dnrcb SebrankeB 
geiuTennt smd, sondera aofierdem nocb in ibrem Zykins je 2 offene 
Ans^nge, mitbiTi im ganzen je 3 Aus^nge besitzen, so daB die 
MaTimalzabl der znlassigen Sebranken in diesem Falle um 1 ge- 
ringer ist als fSr gerades mn. 

Als aUgemeine Formel fOr die MaTriTnalaTiTO.bT der zulassigen 
Sebranken ergibt sicb biemacb der Ansdmek: 

«*« - (m + « -h 1) + . 

§ 6. Bas gegliederte Puzzle. 

Die Betrachtungen des vorigen § fulireii uns ganz natur- 
gemaB zu einer anderen Art von Puzzle, bei der die rechteckige 
Form des Brettes verlassen 
ist und alle Felder nur je 2 
Ausgaaige, zwei dagegen deren 
je 3 besitzen, ein Fall, fur den 
naeh unsereu obigen Ausfuh- 
rungen immer noeb die alten 
Losbarkeitsbedingungen wai- 
ter bestehen werden. Als Bei- 
spiel fiihren wir an den Fall 
der Fig, 15 

BQer haben wir nur eine zyklische Reihe. Wir durfen dem 
Brette aber aucb solcbe F ormen geben, daB sich die Felder niebt 
mehr alle zu einem Zyklus zusammenfassen lassen^); Pig 16 

1) Diese Erweiterung diirffce von H. A. H. Hermary berrohren (pu- 
bliziert dureli Lucas, „Eecreat mathem.‘% t. I, p 213 — 21S). 

17 * 
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mag einen solche& 
Fall reraoscliau- 
lichen. Der Ban- 
giexplatz der Felder 
AJB CD ermoglicht 
es, jeden Stein in 
seinem Zykins 2 
Felder vor- oder 
anchznrackznsckie- 
ben and zwar ent- 
weder in derselben 
Weise wie in Fig. 
12, wenn namlich 
A, 3 dem betreffen- 
den Zykins anch an- 
gehSren, oder aber, wenn z. B. E vor F und G geriiekt werden 
soil, so, daft zunacbst, nach jenem Verfabren der Fig. 12, E vor 
F and M geraekt wird and dann in derselben Weise E uber 

M and G springk Nur darf die Form 
des Brettes keine derartige sein, dafi die 
Kommunikation zwiscben zwei sonst vollig 
getrennten Teilen lediglicb darcb ein 
Feld^) hergesteUt wird (s. Fig. 17); die 
Spielbedingangen mtiBten in solcbem Falle 
sonst scbon dabin erweitert werden, dafi 
mebrere (bier wenigstens 4) Felder leer 
bleiben.*) 

1) NatorHch besteht em solcher Ausnalmiefall aber nicht, wenn die 
„HalbinseI“ an zwei SieUen mit dem „Pe8tlan.de“ in Verbindung stebt; 
TgL a P. H. Scbonte in der Zeitschrifb „B!igen Haard“ 1883, p. 591. 

2) Hier verdict ein Dr. Timon Scbxoeter (Schnldirektor a. D. in 
Jena) patentiertes „VexiiBpiel“ (Patentscbrifb No 26845; Patent gelbscht) 
erw21mt zu werden, sowie anch das Salta-Solo (mit zwei leeren Feldem). 






Slapitel XX. 

Das DomiBospiel. 

Jfe w aipoa tPzl y et yuelque rapport entra Vo*pr%t 
ctti> Jeu et le yirtte maihdmaisaten. s mcus U y en. a 
l^u&iup enire um jeu et les maihdmttHquee. ZtoiseamS 
a part ce que le sort met ^%noerttt-u>6tB oss 

le eompcBrant ctvec ce que Pabstraetion. met S'^neanse- 
titude de Vaxtire, une partte de Je» pent Sirs comsi- 
dSrde comane ua*e sutie inditermenSe de prbbtemes d 
rdsoudare aprea dee conditaons doausdes. U rPy a poamt 
de fptesHoms de maih^an aHq u es d qud la m^me 
Hoas ne ptsisse co mo e mr y ed la Chose du mathSmaii^ 
den n?a pas pins di^eaeisteieee dans la nature que ceJSe 
du /oueur, (Pest de part et dPeeutare uate aj^ahre de 
ooasventieass. 

XynaasEseyT. 

l*«as^«s «Gur PixLtezpiniaticMaL ^ !& 3a»t«ur». ttt 
1754 , p. $/ 4 . 

§ 1. SizileitTuig. J>as Spied mit aS Steinen* 

tjher den Urspnmg des allgemeinverbreiteten Spiels scliemt 
etwas Sicberes nicbt bebanni zu sein, ebensowenig uber die 
Entstebtmg seines Namens. Nacb einer Erklamng leitet dieser 
sicb daber^ daB das in den EHostem viel gepdegte Spiel dort 
-von dem Sieger beim Setzen des letzten^ siegbrmgenden Steines 
mit dem Ausruf des Dankes: ,,Domino gratias!^^ gescblos- 
sen zu warden pflegte. — l>as Spiel tritt in verscbiedenen 
Formen anf, insofem als die Zahlen auf den Steinen von O an 
bis 6, 7, 8 oder 9 geben. Wir legen der weiteren Betracbtung 
die emfacbste unter den gewobnlicb vorkommenden Formen 
zugrimde, diejenige namlicb, bei der anf den Steinen die Zahlen 
O, 1, . . . 6 vorkommen, so zwar, daB — wie bekannt — jede 
Zabl gerade einmal mit jeder anderen znsammen emen Stein 
bildet und anBerdem noch jede Zabl auf je einem Stein doppelt 
vorkommt. In nnserem Falle kommt daber jede Zabl im ganzen 
8mal vor; so baben wir mit Einrecbnung der ,,Blanken^ im 
ganzen 7-8 Zablen^ d. i_ — ^ = 28 Steine. Allgemein betragt^ 

wenn die Zablen 0, ... w sind^ die Anzabl der Steine ^ ‘ 
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Die Eauptz^el des Spiels besteht bekanntlich darin, daB 
xiacli VarteiliiD^ der Steine unter die Spieler^) diese durch ab- 
weebselndes Setzen je eines Steines tmd mit jeweiliger "Obeiv 
gebung dezjenigeiL Spieler, die nicbt „setzen*‘ kSimen, eine ^Kette** 
Ton Steinen hersteUen, d, L. eine Reibe von Steinen, in der die 
aneinandergrenzenden Halfben zweier benacbbarter Steine stets 
dieselbe Zahl anfweisen mussen und wobei nnn deijeuige als 
Sieger gUi^ der znerst alle seine Steine „gesetzt^' bat. 

Anf eine ludiere Besprecbnng des Spiels als solcben verzicbten 
wir und beben nur einen von Ed. Lucas*) angefubrten merk- 
wQrdigen FaU bervor, in dem^^es bei 4 Spielem naogb’cb ist, daB 
jemand gewmnt, dhne dafi 2 der Sfieler aueh rmr einen ihrer Steine 
hodien setzen kdnnen: Bei Annabme von 4 Spielem erbalt jeder 
7 Steine. Bekommt nun zufaUig der erste Spieler die Steine: 00, 
01, 02, 03, 14, 15, 16 und der vierte die Steine: 11, 12, 13, 04, 
05, 06 und als 7-ten einen beliebigen, so baben, wie man sofort 
siebt, der zweite und dritte Spieler auf keinem ibrer Steine eine 0 
Oder 1, und ebenso ist fibrigens aucb der 7-te, beliebige Stein des 
vieiten Spielers von 0 und 1 frei. Unter diesen Umstanden kaun 
sicb das Spiel nun folgeudermaBen gestalten : Der erste Spieler setzt 
Doppelt-Blank; der zweite und dritte konnen dann nicbt setzen, 
wabrend der vierte 04 oder 05 oder 06 setzt. Auf jeden Fall 
kaun darauf der .erste so setzen, dafi an den beiden Enden der 
„Kette" 0 und 1 steben, worauf dann der zweite und dritte Spieler 
wieder verzicbten mussen, und dies wiederbolt sicb, bis scbliefilicb 
der vierte Spieler seinen 6-ten Stein setzt und der erste darauf 
seinen 7-ten und letzten. Die Wabrsebeinlicbkeit dafQr, daB dies 
oder ein gleicbwert^es, d. b nur durcb Vertauscbung der 7 Zablen 
untereinander von ibm sicb unterscbeidendes Spiel eintritt, ist 

1) Der Einfachheit halber beschrSiZiken wir ims bier atif den Fall^ 
daB die Zahl der Spieler ein Teller von der Gesamtanzahl der Steine 
ist nnd daB zu Beginn des Spiels alle Steine nnter die Spieler verteilt 
vrerden (jeder Spieler nimmt von den rnit umgewandter Nnmmemseite auf 
dem Tische hegenden Steinen die anf ihn entfallende Anzahl Steine); von 
dem sogenannten ,^K!aufen“ der nbriggebliebenen Steine sehen wir also ab. 

2) „Rdcreat. niath.*% t H, p. 46 
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jedoch sehr geziz^, Bamlieh = 



so dafi der Fall durdb- 


sclmitUich nur alle 152977968 Spiele eiamal eintriit. 

Bei einem Spiel toil 28 Steinen, bei dem jede Zabl gerade 
Smal Torkommt, ist es mdglich, aUe 28 Steiae so zasammeiir 
zolegea, daB immer Quadrate Ton je 4 gleicben Zahlen. eub- 
stebeu; Fig. 1 Teranschaulieht 
solche von Lueas als ,,Quadrillen" 
bezeicbnete Auorduungen.^) Man 
erkeunt sebr leicbt, dafi die tiber- 
stebenden Felder der Figur, in 
unserem Fall durcb 00, 11, 22, 33 
eingenommen, stets mit Doppel- 
nuxamem besetzt sein mSssen. 

Im flbrigen ist aber fELr die Aa- 
ordnung ein sebr grofier Spiel- 
raum gelassen: Zun&cbst geben 
offenbar aus jeder Losung durcb 
blofies Vertauscben der 7 Zablen 0, 1, ... 6 unteremander 
7! — 1 = 5039 andete bervor; betracbten wir aber zwei in* 
dieser Weise oder durcb Spiegelung auseinander berleitbare 
Anordnungen als nicbt verschieden, so gibt es nacb Unter- 
sucbungen von H. Delannoy*) docb nocb 34 wesentlieb ver- 
scbiedene Moglicbkeiten, obne daB wir jedocb naher auf diese 
Fragen eingeben woUen.^) 



1) Siehe Lacas, „R^cr4at.“, t II, p. 52 

2; Es sei hierbei bemeikt, dafi die Herstellong Sbnbcber Figoxen 
and insbesoadere die^omgekehzte Aafgabe, die Zerlegung gegebener 
Muster in die Gesamtbeit der Steme eines bis Nummex 7 gebenden 
Dominospiels , den Gegenstand eines Spieles bilden, fiber das von dem 
Erfinder, 0. S Adler, zusammen mit Fritz Jabn, eine Broscbfire 
{„Speiz-Domino und Dominosa“) im Verlage der Zfillcbo'wer Anstalten 
^fiUchow b. Stettin 1912) erscbienen ist. 

S) Angegeben bei Lucas, „Bwreat matb.“, til, p. 67 — 69. VgL a. 
Intermdd. des matbematiciens t. 7, 1900, p. 309 u. 400; 8, 1901, p. 31. 

4) BeilSrdSg erw&bnt sei, dafi in Matbesis II, p 208 (s. auch 
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§ 2. K¥ign.Tn-nnATitia.iig ftHde Domiaokefeten. 

EiS entstelit die Frage, ob alle Steine des Domino fur den 
FaU^ daft das SpM fortgesetzt wird, aueb wezm jemand bereits 
gesi^ bat, zn einer fortlaufenden Eette aneinajidergelegt wer- 
den konnen. Wenn fiberbanpt eine solcbe alle Steine nmfassende 
Eette existiert, so wird die 2iahl am An&nge der Eette jeden£gJls 
dieselbe sein mdssen me die am Ende, da ja keiue Zabl vor der 
anderen ansgezmcbnet ist; die beidenEnden mussenmitbinanein- 
ander passen, nnd dami wird also eine „gescblossene" Eette, d. b. 
eine soldie obne Anfang nnd Ende, mogUcb, in der keine Zabl 
mebr eine Sonderstdlnng einnimmt. Es ist klar, dab alle Steine 
bocbstens dann zn einer solcben Eeibe vereinigt werden konnen, 
wenn jede Zabl eine gerade Anzabl von Malen im Spiel Torkommi^ 
da ja zwei benacbbarte Steine der Eette sicb immer dieselbe Zabl 
znkebren soUen. Falls die vorkommenden Zablen 0, ... n sind,. 
mn6 also n gerade sein; dann kommt jede Zabl eine gerade Anzabl 
Ton Malen, nlimlicb (» -|- 2)-mal, Tor. Scbon bier sei bemerkt, da3 
die Bestimmimg der Anzalil aller geseblossenen nnd voUstUndigen 
Dominoketten in den dnrcb die kleinsten geradzabligen Werte 
ovon n 4, 6) gegebenen Fallen die Hanptanfgabe der 

nachsten Paragrapben nnd ftberbanpt dieses Eapitels sein wird. 
In den Fallen eines ungmaden n df^egen mnfi notwendig stets 
eine gewisse Anzabl von Dominosteinen bbrigbleiben nnd zwar, 

C. A. Laisant, „Recueil de probl^mes de maihdmatiq'aes^ . . ., Ill, Pans 
1895, p 255 sab 12) die Herstellang ernes „magi8chen‘^ Quadrates aus den 
28 Steinen des gewdbnUchen Domino gefordert vrarde, wobei die Zablen 
eines gewShnliohen Dominosteins fur z-vrei Zablen, dagegen jede Doppel- 
nniomer nur fur eine Zabl, also Doppel-Drei z. B. als einfacbe 3, gerecbnet 
werden soUte. Von einem „magischen*‘ Quadrat pn strengen Sinne 
natSrlicb keine Bede sein, sondern nur von einem ,,lateini8chen^‘ Quadrat 
(s. S. 63), bestehend in diesem besondexen FaUe aus 7 Zeilen und 7 Spal- 
ten, deren. jede also nach der Forderung dex Aufgabe alle 7 verscbie- 
d enen Zablen: 0, 1, 2, 3, 4, 6, 6, je einmal aufweisen mnfi (da die Doppel- 
nnmmem for je eine „Zabl“ recbnen, so baben wir in unserem Falle 
2 - 21 + 7 = 7* „Zablen“ und in dem allgemeinen Falle (w + 1)* Zablen), 
LSsung^ s Mathesis VI, 1886, p. 48. — tJber eine andere Donxinoauf- 
gabe s. ubngens bier 8. 79/80, Anm. 4. 
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weim eiite ,^escixLo8seiie^ Kette gebildet werden soil, mindest^is 
so Tiele, dafi aof den iibrigbleibenden Steinen jede Zabl gerade 

einmal Torkommt, also mindestens — ^ Steine, so daB mitbin 

bocbstens ^—2 — y t: n__ = Steine zn «uaer ge- 

sehlossenen Kette yereinigt werden konuen. Yerlangt man da- 
g^en nnr eine „imgescblossene" Kette, so BLfit sicb offenbar 
noch ein Stein mebr nnterbzingen, indem man namlich die ge- 
schloBsene Kette an einer Stelle anfsebneidet tmd dort nock ron 
den Torber flbriggebliebenen Steinen den ansetzt, der die be- 
ireffende Zabl aufweist. 

Kntfemt man bei geradem M einen Stein ans dem Spiel, so 
lessen sicb die Qbrigen zn einer Kette znsammenl^en, die, wo- 
fem nicbt jener Stein eine Doppelnnmmer ist, nngesdblossen ist 
xtnd die an den beiden Enden gerade die auf dem abgesonderten 
Stein yerzeidmeten Zablen aufweist. Nimmt man also in einer 
Gesellscbaft unbemerkt einen Stein mit zwei yerscbiedenen ITum- 
mem aus einem Spiel von geradem « fort tmd stellt die Aufgabe, 
aUe Sterne zu einer Kette zusammenzolegen, so kann man von 
Tomberein s^en, welcbe Nummem an den Enden der Kette auf- 
treten werden: es stnd, wie scbon gesagt, die heiden auf dem ent- 
femten Stein vorJconimenden. 

Urn nun die Anzabl der verscMedenen Moglicbkeiten, nnsere 
28 Steine zn einer Kette zn vereinigen, zu finden*), durfen wir 

1) Diese Frage wurde zuerst von Ter quern, emem der Heraus- 
geber der Nouv annales de math^m , in diesem Journal, t. 1849, p 74, 
beilSLujSg — bei Gelegenheit einer T5llig anders gefaSten Aufgabe — auf- 
gewoxfen i^vgi. a Nouv. Coix. mathdm. 3, 1877, p. 294, Anm , sowie bier 
S. 269, Anm. 1) und alsdann ebendoii (Nouv. ann.) in t. 11, 1852, p. IIS 
ansdrucklich als „Que8tion 252‘‘ anfgestellt mit dem Zusatze Terqnems, 
JaS die Aufgabe sebx schwieng sei und er sie verschiedenen ausgezeich- 
neten Analytikem vergeblich voxgelegt babe Weder damals jedoch noch 
nach der Wiederholung der Aufgabe in Nouv. ann., t 2 s^ne), 1863, 

p 227 eifolgte eine Losung; diese liefeite vielmehr erst spEterhin die in 
nnsexem litexar. Index unter Nx. 298 aufgefuhxte, im Jahre 1871 exschie- 
nene Abhandlung von M. Beiss (f 1869); vgl. a. Nouv. ann. de mathdm. 
(2) 11, 1872, p. 93 und Nouv Corr math^m. 4, 1878, p. 46 — 46. 
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ziuuichst Ton den DoppelmitQnierD. absehen. De nke n wir uns eia- 
maT die fibrigen 21 Steine zu einer gescMossenen Kette aneinander- 
gel^t^ so komint eine bestdminte Zahl^ etwa die NuU, darin an 
3 TerseMedenen Stellen, jedesmal auf zwei benacbbarten Steinen, 
Tor. Zwischen je zwei solcbe aneinandergrenzende ITtilleii koim- 
ten wir die Doppel-Nuil einfagen, also an 3 Stellen, nnd 
dasselbe gilt far die anderen Steine mit Doppelnummer. Man 
siebt somit, dafi sioh dnrch EinJRigen eines Steins mit Doppel- 
nummer die Angjftbl der Losongen Terdreifacbt, also dureh. Ein- 
reibung von 2 Doppelnummem sich vemeunfacbt und dureb d£^ 
Ton 7 Doppelnummem sicb mit 3^ mnltipliziert. Eine gescblos- 
sene Kette wird femer zu emer ungescblossenen, wenn wir uns 
zwiscben iigend zwei Steinen einen Emsebnitt denken, so dafi es 
also 28 mal so viel ungescblossene wie gescblo^sene Ketten gibt. 
Nennen wir nun in unserem Falle « = 6 die AnzabI der gescblos- 
senen Ketten aus den 21 Steinen obne Doppelnummem: so 

gibt es also 

3^ • ajg gescblossene Ketten aus alien 28 Steinen und 

28 • 3^ • Xf tmgeseblossene Ketten Ton je 28 Steinen 
Far den aUgemeinen Fall ernes Domino mit den Zahlen 0, 1, ... m 
( n gerade) aind die entsprecbenden Anzablen 


n\"+i 


G) 


r. und 


(n + 1) (n -f 8) 
2 




G) 


X 

VI 


§ 3. Eetten Ton 6 und von 15 Steinen. 

Kacb den vorbereitenden Ausfabrungen des vorigen § wen- 
den wir ims jeizt dazu, die AnzabI der Dominoketten wenigstens 
for die elnfaeberen Falle wirklicb zn bestimmen. Piir w = 2, 
d. h fur ein Spiel mit nur drei Terscbiedenen Zablen: 0, 1, 2, 
gibt es natdrlicb — man denke etwa an ein Dreieck, dessen 
Seiten 0, 1, 2 beifien mogen, — nur eine geseblossene Kette, 

nSmlicb 00 — 01-11 — 12 — 22 - 20, 

V— i.i I ■■■ .1 

indem wir, wie aucb weiterbin stets, die dureb Umkebrung aus 
ibr entstebende, d. b. 

02 - 22 — 21 — 11 — 10 - 00 , 
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nicht als rerscliiedeii von ihr anselieii woUeii. Die ZaU der unge- 
schlosseiieix Ketten ist Mer also 6. 

Wir wenden tms zn dem nadisteia&dieii Fall, d. h., da n 
ja gerade sein mufi (s. S. 264), zu n = 4, also einem Spiel von 
15 Steinen. Wenn wir tins ntin fllr jede gescMossene Kette von 
Steinen okne Doppelnnmmem der Beilie nach die Zahlen, mit 
denen je zwei Steine aneinander grenzen, je einmal anfgesclxrieben 
denken, so gelangen wir dazu, tinsere Fragestellung so ansza- 
sprechen: Anf wle vlele Arten ist es moglicli, die Zalilen 6, 1, 
2, 3, 4, jede zweinial, so in einer Reike zn sclireibeii, daB weder 
zwei gleiolie ZaMen irgendwo anfeinander folgen noch zwei an 
etner Stelle nebeneinander steliende Zalilen an einer zweiten 
Stelle benaolibart sind, wobei die erste nnd letzte Zaihl gleieli' 
falls als benaebbart gelten? Dieee Fordemngen bedingen offen- 
bar, dafi jede Zahl jeder anderen gerade einmal benacbbart wird. 
Die erste Zahl, die wir hinschreiben, dorfen wir non obne Be- 
scbrankong 0 nennen tind die zweite nnd dritte, die nacb nnseren 
Vorschriften von der ersten versehieden sein mdssen, 1 nnd 2. 
Als vierte Zahl kann nun entweder wieder 0 oder eine noch nicht 
dagewesene Zahl, die wir dann 3 nennen, auffcreten. Durch Fort- 
setzuug dieses Verfahrens kommt man im ganzen zu folgenden 
22 wesentlich verschiedenen Fallen^): 

1. 0120314234 XE. 0123140342 

n. 0120314324 XIE. 0123142034 

IE. 0120324134 ! XIV. 0123142043 

IV. 0120324314 , XV. 0123143024 

V. 0120341324 | XVI. 0123143042 

VL 0120342314 i XVE. 0123402413 

VE 0123024134 t XVEI. 0123403142 

VIE. 0123024314 | XIX. 0123413024 

IX. 0123041342 XX. 0123413042 

X 0123043142 ; XXL 0123420314 

XI. 0123140243 j XXE. 0123420413. 

Aus jedem dieser Falle ergeben sich nun durch Permutation 

1) Siehe Lucas, jjR^creat.*', t II. p 70 
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nn tietrttr 5 Zifiem 5>! — 1 iieiio Fallej in der Gfssamtlieit dieser 
22 Scharen von je 5! Ketten sind jedoeh imxner je zwei Sei^n 
■nai»li miserer obigen Fesisetzung als znsammenfallend anznsehen, 
z. B. 01 — 12 — 20 — 03 — 31 — 14 — 42 — 28 — 34 — 40 
xmd die lungekebrte: 

04 — 43 — 32 — 24 — 41 — 13 — 30 — 02 — 21 — 10, 

von denen die erstere der Fall I ist xind die zweite aus XIH durch 

die Peimutation 4 8 2 Wirbabenalsoimganzen 

nngeseblossene Ketten obne Doppelnummem. In jeder nn- 

gescblossenen Kette konnen nnn von den 5 Doppelnnmniem 4 
an je 2 Stellen, eine jedoch immer an 3 Stellen, namlieh vom, 
binien nnd nocb an einer Stelle in der £.eibe, eingescboben war- 
den. Dnrcb Finreibtmg der Doppelnummem multipliziert sicb 
nnsere Zahl abio nocb mit 3 • 2^, so dafi wir im ganzen 

. 3 • 2* = 2’ . 32 . 5 . 11 = 63360 

Ttngeschlossene Ketten baben.^) Im nacbsten § werden wir diese 
Zabl nocb nacb einem anderen Yerfabren ermitteln und dabei 
aucb zngleicb das bier nur impbzite vorkommende (s. § 2) 
explizite angeben. 


§ 4. Metbode von G. Tarry. 

Die Anfgabe, die Anzabl aller gescblossenen Ketten obne 
Doppelnummem zu bestimmen, konnen wir — in spezieller An- 
wendimg auf den soeben bebandelten Fall » =• 4 — aucb so 
anssprecben: Gegeben sind 5 Punkte 0, 1, 2, 3, 4, deren jeder 
mit jedem anderen dnrcb eine Linie verbnnden ist, so dafi die 
Linien also ein Fnnfecb mit dessen samtlicben Diagonalen bil- 


1) Bezuglich des Falles « = 6, den wir ubrigens in § 5 nach emer 
anderen Metbode nocb eingebend bebandeln werden, sei bier auf eine 
Notiz von C. Flye Sainte-Marie (Xntermediaire des mathdmaticiens, 
t I, 1894, p. 164 — 166) verwiesrau 
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den; anf wie viele Aiten ist es moglieh, diese sSmtlielien Li- 
nien Mntereinander zn dnreblanfen, jede gerade einmal?^) 

Anf Grand dieser Bemerknng gestaltet sicL die weitere Un- 
tersuelinng nacb. einer Ton G. Tarry*) ansgeliiideten Methode 
folgendermaBen: Yon den 4 in 0 mttndenden Linien (s. Fig. A) 
werden entweder a, h emerseits and e, d ande- 
rerseits nnmittdLbar bintereinander in der einen 
Oder anderen Bicbtong dnrcblanfen oder aber 
< 1 , c einerseits and b, d andererseits oder 
sehliefilicb a, d einerseits nnd h, c anderer- 
seits. Betracbten wir znnaebst den ersten 
Fall, so wbrde also bier nnsere gescblossene 
Babn yon 4 loaeb 0 nnd dann naeb 3, reap, 
aneb gerade nmgekebrt, fObren nnd andererseits ron 1 naeb 0 
nnd Ton dort nacb 2, r^p. nm^fcebrt; wir erbalten daber aneb 
aUe dieser Bedingung genngenden Losungen, wenn wir nnsere 
Fig. A ersetzen dnrcb Fig. J5. Fntsprecbend erhalten wir in den 
beiden anderen Fallen als Ersatz die Piguren C und D. Dabei 


Kg 3 Fig C Fig D 

Tertritt also in Fig. D beispielsweise von deu beiden Linien 
zwiscben 2 und 3 die eine die frubere Babn 2 — 0 — 3 , wabrend 
die andere einfacb die scbon nrspriinglicb Torhandene direkte 
Verbindung Ton 2 und 3 ist; beide Linien zwiscben 2 und 3 sind 
demnach nicbt gleichwertig und durfen daber nicbt als Ter- 

1) Als erne Bemerknng von C. A. Laisant angegeben bei Lncas, 
„B^creat rV, p 126 nnd II (1896;, p 229 (Note I). Dies ist jedoch die 
Fozm, in dei das Problem scbon Terquem (1849) — an der S. 265, 
Anm. 1 aitierten Stelle — entgegengetreten war, der ihm nmgekehrt die 
xmser Domino betreffende Einkleidung gab. 

2) Assoc. fran 9 pour I'avanc. des sciences XV, Congr^ de Nancy 
1886, t H, p 49—53. 
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taoschbar asgesehen werden. Wfirden wir nun die AngialilATu 
dor Losungen, die wir fur die Durchlaufong jeder der erhaltenen 
3 F^uren {B, C, D) betommen, addieren, so ware diese Sunxme 
die Anzabl der LSsungen der ursprtinglicben Aufgabe. 

Nun siebt man aber leicbt, dafi diese 3 Fignren nicbt wes6i\t- 
lich Toneinander versebieden sind, da es dock nur auf die innere 
SirubtuT, nicbt aber auf das auBere Ausseben bier ankommt 
wir in alien 3 FlQlen ubereinstimmend zwei Paare von Punkten 
baben so, da£ jedes der zwei Paare fSr sieb durcb zwei (nicbt Ter- 
tauscbbare) Wege verbunden ist, wabrend sonst von jedem Punkt 
zu jedem anderen ein einfacber Weg fobrt. Wir braucben uns^rer 
weiteren Betracbtung also nur nocb eine der 3 Figuren, etwa 
Fig. I>, zugriuide zu legen und erbalten die gesuebte Zabl als 
das Dreifacbe der Losungen, die wir fiir die Fonfigoration der 
Fig. J> bekommen. Von dieser KonEguration geben wir nun 
wieder zu einer einfacberen uber, indem wir etwa den Punkt 3 
aussondem. Dieser kann passiert werden, indem man entweder 

e, g einerseits und f, h anderer- 
seits Oder e, % einer- und f, g an- 
dererseits verbindet, was beides zu 
Fig. JS fabrt, Oder aber, indem Tnan 
e, f einerseits und g, h andererseits 
zusammenninunt; in letzterem Falle baben wir eine von 2 riartb 
3 gebende und von dort nacb 2 zuruckfubrende Strecke (g — h 
Oder h — g), die wir nacb Aufboren des Punktes 3 durcb eine 
,^5cbleife“^) darstellen, so daB wir also zu emer Pig F gefiibrt 
werden Die Pig E erbielten wir zweimal imd baben sie aucb 
zweimal in Anrecbnung zu bringen, da die Kombinationen 
+ und e,h + f,g wegen der oben bervorgebobenen Nicbt- 
vertauscbbarkeit von h und g als zweierlei Mogbcbkeiten anzu- 
seben sind. Bezeicbnen wir nun die Anzablen der Losungen fiir 
die Konfigurationen J), E und F kurz bzw. mit Aj I), E und 
JP, so baben wir also: 

I) = 2E + F und ^ = 3D = 3(2A? + 



Hlf E 


Big. F 


1) VgL S. 189 
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Beginnen wir ntm die Dm^laufung der Fig. F in der 
We^, daB wir tou 4 naeli 2 gehen (di^ Bichtnng dSifen wir 
olme Besclmuikimg voz^hreiben, da wir ja eine Riebtan^ 
Tuukehrtmg der gaAzen Dnrehlanfeng nicbt als wesentliche An- 
denmg ansehen woEteu), so znnssen wir ntm weiter Ton 2 aos 
erst die Schleife dnrclilatifen, da wir hierzn sonst spater keine 
Gelegenbeit wieder baben wbrden. Jedocb bieten sicb fOr das 
Ihmdilanfen der Scbleife selbst 2 Moglicbkeiten, insofem diese 
in der einen oder anderen Bi<ditung bescbrieben 'werden kann; 
tinsere Konfigura%>n mit Scbleife besitst also doppdt so Tiele 
Lbsnngen wie eine ibr im Hbrigen kongmenie obne diese 
Sdhleife, nnd es mag scbon bier beilanbg daranf bingewiesea 
werden, daB, wenn wir statt der einen Scbleife deren zwei batten, 
dies die Anwibl der Lostingen natorlicb Terrier&cben wQrde nsw. 
Nach Dnrcblatifting der Scbleife in 2 konunmi wir naeb 1 nnd 
baben bier fOr das Fortscbreiten 3 Hoglidikeiten, nnd dann, 
nacbdem wir zn 4 gekonmien, bieten sicb wieder 2 Wege, die 
nacb 1 znruckfabren, woranf wir nur noch einen Weg flbrigbe- 
balten, tun nacb 4 znrtlckznkebren nnd damit die Dnrcblanfang 
zu bescblieBen. So baben wir ofienbar im ganzen 2*3*2=° 12 
Durcblanbxngen fur die Konfignration F, d. b. es ist F’ = 12- 

Die Konfiguration E gebt ntm dnrcb Ansscbeidnng des 
Pnnktes 2 entweder in G uber, wenn wir nambcb /, 7; einer- nnd 
I, m andererseits zu- 
samxnennebmen, oder 
aber in H nnd zwar 
dies sowobl, wenn wir -Fig f % h 

i, I einer- nnd Tc, m 

andererseits, als aucb, wenn wir i, m einer- und Tc, I anderer- 
seits verbinden Es ist demnacb jE" = G 2 JS. 

Fur die Durcblaufong von G diirfen wir nun, da wir ja 
eine Ricbtttngsmnkebrang der ganzen Babn als unerbeblicb an- 
seben, obne Bescbranknng annebmen, daB die untere der beiden 
Linien zwiscben 4 und 1 in der Ricbtnng 4 — 1 dnrcblanfen wird. 
A Isdann bieten sicb m 1 fur das weitere Fortscbreiten w^en 
der zwei&cben Dnrcblanfungsrichtnng der Scbleife 2 Moglicb- 
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keiten, ebensa, nachdem man darauf Ton 1 langs der zweiten 
(oberen) Lmie 'vrieder nacli 4 zurflcbgekebrt ist, fflx die andere 
Scbleife, so dafi also Gr = 4^ ist. Barcblanfb man in JET zunSchsi; 
eine der Lmien, so ergeben sicb fOr die Foitsetznng 3 Mdglieb- 
keiten •and flLr die veitere noeb 2, so daB JET = 6 ist. So folgt: 
JEJ => 16, and weiter: A = Z(2E + JF) = 132. Wenn aber dies 
die A nzaKl der gescblossenen Ketten obne Doppelntumnem, also 
das a;^ in der Sckreibweise nnseres § 2, ist, so ist die Zabl der 
tmg^cblossenen Keifcen mit Doppelnnmmem 15 • 2° • 132 = 63360, 
eine Zabl, die scbon im Torigen § aof andere "Vyeise ermittelt -war. 

§ 5. Eetten von 28 Steinen. 

Fassen wir nan scblieBlicdi den Hanptfall, d. h. den eines Spiels 
ron 28 Steinen, ins Auge, so baben •wir also die Frage zu beant- 
worten, auf wieviel Alien das System der Seiten nnd Diagonalen 
eines 7-Ecks dorcblanfen -w^erden kann. Dabei "werden -wir wieder 
nacb der Methode Tarrys verfabren, werden tins jedocb nacb den 
ansfahrlieben Darlegungen des vorigen § auf eine kurze Dar- 
steflnng der erforderlichen EntTrickelungen beschafeiken dflrfen. 
Zonacbst woUen wir nur daran minnem, dafi, wie scbon oben 
bemerkt war, das Aafbreten einer „Schleife“ die Zabl der Lo- 
sungen verdoppelt, das von zweien sie vervierfacbt usw. Voraus- 
setzung ist dabei, dafi die SteUen in der gesamten Dnrcbwande- 
mng, an denen die Scbleifen anzngbedem sind, durcb die 
Struktar eindeutig vorgescbrieben sind, wie es in dem obigen 
Falle (« = 4) stets war. Hat man jedocb fiir die Einreibung der 
Scbleife die Wabl zwiscben mebreren Mdgbcbkeiten, so tritt 
natfirlich eine weitere Moltiplikation der LSsa.ngen ein, wovon 
gleicb nocb zu sprecben sein wird. Wir baben im folgenden 
die Scbleifen bberall in den Fignren fortgelassen nnd baben nur 
die dorcb sie bedingten MnltipUkatoren bei den betreffenden 
Eonfignrationen in Recbnung gezogen. 

Znnacbst sondem -wir von dem 7-Eck -wieder eine Ecke 
aus; die 6 in ibr mfindenden Lioien konnen wir auf 15 Arten 
zn je 2 verbinden und komnten dann offenbar in jedem der Falle 
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zu der Konfigturation J", so daB ajg = 15 - J" isfc Sondern wir 
abermals eine Seke aas and nehmen die etwaigen. Schleifen 


fort, so kommen wir zu denFigaren 
P„ P„ P* und zwar ergibt 

sich 

8P, + 4P, + 8P, + 4P*. 
Ffir die Berechuung der angege- 
benen Zahlenko^fdzienten waren 
^berlegnngen in der Art der fol- 
genden anzusteUen: Bei dem 'Dber- 
gang von J" zu beispielsweise 
entsteht eine ScUeife. Diese hat 



Fig. J 


sehon an sich, wegen ihrer zweifaehen Durchlaufiuig, eine 
Yerdoppelung der Losungen zor Folge. Da aber der Punkt, 
von dem aus die Schlmfe 
zn beschreiben ist, w^en 
der 4 in ihm mSndenden 
Dinien bei der Wanderung 
zweimal passiert wird, 
so gibt es fQr die Einschie- 
bung der Schleife in die 
gauze Durchwandemngs- 

bahn zwei geeignete Stel- Fig Fig. r. 



len; die Schleife hat also 
im ganzen eine Vervier- 
fachting der Losongen znr 
Folge. Entsprechend ist es 
in den anderen Fallen 

Der tjTbeigang von 
den 5 Ecken zn 4 fahrt zu 
den Konfigurationen 

Qs) Q^7 Qii Qe/ 

zwar, dafi 




Kg P, 


“= + 4^* + 16 Cs + 16^^ Pg = 2^1 + <32 

^2-8^1 + 16<38+ 2C5 + 16<?e P^- 2^1+ ft 


Akrexts, Mathem ITxLtexiLaltangeii. S. AizfL II. 


18 




Von hier kommen wir sodann jzu den Dreieeken T,, T», T. 

A / S 7 3 

und zwao* ist 

eJTi +242>, +482; 

<23= 82; +24T, + 64T^ 

<?s= 2Ti+ 42; 

<?,= 22 ;+ 42 ', 

^5 = 48^3 + 242 ; 

< 2 ,= 22 ;+ 22 ',. 
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SchlieBlieh 'werd«a wir zu den Kon^urationen D^, Uj, JD, 
gefKhr^ wo 


isi. 






61>i + 1441), 

2Di H- 162), 

12D, 

2D, + 4 D 3 

A 



Fig. O,. 



Fig S, 


0—0 


Fig. H, 



Nun ist 

= 5! = 120; Dj = 31 = 6; Dj — 1, also 

2" = 1584 

5 ;= 336, 2’3 = 72, 16, T, = 120 

21024, 

^,=.21760, Cs = 4512, 

<?4 = 

960, 

Cs = 19008, = 912 • 


= 300736, 

= 292992, 

A “ 

= 63808, 

= 61056 

nnd 


2"= 4332544, 

also 


Xe = 64988160. 


Die Anzahl alter ungesclilosseuen Ketten imt Doppel- 
nummern ist demnach 28 • 3’- 64988160 

= 3979614965760 = 2^2.38.5 7.4231 


resp. das Doppelte, wexm man, wie die meisten Autoren tun, die 
dnrch direkte Dmkelirang ineinander fibergehenden Falle als 
Terschieden ansiebt. Diese Zabl worde, wie schon oben bei- 
lanfig bemerkt war (S. 265, Anzn. 1), znerst von M. ReiB^) be- 
stuomt, jedocli nach einer wesentlicb komplizierteren Methode. 
Spater bat dann G. Tarry, wie scbon erwabnt, in der bier 
(§§ 4, 5) erlanterten Weise diese Untersucbxmg angestellt^ 

1) Siehe die dort zitierte Abhandlnng Nr. 298 des liteiar Index. 

2} Assoc. &an 9 pour I'avanc. des sc XY, Congrte de Nancy 188S^ 
t I, p. 81; t. n, p 49 — 63. Nach Lucas, „Edcr^at.“, IV, 1894, p. 136 
ist die Biehtigkeii dei Beifi^ben Zahl auBer von Tarry audi von dexxi 

18* 
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and bat die Berechnung^ aiicli fiir ein Spiel von 9. Zahl^: 
O, 1, ... 8, also von 45 Steinen, ansgefahrt. Die Anzahl der 
Lostingen fOr diesen Fall (n = 8) ist: 

3«. 5*. 711 • 40787 = 455760028510617 600. 

Abbe Jolivald (1886) bestatigt gefxmden. Recbt nnerfindlich ist es, 
wie P. Lie Gointe ohne jede Begrundung die Richtigkeit der Reifischen 
ZaMezx anzweifeln koxmte (Zeitschriffe Lre Cosmos XYI, Paris 1890, p. 294) 
— Die bier zitierie Tarryscbe Arbeit bebandelt ubrigens mir den Pall 
der 28 Steine; wegen des oben angegebenen Resultats von G. Tarry- 
mid Jolivald fur n = 8 s. Lncas, „Recrdat t P 128. 



Kapitel XXI, 

Zeit und Kalender. 

§ 1. OezKieixLe xmd. Sclialtgalire. 

!Bei der Abliangigkeit alles organiscben Liebens von deir 
Warme und liiclit spendenden Sonne war durch die doppelte 
IBeyvegung unseres Planeten zu seinexa 2!^tralkorper eine zwie- 
facile Piinteiliing’ der Zeit for deal Men sell en von voxnlierein ge~ 
gebeni IHe Rotation der Erde um ibre Aebse fabrte mit Noiy- 
wendigkeit zur Einteilxzng der Zeit in Ta^e; ibre Revolution um 
die Sonne, wenn aucb zunaebst niebt als eine Eigenbewegung 
der Erde erkannt, lieferte das ZeitmaB des Jabres. Eine genaue 
Definition dieser beiden Zeitbegrifie zu geben, um aus ihnen m- 
variable Zeiteinbeiten berzuleiten, sowie das Verbal tnis dieser 
ZeitmaBe zueinander genau zu fixieren, war Aufgabe der Astro- 
nomie. Ohne auf die Materie und ibre gescbicbtlicbe Entwieke- 
lung weiter einzugeben, woUen wir bier nur in Retracbt zieben 
das mittlere tropisebe Sonnenjabr, d. b. die mittlere Zeit zwi- 
seben zwei aufsteigenden Durcbgangen des Sonnenmittelpunkts 
durcb den Aquator der Erde, und den mittleren Sonnentag^ das 
Mittel aus den an Dauer im allgemeinen ungleicben Sonnentagen 
des ganzen Jabres. Rei dieser Festsetzung ergibt sicb em tropi- 
sebes Sonnenjabr zu 365 Tagen o Stunden 48 Min. 47,33 Sek. 
= 365,2422 Tagen 

Recbnen wir nun praktiscb das Jabr zu 365 Tagen, so nebmen 
wir ee also um 0,2422 Tag zu kurz. Dies war der Grund dafSr, 
daB sebon der „Julianiscbe*^ Kalender der Romer alle 4 Jabre einen 
Tag, den Scbalttag, einsebob. Dam it ist aber wieder zuviel ein- 
gescbaltet; denn bei einer Differenz von 0,2422 Tag auf das 
Jabr ergibt sieb for 4 Jabre nur eine solcbe von 0,9688 Tag. 
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Sdiiebt man also alle 4 Jahre eineu ganzen Tag ein, so hat man 
in 4 Jahr&Q 0,0312 zuviel geredmet, und im Laufe von 
400 Jahren verhimdertfacht sieh dieser TJnterschied, betiSgt 
dopn also 3,12 Tage. Man -vrfirde mithin in einem Zeitraum von 
400 Jahren 3,12 Tage zu viel reehnen. In der Tat wax der 
Jnlianische Kalender mit diesem Fehler behaftet, und noch 

m. * 

heute reehnet bekanntUch die griechisch-orthodoxe Ejrche so. 
Bs ist bekanni^ da6 Papst Q-regor XIIL einer BuUe vom 
1. Marz 1582 hier refoxmierend eingriff und bestimmte, daB alle 
400 Jahre von den ublichen Schalttagen 3 fortfajlen sollten, 
and zwax wurden hieiffir gewahlt die auf 00 ausgehenden und 
nicht dnrch 400 teQbaren Jahre, also z B. die Jahre 1700, 1800 
und 1900, wahrend das Jahr 2000 wieder den Schalttag erhalt. 
Durch diese Gregorianische Reform, die natiirlich zugleich das 
bis dahin Versaumte nachtraglich verbesserte und heute iiberall 
— mit^der soeben schon erwahnten Ausnahme — akzeptiert ist, 
hat siSb zwischen dem Julianischen oder „l[alender alten Stils" 
und dem Gregorianischen oder „Kalender neuen Stils" jetzt be- 
reits eine Dififerenz von 13 Tagen ergeben, die sich in den Jah- 
ren 2100, 2200 und 2300 weiter um je einen Tag vergroBem 
wird, wenn nicht, wie jedenfalls zu ertvarten steht, der Juliani- 
sche Kalender bis dahin seine letzte Domane langst verloren 
haben wird. Naeh Ausscheidung jener 3 Sehalttage ist der 400 jah- 
rige Zeitraum des Gregorianischen Kalenders aber immer noch 
um 0,12 Tag zu lang bemessen, ein Fehler, der im Laufe von 
3500 Jahren mehr als einen Tag ausmacht und daher sjiatestens 
nadi Verlauf dieser Zeit dadurch wird kompensiert werden 
mOssen, daB man noch ein weiteres Jahr mit einer durch 4 teil- 
baren Jahreszahl zu einem Gemeinjahr stempelt 


§ 2. ImmerwSlirexLd.er Kalender. 

Da 365, durch 7 geteilt, den Rest 1 lafit, so fallt ein be- 
stimmter Ealendertag, beispielsweise der 1. Januar, in zwei auf- 
einanderfolgenden Jahren nie auf denselben Woehentag, viel- 
mehr fallt ein Datum in einem Jahre beispielsweise auf einen 
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Sazmtag und im naclistfolgenden alsdann bekaimtlich auf eineoa 
Montag Oder, wenn inzwisch.en ein Sclialttag vorgetommen. ist, 
auf eineu Dienstag.^) Die Frage, auf jwelclieii Woelieiitag eiu 
l>8stiinmt6S Batuia SLUt, zu beantworten, ist Aufgabe des Ka- 
enders. Wir gebeu non auf der folgendeu Seite eineu immer- 
wSJireiideii Elaleuder®) und wollen dessen Gebrauch zuuachst an 

1} Sine von Auric (^Sur la forma^on des calendriers"^ Assoc, fran^. 
pour Tavanc. des sciences 26, Gongres de St. Etienne 1897, t. II, p. 172) 
vorgescblagCTie und vielleicht aucii von anderer Seite proponierfce oder be- 
furwortete KaJenderreform bezweckt eine unveiSnderte Lage derlkpchen- 
tage, indem in jedem Jahre der uberzSiblige (365 ste) Tag und in^cbalt- 
Jabren aucb nocb der Schalttag in besonderer Benennung auSerhalb der 
Wocbeneinteilung gefdbTt werden soUen. 

2) Aus der groBen Zabl der — freilich nur UuBerlicb — verschie- 
denen Anordnungen, die bier znQgbch sind, whiten wir die nnsere, weil 
sie die innere Einiicbtong leicbt erkennen lUBt. Bin for den praktiscben 
Oebraucb sebr zweckmSBiger „Ewiger Kalender", verbunden mit Pest- 
kalender, berausgegeben von Hermann Schubert, ist, auf Karton axif- 
gezogen, im Verlage der Heroldschen Bucbhandlung in Hamburg er- 
schienen; wobl noch praktischer und sehr handlieh ist der von Dr Do- 
liarius (Job Ed. BSttcber) bei B. G. Teubner (1914> in Postkarten- 
grdBe herausgegebene Dauerkalender, der mcht nur die grofien christ- 
lichen Feste, sondem auch sofort die Namen der einzelnen Sonntage fur 
jedes Jahr angibt GewiB werden noch zahlreiche ahnliche Yomchtungen 
im Handel gewesen sein oder auch noch umlaufen, so ist z 6 in der 
^teren Zeit, wie ich G A Riecke. .,Mathemati8che Unterhaltungen", 
3. Heft (Stuttgart 1873), p 33, entnehme, bei Erhard A: Suhne in Schwa- 
bisch-Gmund ein „T^aucher*“ oder ^Hemeroskop^ erschienen, das der- 
selben Aufgabe — Bestimmung des Wochentags zu einem gegebenen 
Datum — diente und die Form einer Zundholzbuchse hatte — A. Fleck 
(^Mnemotechnisch-einfache Berechnung des Kalenders mit den Festtagen**, 
Sitzungsber Beri Math. Gesellsch. 14, 1915 — Anhang zu Arch d Math 
u Phys. (3j 24, 1915^ p 43 — 50) ,,ersetzt die Tabellen und Formeln durch 
ein einfaches, dem Gedachtnis unschwer und dauemd einzuverleibendes 
System*" und empfiehlt auch die Aufnahme in Schulbucher und die Ein- 
ubung in der Schule, die nur wenige Stunden erfordern werde und fur 
das praktische Leben („Genchtsterniine, historische Daten usw,**) doch 
ganz wichtig sei (?) Eine ahnliche Aufgabe, nEmlicb dem Schulunter- 
ricbt durch ungezwungene Einftihrung in die Elemente der Zahlentheorie 
an der Hand von Ealenderaufgaben zu dienen, stellt sieh neben anderen 
Zielen die freilich sehr reizvoU geschriebene, interessante Schzift von 





>o 

•pH 

CO 

34 


CQ 

03 

-cH 

o 

, 3 



04 

GO 


03 

kO 



o 

■f-t 

tHI 

04 


eQ 

CQ 


>o 


CO 

CO 


t- 


GO 

03 




O 


■rHt 

C- 

CM 

GO 


03 

iO> 

o 

CO 


t- 

CO 

00 



o 

■pH 


04 

04 

CQ 

CQ 


-<4i 

aO 

CO 

CO 


tr- 

OD 

GO 

03 




03 

lO 

o 

CO 


t- 

CQ 

GO 



aO 

■pH 

CO 

04 


CO 

03 



o 

■pH 

04 

03 


CQ 


-cil 

lO 


CO 

!>• 

t- 

OO 


03 

03 


CQ 

C30 



*o 

-pH 

CO 

04 


CQ 

03 


O 


■rH 

c- 

04 

OO 

wSI 

O 

O 

■rH 


CM 

CQ 

CQ 



aO 

kO 

CO 

t- 


GO 

GO 

03 

03 


04 


CQ 

03 


O 


■pH 

t- 

04 

GO 


03 

kO 

o 

CO 


t* 

v4 



tH 

■pW 

04 

CQ 




to 

kO 


CO 

t- 

CO 

GO 


03 


T-l 


04 

<» 


03 

lO 

o 

CO 


t- 

CQ 

oo 

p# 


kO 

tH 

CO 


o 

o 

tH 

p-l 


04 

CO 




kO 

CO 

CO 

fc- 


GO 

03 

03 



Sq 

^ s 
^ 1 
•fS 

"I 



i-{ eo <M 
lO ^ 



O T-I Od CO aC 


OS G»3 O 3lA 


>-( 04 CO ^ 
eo CO cQ CO 


!>• eo oa o 

C4 04 CM CQ 


CQ iQ CO 
CM 04 CM CSI 


OS O 'M 04 
i-H C;4 04 04 


lO CO t- oo 


r^'^<0®l-^000^'r-lOS4©'5-l 

^ oS g 

-^'i ^'§'2*m S 

Nna 

K S ^ SP ft's ^ C3 I-Q 
€ 9**« 3 3 S « -=5 >3 5 g ® 
S ^ ►-a QQ O ^ ^ Ps< 


03 C3 -rH 
©4 CQ SQ 


©a CQ iO CO i>- <30 
04 04 04 04 04 04 04 


»G CO t- GO Cl O '»H 
ir^ tH t— I 04 04 


■v-H 04 CQ 


■pH ©4 CQ O CO t- 


Pfiill 

So® P-J -r-i ® 

S o ® -t? S ® 
o tS ® s-i o 

OpaQ^ Qpc<oo 

rl 03 e» to «s o 


*) Januar und Februar sind Bteta als zu dem vorhergehenden Jahro zugehSrig zu betrachten, z, B. der Januar 
1018 als zum Jahre 1917 gehbiig; s a. S 282. 



















Zeit xmi" Calender 


281 


einem Beispiel erlAutem: Es soil irerden, acf welches 

Tag das Iskxafttreten. des Gr^oriasisehes Kalesders (15. Ok- 
tober 1582) fieL Zs diesem Zwecke sschen wir in den Tabellen 
A, B, G, D der Beihe nach den Tag (15), den Monat (Oktober), 
das Jahrhnndeit (15) und das Jahr inx Jahrlmndert (82) au^ 
addieren die daseben (resp. bei D darQber)siebenden fett^drack- 
ten Zahlen, d. b. also bier l4-5 + S + ^= 13, sncben dann die 
so erbaltene Zabl 13 in Tab. A nnter den Zablen gewohnbcben 
Drnekes auf und finden biemacb als zugeborigen Wocbentag: 
Freifag. Ifatbrlicb konnte man jetzt za einem bebebigen ande- 
ren Datum den Woehentag aucb ohne Tabelle £nden, indem 
man zAhlt, wieviele Tage seit B^inn dieser Zeitrechnung, also 
seit 15. Okiober 1582, bis zu jenem varfioesen sind, die gefiin- 
dene Zabl durch 7 dividiert, <L h. die Tollen Wocben ausschei- 
det, usd aus dem Best der Division unter BerBeksiehtignng des 
15. Oktober 1682 als eines Freitags den Wocbentag ermittelt. 
Diese Arbeit wird nun durcb unsere Tabellen ansgefubrt, indem 
zunaobst in Tab. A diejenigen Monatstage, die sicb um ganze 
Vielfacbe von 7 unterscbeiden, in dieselbe Zeile gesteUt sind; in 
Tab. B muB, wenn z. B die fur Marz cbarakteristiscbe Zabl 1 
ist, dieselbe fClr April 1+3 = 4 sein, weil zwiseben dem x-ten Marz 
und dem x-ten April 31 Tage, also 3 Tage und eine Anzabl voller 

Walther Jacobsthal „Mondpliasen , Os-terrechnung und Ewiger Ka- 
lender" (Berlin 1917) — An sonstiger Literatur Qber immerwahrende Ka- 
lender nenne ich nach meinen Aufzeichnangen, ohne hierbei jedoch auf 
VoUstandigkeit irgendwelchen Anspruch zu erheben, zonachst tolgende 
Notizen des Intermediaire des mathematiciens 12, 1905, p 10 (Frage 2868 : 
„Wie besiimmen die Bechenkunstler, speziell Inandi, zu einem bestimm- 
ten Datum den Woehentag?**); 13, 1906, p 262/3; 14, 1907, p 81, 62 — 68; 
15, 1908, p. 280 ider hier von G. Lemaire angehUndigte, mir ilbrigens 
nicht bekannte immerw‘3brende Kalender ist nach Intermed 17, 1910, 
p. 104, verOffentlicht m A Gerardins lithographierter Zeitschxift Sphinx 
Oedipe 1909, p 185 — 187 1 ; a temer Escoffier, „Calendiier perpetuel** 
(1880); Ad Hugel, „£arze Gescbichte des Deutschen Ealenders nebst 
Hinweisun^ auf die Anfertigung eiues 'immerwShreuden Ealenders’ “ 
(Darmstadt 1887); Demonferrand, .,Calendner perp^tnel**. Assoc. 
fi:an 9 . pour i’aYancement des sciences 2S, Congres de Caen 1894, 11, 
p. 136—141 
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Wochen, liegen, usw. Die Tab. D ist so eingericbtet; daB die Jabre, 
die mit demselbffliW^ocbeiitag begiimen, ia derselben Spalte steben. 
!Dabei wacbsen. die ebarakteristiscben (fettgedmckten) Zablen der 
anfsinandexfolgendeu Jabre im allgemeinen um 1 und ntir, 'vrenn 
das zweite der beiden ein Scbalijabr ist, mu 2. Streng genommeu 
mOSte im letzteren Falle eiu Uuterscbied gemacbt werdeu be- 
ssSglicb der Mouate Jaunar uud Febmar eiuerseits und der iibrigeu 
andererseits; eine groBere tabellariscbe Einfaebheit erreicbt man 
bier jedoob doreb den Eunstgriff, die Mouate Jaunar tind Februar 
stets dem Torhergebeudeu Jabre znzurecfau.eu, also als Anfang 
des Jabres gewissermaBeu den 1. Marz ^nzusebeu, so daB als das 
Jabr Ton 366 Tageu uicbt das eigeutlicbe Scbaltjabr, sondern 
das ibni Torbergehende, erscbeint. Die Tab. D weist iibrigens 
uatdrlicb eiueu Zykins tou je 4 - 7 == 28 Jabreu auf: Die Jabre 
56 — 83 bieten im Rabmeu dieser Tab D offenbar geuau dasselbe 
Bild dar wie die Jabre 28 — 55 oder wie 00—27. Was scblieBbcb 
die Tab. C anlangt, so ist zu beaebten, daB das Jabrbundert in 
der Regel 365 - 100 + 24 Tage zahlt, eine Zabl, die, dnrcb 7 ge- 
teilt, den Rest 5 laBt. Die ebarakteristiscben (fettgedmekten) 
Zablen der Tab. C wacbsen daber um je 5 zwiseben 16 und 17, 
zwiseben 17 und 18, z'wiscben 18 und 19, dagegen um 6 zwi- 
seben 15 imd 16, weil das Jabr 1600 ja — im Oegensatz zu 1700, 
1800 oder 1900 — ein Scbalig'abr ist, wodurcb das betreffende 
Jabrbundert: 1. Jan. 1501 — 31.Dez. 1600, auf 25 Scbalttage, statt 
24, kommt. Ffir die entspreebende Tabelle C' des alten Stils ist 
der Unterschied der cbafakteristiscbeu Zablen natSrheb gleieb- 
mSBig uberaU 65 dabei sind in beiden Tabellen naturlicb stets 
die kleinsten Reste nacb 7 zu nebmen — Fiir den Gregoriam- 
seben Calender wiederbolt sieb aJle 400 Jabre dasselbe Spiel in 
folgendem Sinne: Ein bestimmter Elalendertag des Jabres a im 
22. Jabrbundert i^Ilt auf denselben Woebentag wie derselbe 
Kalendertag des Jabres z im 18. Jabrbundert. In jedem Jabre 
verscbiebt sicb ja namlicb der Woebentag eines bestimmten 
Kalendertages um einen Tag und im Scbaltjabre um 2 Tage, in 
400 Jabren also um 400 -j- 4 ■ 24 4- 1 (jedes Jabrbundert hat 
24 Scbalttage, zu denen alle 400 Jabre ein weiterer Scbalttag 
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Hnzatritt) = 497 Tage; diese ZsJal isfc aber ein Vielfacbes Ton 7. 
In Tabelle G stehen daher die um 4 Tmtersehiedenen Jalurhundert- 
Zahlen^ z. B. 16, 20, 24^ 28, 32, in derselbcm Zeile. Fflr drai 
Julianischen Ealender wiederbolt sich dasselbe Spiel in ent- 
sprechender Weise alle 7 Jahrliundeite (700 -f 7 - 25 ist dnreh 7 
teBbar), nnd in Tabelle C' steben daber die um 7 unterscbiedenen 
Zablen in derselben Zeile. 

TTm nocb ein paar Beispiele zu geben, seien die folgenden 
Fragen nacb nnseren Tab^en beantwortet: 

An welcbem Wocbentage wnrde Ganfi geboren (30. April 
1777)? Die Tabellen ergeben der B.6ibe nacb: 2 -{- 4 + 0+ 5 = 11; 
es war also ein 

An walebem Wocbentage €hMtbe (28. Angost 1740)? Die 
Tabellen ergeben der Beibe nacb: 0-j-0-{-0 + 5; es war also ein 
Dotmerstag. 

Dieselbe Frage fSr Bismarcks Gebnrtstag (1. April 1815). 
Die Tabellen liefem snkzessire: 1 + 4-4-5+4== 14; es war mit- 
bin ein Sonndbend. 

J)ie bier gegebenen Tabellen fOr die Bestinunnng des 
'Wocbentags zn einem gegebenen Datum bdnnen nattirlicb ancb 
dnrcb eine entspreebende Pormel ersetzt werden: Ist das ge- 
gebene Datum der g^-te Tag des jw-ten Monats im Jabre 
100 eT+n («< 100), so ergibt sicb nacb Zeller^) der Wocben- 
tag durcb die Formel 


■far den Julianiscben imd durcb 


U+ -\Q-— + n + 




2J 


far den Gregorianiscben Kalender. Die Monate Januar und Februar 
amd dabei als IS.resp 14. des vorbergebenden Jabres zu recbnen. 


1) Chr. Zeller, „Probleina duplex Calendarii fnndamentaJe“, BulL 
de la Boc. mathem de France XI, 1882, *S3, p 69 — 61; vgl anch v deios. : 
„Kalender-Fonneln“, Acta mathem. IX, 1887, p. 131—136 and Mathem.- 
naturwiss.Hittea'angen, heransgeg v B 6 klen, EE, Stuttgart 1885, p 54 — 68. 
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Von den diversen Bruchen derFormeln sind mar die ganzzahligeai 
Teiie nnd Ton der dnrcli die ganze F ormel erhaltenen Zahl der Best 
naeli 7 zn nelamen. Dieser Best gibt dana an, auf den wievielten 
Tag der Woclae das betreffende Datum fiel. Ffir das oben ge- 
branchte BeispidL: 15. Oktober 1682 ware q = 15, m = 10, J" = 15, 
M = 82, also erbielte man 15 + 28 + 82 H- 20 + 3 — 30, und diese 
Zabl gibt, dnreh 7 geteili^ den Best 6. Der betreffende Tag ist 
also der 6te der Woehe, <L h. Freitag. Die Eomposition der For- 
meln ist so durcbsicbtig, daB wir zur Erklarung nur bemerken 

wollen, dafi man in dem zweiten GUiede den Brucb — wShlen 

muBte, um die jeweilige Differenz yon 2 resp. 3, die die Tabelle B 
zwiseben den einzelnen Monaten aufweist, tlberall ricbtig zn er- 
balten; die Weite von m liegen, wie scbon gesagt, zwiseben 
3 nnd 14 einseblieBlicb dieser Grrenzen. Fair ein Datum des zwan- 

zigsten Jabrbunderts geben diese Formeln fdr den alten und den 

19 

neuen Stil die tatsacblicbeDifferenz beider,namlicb 19 — — 2 = 13 
(vgl. S.278). Diese Differenz yergroBert sicb dann wegen des TJn- 
tersebiedes in den Gliedem und J der beiden Formeln mit 
jedem neuen Jabrbundei^ um je 1, auBer wenn J durcb 4 teilbar 

ist, wo durcb den Zuwaebs, den das Glied alsdann eif abil;, jener 
TJnterscbied wieder ausgeglicben wird. 

Um nocb eine Anwendung unserer Tabellen zu geben, wol- 
len wir die mebrfacb’-) bebandelte Frage ins Ange fassen: „Ili 
welcbeiL Jabren faUen 5 Sonntage in den Pebruar?“ Selbstyea^ 
standlicb kann sicb dies nur in einem Scbaltjabr ereignen und 
aucb dann nur, wenn der 29te und damit zugleicb der Ite Fe- 
bruar Sonntage sind. In welcben Jabren des 20sten Jabrbundei^s 

1) Siehe z. B. Zaohs Coiresp astron. X, 1824, p. 380 — 383; 
W Matzka, Ober-Feuerwerker am K. K. Bombardier-Corps zn Wien, 
„Analytiscbe AnflSsnng dreier Anfgaben der Calendarograpbie", Crelles 
Jonm m, 1828, p. 341; <1. A. Jabn, Stud, math., ^Anfldsung eimger 
Aufgaben ans der Galendariograpbie", Crelles Jonm. IX, 183^ p 143/144; 
Ferd. Piper, Lie., „Znr Eircbenrecbnnng, Formeln nnd Tafeln", Crelles 
Journal XXH, 1841, p 114, /115; Educational Tunes Bepnnts, vol. 68 
(1898), p. 36 (K. S. Putnam) 
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isfc dies nun der Fall? Die Tabellen A, 0 liefem tius 
1. Februar 19 . . die Siumxie l-J-2 + 3*=6; daza kommt da-nn 
nocb ans Tabelle D die betre£fende Zabl fSr das lanfende Jabr 
des Jabrbunderts. Soli atm anser Datam eia Soantag seia, so 
zqtiB diese aas Tabelle D aocb biazuiareteade Zabl offeabar eiae 
2 seia. Fs bomaiea also Toa der Spalte 2 der Tab. D diejeaigea 
Jabre ia Betracbt, ia deaea der Febraar 29 T^e bat, wobei die 
Zttreebatiag des Moaats Febraar zam vorbergebeadea Jabre zu 
beracksiebtigea ist. Es siad daber die Zablea 19, 47, 75 za 
nebmea; d. b. die Jdkre 1920, 1948, 1976 und attch tmr diese 
hdben im 20sten JcJirhimdert je 5 Scmntage im F^yruar. Pfir 
das 19. Jabrbuadert erbalt aiaa ia gleicber Weise die Jabre 
1824, 1852, 1880 xmd aaeb aar diese; far daa 21. Jabrbaadert 
die Jabre: 2004, 2032, 2060, 2088. Im 17. Jabrbaadert siad 
resp. warea es die entsprecbeadea Jabre wie im 21. Jabibaader^ 
also 1604^ 1632, 1660, 1688, 'wie ja Sberbaapt aaeb dem obea 
bereiis Gesagtea alle 400 Jabre sicb im Ealeader aeaea Siils 
dasselbe Spiel wiederbolt. 

§ 3. Bereclmaas des Osterdatoms. 

Das Koazil Toa Hicaa setzte bekaaatlicb mit BQcksicbt aaf 
die Uberbeferaag, daB die Aaferstebaag Jesa eiaem Vollmoad 
aaeb dem Prflbliagsaqaiaoktiam folgte, das Osterfest aaf den 
erstea Soaatag aaeb YoUmoad aaeb Frubliagsaafaag fest 

Pfir die bieraacb aiebt gaaz emfache Berecbaang des Oster- 
datums gab GauB^) bekaaatbeb eiae Methods aa, die aaeb fur 


1) „Berecluiung des Osterfestes“. Yon Doctor Gans [sic'] in Brann- 
Bchweig. Monatl Correspondenz zur BefSrdemng der Erd- und Himmels- 
knnde, hrsgeg. V. Frtir v. Zach, 2Bd., 1800, p 121 — 130 = Gau6’ WerkeYI, 
p. 73 — 79 — Yon neneren Arbeiten sind insbesondere die Untersuchnngen 
Ton Adolf Praenkel zu nennen: ,,Die Berecbnnng des Osterfestes", 
Joum. f. d. reine u. angew Math. 138, 1910, p 183 — 146; ^Le calcul 
de la date de Piques^, Scientia, Bivista di Scienza, toL IX, anno Y 
(1911), p. 435 — 439; in diesen Arbeiten ubrigens auch weitere Literatnr- 
angaben, so fiber einen Hachtrag von GauB, sowie fiber die besten Ab- 
leitungen der Osterformel (Jonm. f Math , L c. p 133/134). Aach die 
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8as ididit asbronomiseli gebildete xuid mit deai diversen, sonst 
Merbei gebrauchli^eii tecbidscbeii AnsdrQcken, wie ,^Epakte‘', 
^^iSldene Zabl% y^onti enzirkel^ etc., xdcbt Tertraute Publikoiu 
lelcl:^ yerstandlicb war. Sein Yerfabreii bestebt in folgendem: 


Es entstehe aus der DiTision 

diirch 

der Best 

der Jahreszabl 

19 

a 

3f 

4 

b 

der Za£l 19a-f-M 

7 : 
30 

€ 

d 

„ „ 26 + 40+644-^ 

7 

€ 


Dann fSJlt Ostem auf den. (22 + d + e)-ten MSrz resp. den 
(d-j-e — 2)-ten ApriL Dabei ‘sind Jlf und 2^ Zablen, die im 
Jnlianiseben Kalender fOr immer, im Gregorianiseben bingegen 
allemal wenigstens fflr 100 Jabre nnvei^derlicbe Werte haben, 
und zwar ist in jenem J/=15, Ar=6, in diesem flir die Zeit 
Ton der Einfabrung desselben 

bis 1699 Af=22, 2V=2; 

Ton 1700 bis 1799 = 23, A" — 3; 

„ 1800 „ 1899 df=-23, A=4; 

„ 1900 „ 1999 Af =24, A= 5; 

„ 2000 „ 2099 Af = 24, A^= 5; 

„ 2100 „ 2199 Af=24, A= 6; 

„ 2200 „ 2299 Af= 25, A= 0; 

„ 2300 „ 2399 Af=26, A= 1; 

„ 2400 „ 2499 M = 25, A= 1. 

Obige Eegeln sind freilicb im Gregorianiseben Kalender 
infolge von zwei bei der Gregorianiseben Reform gemaebten 

tEchon oben erwiilmte Sebzift von Jacobstbal, die mir erst wgibrend 
der Dmcklegong dieses Bnebes zn Gesicht kam tmd daher bier niebt 
-welter berSeksiebtigt -werden konnte, ist bier besonders zn nennen, da 
»e eine reebt einfache Osterfonnel bietet. t^er das Yerfabren der 
Becbenkdnstler bei Bestiiamnng eines Osterdatnms s P. Maenncben, 
^Gebeunnisse der Becbenkunstler*' = Matbem Bibl , TTTT (Lpz. n Berlin 
1913), p. 23 ff. 
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wiUkSrliclien und systemwidrigen Festsetzxingen aoch mit fol- 
genden zwei Aasnahmen behaflet: 

1) Liefert die Redmnng ftSr den Osiertag den 26st^ 

so ist stai^ dessen der 19te April, der Yorlieigeliende Soimtag, 
zn nelimen. 

2) Liefeit die Reehnmig: d — 28, e = 6, nnd ist anfierdem 
der Hest von 11 Af + 11 bei der Division dnrcb 30 kleiner als 
19, so fallt Ostern nieht, wie die Rechnnng ergibt, anf den 
25sten April, sondem anf den vorbergebenden Sonntag, den 
18ten April 

Fbr die Zeit von 1900 bis 1999 laSt sicb an die Stelle 
der allgemeinen Metbode fol^nde spezieUere setzen: 1st n das 
lanfende Jahr des Jabrbimderts, also fbr 1953 z. B. die ZSahl 
53, and 


entsteht ans der IMvisiozi 

dnrch 

der Eesi 

von n 

19 

a 


4 

b 

39 » + 3 

7 


der Zahl 19(3t -|- 24 

30 

: d 

71 9 » 25-|-4c-j-3d-|-5 

7 

1 


so f^t Ostem anf den (22 + d + e)-ten Marz resp. den 
(d -{- e — 9)-ten April Dabei ist fBr das Jahr 1954 der 
18te April statt des 25sten und fur 1981 der 19te April statt 
des 268ten zu nebmen. 

Die Jabre 1954 und 1981 sind in diesem Zeitraum namlicb 
die einzigen, die von jenen obigen zwei Ausnabmebestimmungen 
betroflfen werden. Soli ruLmlicb 1) der 26ste April sicb aus der 
Recbnnng ergeben, so muB d = 29, e => 6 sein, und die Bedingung 
d = 29 involviert, daB 19a = 5 + 30*a ist (a eine gauze Zabl); 

bedeutet, da ja a <19, daB a = 5 und n also =-6,24,43, 
62, 81 ist. Von diesen 5 Werten befert aber nur » = 81 den ver- 
langten Wert fiir e, wie eine mecbaniscbe Recbnung zeigt. In 
entsprecbender Weise ergibt sicb, daB nur das Jabr 1954 von 
der zweiten Ausnabmebestiminung(fard=28, fi=6)betrofFen wird. 
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§ 4. l*rnlLeste und spSteste Ostertermiixe. 

J)er frSli^te nberhaupt mogliolie Ostertenuin ist der 
22. Marz; er tritfc dann und nur danix ein, wenn c? = e = 0 ist. 
Die GHeichung d=0 bedingt nnn, daB 19a + Jif==30*a isi^ wo 
€£ eine gauze Zabl nad a seiner Definition nacb der Hest der 
Jahresz^l aus der Division durch 19, also, wie wir scbreiben 

wollen, JB ist (J =• Jahreszabl). Besehranken wir uns zu- 

nachst anf das 17. Jabrbuiideit nnd fragen wir, for welebe Jalire 
dort diese Bedingimg erfuUt ist, so haben wir = 22 zu setzen 
nnd erbalten somit die Bedingungsgleicbung 19 a + 22 = 30 - a, 

die dnrch a == 2 befriedigt wird, nnd zwar ist, da a = iS also 

jedenfalls <19 ist, dieses a = 2 der einzige ganzzahlige Wert 
far a, der unserer Grleielinng gentigt Wir erbalten somit die 

Gleicbung i2^^^==2 oder, wenn wir ^■= 1600 + » setzen: 

Hieraus folgt: » = 17 oder 36 oder 55 oder 74 oder 93. Nun 
soli aber anch c = 0 sein, und diese Bedingung lautei^ da N fur 
das 17. Jahrbundert == 2 ist, ausfiibrlicb gesebrieben, so : 

25 + 4c+2 = 7-/3, ’ 

wo /5 eine ganze Zabl ist, die ofienbar gerade sein muB Berfick- 
sichtigen wir die Bedeutung von 6 nnd c und setzen wir wieder 
J = 1600 + n, so ninunt diese Gleicbung die Form au: 

Yon den oben erbaltenen Werten fur », die die Gleicbung <2 = 0 
befriedigten, genugt nun der jetzigen Gleiebung allein n = 93. 
Das Jabx 1693 ist also das einzige Jabr des 17. Jabrbunderts, 
in dem der Ostersonntag auf den 22. Marz fiel. — In derselben 
Weise kann man die Berecbnung fOr die folgenden Jabrbnnderte 
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ausfSlixen und fiudet so^), dafi dea Mare <ds OstersGnntag m 
dem Zextr<mm wm 1600 his 2500 mar die fcigenden Jahre a*tf- 
weisen: 1693, 1761, 1818, 2285, 2353, 2437. 

Ancli der zweitfrfihste Osterienainj der mogliefa. ist, der 
23. !Mli>rz^ ist nocli relaidr recht selteco, aber, wafarend der 22. Marz 
in tinserem ganzen 20. Jahrliimdert und aueh in den beiden fol- 
genden Jabxhnnderten gar nicbi Torkommi^ baben wir desi 23. MSiz 
erst Tor wenigen Jabren, im Jabre 1913 namlieh, als Ostersonn- 
tag gebabi^ und wir woUen bier nun die Frage aufwerfen, vaan 
dieser Ostertermin nberbaxipt in nnserem Jabrbtmdert vorkonimt. 
Ofifenbar muB, wenn dies eintreten soil, entweder d = 0, e »- 1 
Oder aber d=l, e—0 sein. Soli zonaohst d=Q sein, so bedeu- 
tet dies: 19a 4- ^ 30 • a, wo a eine gauze Zabl ist; der kleinste 

ganzzablige Wert von a, der dieser Glleicbung ganSgen wQrde, 

ware nun a = 24, wabrend a, seiner Defimtion nacb 

nur kleiner als 19 sein darf. Ein Wert Ton a, der die Gleicbni^ 
= 0 befriedigte, ist mitbin nicbt mSglicb und damit scbeidet 
dieser Fall: d ==0, e=l als unerfBllbar aus Soil zweitens d = 1 
sein, so beiBt das: 19a + 24 = 30- a + 1, wo a eine ganze Zabl 
ist, Oder: 19o + 23 = 30-a. Diese Gleicbung wird erfSllt durcb 

a = 13 und, da a = ist, so baben wir also die Be- 

dingungsgleicbung: R = 13, die durcb folgende Werte von 

n befriedigt wird: 13, 32, 51, 70, S9. Yon diesen 5 Wertenvou 
n paBt aber nur n = 13, wie eine mecbaniscbe Reehnung zeigt. 
zu unserer zweiten Forderuug: e = 0. Das Jabr 1913 ist somit 
das emzige des laufenden Jabrbunderts, das den Ostersonntag 
am 23 Marz bat und, da der 22. Marz aJs Ostertermin in diesem 
Jabrbundert iiberbaupt nicht vorkommt, so stebt mitbin das Jabr 
1913 obne Rivalen als dasjenige des fifibesten Ostertermins im 

1) NatSxlich kiinnte man ans einer genngend weit reichenden Oster- 
tabelle diese Ergebnisae obne weiteres ablesen; von den beiden oben (S 279, 
Anm. 2) genannten Dauerbalendexn gibt der B&ttchersche die Oster- 
tabelle fox den Gregorianischen Kalender bis znm Jahre 2000, der Schu- 
beriscbe bis znm Jahre 2199 

Ahrens, Maihem Unterhaltnugeo 3 Anfl 11. 


19 
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ganzen JalirliTiiidert da. — Im vorigen Jahrliiiiidert ist der 
23- It^rz Ostersonntag zweimal vorgekommen: in den Jaiuren 
1845 nnd 1856. Ilmen folgfe dann zimachst unser Jahr 1913, nnd 
die weiteren Vorkoinmnisse des gleicken Ostertermins bis zum 
Jalixe 2500 sind die Jahre 2008, 2160, 2228, 2380. Vt)n diesen 
letzten 4 Jabren entsprecben die beiden ersten der EZombination 
rf=l^ e^O nnd die beiden letzten d = 0, e=l. 

Anf das Vorfcommen des spatesten Ostertermins (25. April) 
geben wir nicbt mit derselben Ansfuhrlicbkeit ein, sondern be- 
sebianken nns anf die Angabe, daB dieser spateste Termin zn- 
letzt im Jahre 1886 vorgekommen ist nnd znnaehst erst im 
Jahre 1943 nnd daranf im Jahre 2038 wieder vorkommen wird. 
— Ob wir resp. nnsere Nachfahren alle die bier angegebenen 
frnben nnd spaten Osterfeste zukiinftiger Jahre nnd Jabrbiin- 
derte wirklieb feiem werden, stebt freilicb dabin; denn bekannt- 
licb nnd mit Recbt sind seit langem Bestrebnngen im Qange, die 
daranf abzielen, den Ostertermin, der nacb der jetzt giiltigen Norm 
einen Spielranm von 35 Tagen bat, in wesentlicb engere Grenzen 
einzuscblieBen. 

1) Vgl. Wilhelm Foerster, ^Kalenderwesen und Kalenderreform^ 
==^ Sammlung Vieweg*, Heft 13 (Bratinschweig 1914), p. 41 £f.* — Ber 
Heilige Stnhl hzw. eine vom Papst hierftlr eingesetzte Kardinalkommia- 
sion bat freihch im Jahre 1914 gegen die anf eine Osterrefoxm gerich- 
teten Petitionen entschieden. 



Elapitel X X I I . 

Creometriselie Konstniktioiieii dBreb Falten toil Papier. 

Wenn es von einer geometxisclien Konstniktion kurz keiBt, 
daB sie ,JLosbar^', von einer anderen, daB sie ,,miloBbar^^ sei, so 
ist dabei stets stillscbweigend der Znsatz zu macben : ,,mit 
alleiniger Benntzung von Zirkel nnd Lineal^. Mancbe in diesem 
Sinne imlosbare Aufgabe, wie z. B. die Preiteilnng eines be- 
liebigen ^Winkels, wird losbar^ sobald andere Hilfemiitel gestaitet 
werden. Andererseits ist von diesen beiden Hilfsmitteln nock 
das eine^ das Xtineal, voUig entbebrlicb, d. b.: jedo mat Zirkel 
und Xiineal losbare Anfgabe ist ancb mit dem Zirkel aUein 
losbar.^) 

In diesem Kapitel beabsicbtigen wir, einige Proben aus 
einem von dem indiscben Matbematiker Sundara Row 1893 
beransgegebenen Bucbe*) zn geberiy^ in dem gezeigt 'wird, wie 

1) Dieser Nachweis wnrde erbracht von L Mascheroni durcb 
sem Buch ,,Iia geometria del compasso^‘ (Pavia 1797), ins Franzoa. dber- 
setzt von Carette 1798, Merans ins Deutsche von J Ph Gruson 1825; 
auSerdem existiert erne freie, jedoch nicht fehierlose dentsche Bearbei- 
tung von Ed. Hutt: „Die Mascheronischen Konstruktionen“ (Halle 1880). 
— Das Geg'enstuch: zu dieser ,,Geometrie des Zirkels*^ ist die Geometrie mit 
konstanter ZirkelSffnung-; denn eine reine Geometne des Lineals, 
mit volliger Ausschaltung* des Zirkels also, ist nicht moglich Wohl aber 
kann man sich auf einen Zirkel von konstanter Ofi&mng, also aui EZreise 
von durchweg demselben Radius, beschranken und dennoch aJle Kon- 
struktionen, die im gewohnlichen Sinne mit Zirkel und Lineal mdglich 
Sind, ausfuhren Ai^ Literatur nenne ich nur: W M. Eutta, ,,Zur Ge- 
schichte der Geometrie mit constanter Zirkeloffhung^, Abhandlungen der 
KaiserL-Leopoldinisch-Carolimschen Deutschen Akademie der Natur- 
f orscher, 71. Bd (Halle 1898), p 69 — 101 

2) „Geometrical exercises in paper folding** (Madras 1893, Addi- 
son & Co ) Eine neuere, von der Open Court Publishing Co. m Chi- 

19 * 
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msm zai verfahren hat, wenn man die geometrischen Konstruk- 
tionen lediglich dnrch Falten von Papier ansftthren will, wobei 
als Hilfemittel znlassig sind ein Messer zum Zerschneiden des 
Papiers langs einer Palte tmd Papierstreifen zum Abjwe»B«u vun 
nnier sich gleich langeu Linien. 

L Aus einem Stuck Papier von hellebiger Form ein Reoht- 
eek heiausssusclmeiden. 

Mmi falte das Papier langs AB (s. Fig. 1), trenne mit dem 
Messer den Randstreifen ab und falte dann das Papier langs 



Fig S 

CD BO, daB die Kante AB mit sich selbst teilweise zur Deckung 
kommt; dadnrch entsteht bei C em recliter Winkel Jetzt trennt 
man mit dem Messer langs CD den Randstreifen ab und fahrt 
dann in derselben Weise fort. 

Soil das Recbteck vorgescbriebene Dimensionen haben, so 
bedient man sich zum Abmessen derselben eines Papierstreifens, 
dem man dnrch Falten und Abtrennen mit dem Messer eine 


cage veranstaltete Anagabe des Buches, die ich erw'ahdt finde, ist mir 
unbekannt (s a literar. Index: Nr 614). 




Geometiisclie Eonstrnktioxien dnrtdi Fatten Ton Papier 29S 

geiadliuige Kante gegeben bat. IXasselbe geschiebt, wesB ein 
Quadrat ausgescbnitten werden soil. — Soil Quadrat ar» 
einem scbon reebteckig zugesebnitteuen Blatt (AS CD ia Fig. 2) 
aasgesdyj^tten werdezt, so kazm dies aucb gescbeb^o, indem man 
das PapNf um AF so faliet, da£ die Heinere Beditecksseite 
AS auf die groBere AC faEt. Man faltet dann in EF und 
trennt den bberst^enden Teil ab. ITacbdem wir so die Kon- 
siruktion eines Quadrats bereits kennen gelemt, setzen wir der 
Finfacbbeit balber das Papier in Zukunft siets quadraiiscb Torans. 

Bei der Elonstmktion des Rechtecks losten wir die Auf- 
gabe: einem (beliebigen oder bestimmten) Punkt einer Linie 

ein Lot auf dieser zu erricbten." Die Losung war so einfadb 
und selbstTcrstandlicb, daB ein besonderer Hinweis dort uber- 
B&ssig war. Dasselbe gilt ron anderen sogenannten „Fundamen- 
ialkonstruktioneu'^. So balbiert man eine Linie, indem man sie 
so mit sicb zur Deckung biingt, dafi die beiden Fndpunkte zur 
sammenfallen; so balbiert man einen gegebenen Winkel, indem 
man die beiden Scbenkel zur Deckung bringt, usw. 


II. Eonstmktion eines gleiobseitigen Dreiecks. 

Man falte das jetzt quadratisch Torausgesetzte Papierblatt 
langs der vertikalen Mittellinie SE (s. Pig. 3) durcb Selbstr 
deekung von AS, wende AS um A so, daB S auf DE faUt in 
C (bierdurcb entstebt eine ^alte, um die das Papier umgelegt 


wird, tind zwar sollen solcbe XJm- 
legefalten, die selbstandige Be- 
deutung fur die Konstruktion 
nicbt baben, von jetzt ab in den 
Figuren punktiert werden, wab- 
rend gestriebelte Linien Hilfs- 
linien fur die Darstellung sind), 
markiere den Punkt C durcb erne 
Falte und falte dann das Papier 
langs AC und SC — und das 
gleicbseitige Dreieck ist fertig. — 
Win man nur ein gleicbscbenk- 


£ 



£ 

Fig % 
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liges Dreieok, so darf der Punkt C auf I>E natiirlicli beliekig 
gewaMI werden. 

TTT- "Sbar einer gegebeneE Ltaie AB als Hypotennse ein 
reehtwliikliges Dreieok von vorgeschriebener H6betf|^n kon- 
stmieren. 

Man felte (s. Fig. 4) in dem yorgeschriebenen Hohenabstand, 
der mittelst eines Papierstreifens = BF abgemessen wird, das 

Papier dnreb Koinziidenz der Quadratseiten mit sieh selbst — 

parallel zu AB^ balbiere AB in D nnd wende DJB nm D so, 
daB B anf EF fallt in C; dann ist Dreieok ABC nicbt nur 
Ton der yerlangten Hoke, sondem aucb recbtiyiiiMig, weil 
AB ^BB = CB ist. 


z F c jr 



Fig 4 Fig 5 


IV. Fonstruktion eines regnl§ren 6-Eoks. 

Man falte das Blatt in den beiden Mittellinien AOB nnd 
C OB (s Pig. 5) nnd erricbte fiber A 0 und OB nacb oben nnd 
unten gleichseitige Dreiecke; deren 4 Spitzen bilden alsdann mit 
A und B zasammen die Ecken ernes regularen 6-Ecks. Die Kon- 
struktion dieser 4 Dreieeks spitzen gescbiebt entweder strong 
nach n Oder, einfacber wobl, folgendermaBen; ITacbdem AOB 
und COB gefaltet sind, balbiere man jede der beiden Halften 
nocbmals durcb verbikale Mittellinien, EMF und GNE, lege 
AZ um A auf MF, wobei Z auf J fallt, und falte nun das 
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Blatt in einer ParaUelen 52* zu FH dnrch J und dnreh. Um- 
klappen tun anf der anderen Seite ebenso. Hierdnrcb er- 
Imlt man zn A, B^ J die 3 weiteren Eeken des regularen 6-licks 
jST, i und P. — Aus dem 6-E<i ergibt sich dann leicbi ein 
regularc# 12-£ck, Ton dem man dbrigens 2 der nen hinzutreten- 
den Ecken bereits in den Pnnkten G und J) b^itzt. 

V. Eonstraktion. eines regularen S-Eeks. 

Man falte die Mittellinien AB und CD (s. Fig. 6) und lege 
jedes der so entstebenden 4 Quadrate um eine seiner Dis^onalen 
so, dafi das Quadrat ABBG entstebt. Die Seiten desselben bil- 
den mit denen des grofien Winkel Ton je 45 *5 diese 8 Winkel 
balbiert man und erbalt so ofiTenbar das regnlare S-Eck 
AEBFBGGH. 


n 



A JC ^ 



VI. Eine gegebene Linie AJB nacb goldenem Sebnitt zu 
teilen. 

1st AB = a (s Fig 7) die nacb goldenem Sebnitt zu 
teilende Lime, so muB ibr groBerer Absebnitt x der Bedingtmg 
aix = x:(a — x) genbgen, 'woraus folgt ^ ^ (V^ — l) • 

Konstruktion dieses Ausdrucks ergibt sieb nun leicbt, wie folgt: 
Man balbiere AG in I), falte BI)[= lege AD{^ um 

JD auf DB, so daB A auf E fallt, und lege BE(== — ^)) 
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nm 3 anf AB^ so da0 B auf X. fallt; daiui ist AB in X stetig 
geteiltw^) 

Hiernach ergeben sieh leicM die Eonstruktioiien eines re- 
goBiren 5- tind 10-Ecks, sowie eines regnlaren 15-Eeks. Anf 
diese, wie aacb auf die gleicbfalls von Sun da r a ange- 

gel)ene Eonstrnktaon eines regri^ren 17-Ecks gtaube ich bier 
vemditen zn soUen, dag^en naag wenigstens nocb an einem 
Beispiel gezeigt werden^ wie man mit diesen Hilfsmitteln, wenn 
ancb natflrlicb niebt kontinuierliebe Kurven (auJBer der geraden 
Linie), so docb beliebig viele diskrete Eurvenpunkte konstruieren 
kft-nn. Fur den Ereis ware diese Konstraktion trivial, da seine 
Ponkte dnrcb Abmessen derselben Entfemung vom Mittelpunkt 
mittelsi Papierstreifen erbalten werden wfirden; wir betracbten 
daber als Beispiel: 

VII. Eonstmktioii von ElUpsenpnnkten. 

Man markiere auf einer G-eraden zwei Ponkte A nnd B 
(s. Pig. 8), enicbte in dem Punkte C ein Lot auf der Geraden, 

nebme auf diesem Lot einen 
beliebigen Punkt D an, falte 
BA und BB und erriehte 
auf BA ia A ein Lot; der 
Scbnittpunkt dieses Lotes mit 
BB sei P. Nimmt man nun 
andere und kndere Punkte B 
auf dem in C erricbteten Lot 
an, so liegen die zugebori- 
gen Ponkte P alle auf einer Ellipse. 

Betracbtet^) man namlicb die Lime AB als a;-Acbse ernes 
Oartesisehen Eoordinaten systems und die Mitte 0 von AB als 

1) Wie mir Herr E. B. Escott von der Universitet Ann Arbor 
(Michigan) firenndlichst mitteilte (Brief vom 9. Mhrz 1909), sich eine 
andere Eonsimhiion angeben, die aUerdings wobl ein wenig knrzer ist; 
fOr den Beweis ist aber die von Snndara Bow angegebene wohl be- 
quemex nnd daher bier bevorzngt. 

2) Einige Behanntschaft mit analytischer Geometrie voransgesetzt. 
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Koordinatepanfaji gq^Tmkt, so gezi^en die Eloordinaten y = PQ 
tmd X = QO des Ponktes JP, wenn wir ^40= OJB = a, also 
jLQ — a — X raid SQ — a + x seteen, offenbar den Helationen: 

^ : (a + a?) = JDC : -BC7 
raid y • (€l — x) = j^C 1 jyGj also 

a* — a:* ~ JBC7‘ 

^Wenn man also die konstante nnd jedenfalls positive GroBe 
^ -= setzt, so folgt: fi + |i = 1 (EUipsengleichung). 



Kapitel XXIII. 

Seltsame Verwandtschaften. 

!!E}rnest Legouve (1807 — 1903), der bekaimte &aiizosisclie 
Di^matiker, war einst in Plombieres im Bade, und dort im 
Badebassin, so erzablt der Diebter selbst in seinen Lebenserinne- 
rungen^), warf er vor den Badegenossen die Frage auf: „Ist es 
moglicli, daB zwei Manner, die gar nicbt miteinander verwandt 
sind, dieselbe Scliwester liaben?‘‘ ,,Nein! Das ist anmoglichl^^ 
erklarte auf der StelLe ein ITotar, und ein Advokat war zwar 
nicht ganz so scbnell mit der Antwort bereit, scbloB sicb aber 
nacb einigem tJberlegen nur nm so bestimmter dem Notar an. 
Naeb diesen Gutacbten zweier Autoritaten rief dann die ganze 
Xorona: ^Heini Solch’ Fall ist ganz ausgescblossen!^^ „Und docb 
ist er moglicb", lieB jetzt wieder Legouve sicb Ternebmen, 
„und zwar so wobl, daB icb Ihnen sogleicb zwei Manner nennen 
will, die in dieser Lage sind: Es sind Eugene Sue und — icb.^' 
Ansmfe des Erstaunens, des Befremdens, des Zweifels waren der 
Widerball. „Erklaren Sie nns das!^^ — ,,Gar9on, geben Sie mir 
einmal die Scbiefertafel, auf der Sie die Doucben anscbreiben^^^ 
— Xiegouve nabm die Tafel und zeicbnete darauf eine Pigur, 
die bier in folgender Form wiedergegeben werden mag: 

II I III 

Frau Sue II rjj Sue sen. ^ Frl Sauvan ^ Legouve sen 

Eugene Sue Flore Sue Ernest Eegouve. 

Oabei soil das Zeicben wie aucb weiterbin stets in diesem 
Eapitel, eine ebelicbe Verbindung und der wertikale Stricb 

1) Ernest Liegouve, ^Soixante ans de souvenirs^, Premiere partie 
(Paris 1886), p. 331 — 333 
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(Deszendenzstrich) in tlblicher Weise die Absisammung einer 
Person Ton einer anderen bzw. Ton einem Eltempaare angeben. 
Hiernaeli ist die Bedentnng unserer Skizze die folgende: Herr 
Sue sen. heiratete FrL Sanran, nnd ans dieser Ehe (;,Eh.6 1^ 
ging Flore Sue KerTor. Spater wnrde diese Ehe getrennt, nnd 
jeder der beiden gescbiedenea Gatten ging eine neue ^dUcbe 
Terbindttng ein. Der nenen Ehe des Herm Sne sen. mit ,^raa 
Sue 11“, der „Ehe II“, entsproB Eugene Sue (1804 — 1857), der 
nacbxnais berOhnite Bomancier; ans der neuen Ebe des ebe- 
maligen FrL SauTan mit einem Herm LegouTd, der „Bbe III“, 
ging gleicbfalls ein Sobn bervor: Ernest LegouTA Eugbne 
Sue und Ernest LegouT^ waren somit gar niebt Terwandt 
miteinander; denn die Eltem des einen waren Ton denen des 
anderen Tollig Tersdbieden und niebt Terwandt miteinander. 
Dennocb batten beide Manner eine gemeinsame Scbwester (Halb- 
sebwester): Flore Sue, die mit Eugbne Sue deuselben Vater, 
mit Ernest LegouTe dieselbe Mutter batte. 

Weim Herr Sue sen. oder Frau Legouve (geb Sauvan) 
resp. beide, nacb etwaiger Trennung der Ebe II bzw. JJJL durcb 
Scbeidung oder Tod des anderen Teds, eine neue (dritte) Ebe 
eingegangen waren, so existierten eTentuell als Sprossen dieser 
Eb^ nocb weitere Halbbriider Ton Flore Sue und somit nocb 
weitere solcbe Paare von Mannern, die zwar dieselbe Halb- 
scbwester batten, miteinander aber gar niebt verwandt waren. 
Der Pall freilicb, daB drei Manner dieselbe Halbscbwester baben 
und alle drei unter sicb gar niebt Terwandt sind, ist, wie bier- 
nacb leiebt zu seben, niebt denkbar; Tielmebr miissen zwei der 
drei Manner mmdestens Halbbruder sein, brauebeu dann aber 
mit dem driiten gar niebt Terwandt zu sein (falls z. B. Sue sen. 
nocb eine dntte Ebe eingegangen ware, so wttrde ein Sobn dieser 
Ebe ein Halbbruder von Eugene Sue, mit Ernest Legouve 
aber gar niebt verwandt sein) 

Naturlicb warden wir im wesentlicben die gleieben ver- 
wandtscbaftlieben Verbaltnisse baben, wenn zuerst die Eben II 
und ITT unseres obigen Sebemas und naeb ibrer, etwa dureb Tod 
der anderen Ebegatten, bewirkten Trennung die Ebe I gescblossen 
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waje. Wir batten dann also den folgenden Fall: JEin Witwer 
vmd eine WUice, die heide aus erster 'Ehe einen SoJin hahen, hei- 
raien einander; aus dieser neuen JEhe geJit erne Techier 'kervor. 
Die heiden Sokne der fruheren Eken, die unter sich noMirlich gar 
nieht vencandt sind, hahen alsdann diesdbe Halbsdiwester. — 
Heiraiet ein Witwer der ans erster Ehe einen Sohn D hat^ 
eine Witwe a, die aus erster Ehe eine Tochter 6 znithringt, so 
wSrde einer ehelichen Verbindnng dieser Kinder JE? und h, da sie 
gar nieht yerwandt miteinander sind, natfirlich nichts im Wege 
siehen.^) A ware alsdann, wie das Schema 

A a 

I ! 

S h 

noch besser verdeutlichen mag, nieht nur der Stiefvater von h^ 
sondern auch deren Schwiegervater und a zugleich die Stief- 
und Schwiegermutter von JR — 

In einer Sammlung sizilianischer Ratsel und Anekdoten®) 
finde ieh eine vermutlich auch anderswo verbreitete Geschichte, 
die zwar nieht w^en besonderer Verwandtschaftsverhaltnisse, 
wohl aber doch ihrer Eigenart wegen hier Erwahnung verdient : 
Ein Mann war zum Hungertode verurteilt und sollte nun imafie- 
langnis seinem fnrehtbaren Schicksal entgegengehen In dieser 
Zeit durfte er jeden Tag den Besuch seiner Tochter erhalten, die 
gerade ein heugeborenes Kind nahrte: Merkwflrdigerweise starb 
der Gefangene nieht, tmd die Tochter gab den Riehtem die 
Losung des Hatsels schliefilich mit folgenden Worten: „Voriges 
Jahr war es mir Vater — und dieses Jahr ist es mir Sohn — 
ist der Gaite meiner Mutter — das Kind, das ich sauge." Die 

1) Solche Ehen werden auch gewifi iza Leben nieht so ganz selten 

vorhoininen; so 'vrorde einer Zeittmgsiiotiz znfolge anscheinend im Sommer 
1914 in Meerane i S ein solches Paar getiant Ein Beispiel aus der 
Geschichte ist in meinem Bnche -and Nenes ans der XJnterhaltmigs- 

mathematik“ (Berlin 1918), p. 113, erw9Jint. 

2) Giuseppe Pitrb, „Indovinelli, Dnbhi, Scioglilingna del popolo 
siciliano“ = Biblioteca delle tradizioni popolaii siciliane per enra di 
Ginseppe Pitrfe, voL XX (Toiino-Palermo 1897), p. 294. 
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junge Matter hatte ihrem Yater bei jedem Besuche heimlieh die 
Brest g^eben. So war der Gefimgme, wenn suzch nicbt der 
leibliche, so doeb der Milciibrader seiaes eigenen Bnkelkindes 
geworden. — 

Bin Beispiel recbt nagewobnlicher Terwandtscba^Iicber Be- 
ziehnngen bietet die Familiengescbicbte der Hobenzollem: Kor- 
forst Joachim Friedrich von Brandenbtu^ 1^46, gest. 

1608) war (seit dem Jahre 1570) mit der Marbgi^n Katharina 
Ton Chstrin yerheiratet, and ihr beider Sohn, der Kurprinz, nach- 
malige KorfOrst Johann Sigismund, heiratete im Jahre 1594 
Anna, die alteste, i. J. 157 6 geborene Tochter des geistessehwachen 
Herzogs Albrecht F riedrich yon PreuBen. Die Knrfar^in Ka- 
tharina starbim Jahre 1602, and ihr Witwer, Knrfhrst Joachim 
Friedrich also, ging nan eine zweite Ehe ein, and diese Yerbin- 
dnng ist es, die w^en der getro&enen Wahl and der sieh Varans 
ergebenden besonderen Yerwandtschafisbeziehungen hier nnser 
Interesse erregt. Der KurfUrst heiratete namlich die jQngere 
Schwester seiner Sehwiegertochter, Eleonore, die yierte Tochter 
des Herzogs Albrecht Friedrich von PreuBen. Ob der Kur- 
farst diese Ehe einging, um seinem Hause fiir die bevorstehende 
Sakzession in Jflhch-Kleye neben den Erbanspriichen der Ultesten 
Schwester auch die der jdngeren zu sichem, mit anderen Worten: 
um diese jdngere Tochter soziisagen kaltznstellen, oder ob diese 
Heirat vielmehr, wie Droysen in seiner ,,Geschichte der preuBi- 
schen Politik^' sagt, ttberhaupt nicht von politischen Motiven dik- 
tiert war*^'), kommt far uns nicbt in Beti'acht. Dagegen beachte 
man die sich ergebenden absonderlichen Yerwandtschafcsverhalt- 
nisse: KnrfSrst and Kurprinz, Yater and Sohn, batten nunmebr 
zwei Scbwestem zu Franen: der Yater die jtingeie, der Sohn die 
altere Schwester. KnrfOrst Joachim Friedrich war nunmebr 
der Schwager seiner Sehwiegertochter Anna unJ zugleich. wenn 
auch nicht juristiscb, wohl aber dem gewobnlicben Sprach- 

1) Joh. Gust Droysen, „Gesehichte der preuSischen Politik“, 
2 Tail, 2 Abt. (Lpz 1859), p 659 '560 „Politische Grflnde konnteu kaum 
dazu TeranlaSt haben, er warde dann wobl eber die zweite ala die vieito 
Tochter gpewSihlt haben 
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gebraucli nach^), der Sch wager seines eigenen Sohnes, des Kur- 
prinzen Johann Sigisnmnd* Dieser wieder hatte jetet in seiner 
Schwagerin Eleonore eine Stiefinutter erhalten. Von den beiden 
Schwestern Anna nnd Eleonore sclilieBlicli war die jiingere, 
Eleonore^ jetzt die Schwiegemnitter (Stiefscliwiegemintter) der 
alteren. — Einen ganz analogen Fall verwandtscbaftlicber Be- 
ziebungen bietet nbrigens die Familie Blilcher: Grebhard Leb- 
recbt Furst Blueber®) von Wablstatt (geb. 18, Marz 1836, 
gest. Jnli 1916) war in dritter, im Jabre 1895 geschlossener 
Ehe mifc der am 30. Jan. 1877 geborenen, also nabezn 41 Jabre 
jSngeren Prinzessin Wanda Eadziwill verbunden, wabrend sein 
Sobn ans zweiter Ebe, Graf Lotbar Blflcber (geb. 1890), un 
Jabre 1913 die altere Scbwester seiner Stiefinutter, Prinzessin 
Lnise Eadziwill (geb. 5. April 1876), beiratete. 

Erbeblicb seltsamer gestalten sicb die Verwandtschafts- 
beziebiingen, wenn eln Witwer (bzw. gescbiedener Ebemann) 

1) tJberbaTipt folgte und folge icb bier anch sonst, da es sicb ja 
aicbt ttm eine jnristiscbe Scbxifb handelt, dem viilg§,ren Spracbgebranch 
nnd sprecbe beispielsweise anch da noch von „Verwandten“ bzw von 
„Verwandtschaffc“, wo es in der Rechtssprache ,,Ver8cbwagerte^‘ bzw. 
^Schwag-exscbaft^ beifien wnrde, „Terwandt“ im jnristiscben Sinne (s 
Burgerl. Gesetzbncb, § 1689) sind nSmlicb zwei Personen mir, wenn die 
eine von der anderen abstaizmit (V'ater nnd Sobn oder beispielsweise 
Grofimntter nnd Enkel) oder aber beide von derselben dritten Person 
abstammen (Tetter nnd Knsine, beide etwa Enkelkinder desselben 
Mannes). „Tersobw§gert“ ist jemand dagegen mit alien „Verwandten“ 
seines Ebegatfcen (B G B. § 1590) Hiemacb ist nun ein Ebemann der 
„Scbwager*‘ von der Scbwester seiner Frau, abei nicht mebr von dem 
Ebemann dieser Scbwester, vielmebr mit diesem weder verwandt nocb 
verscbwagert, — es sei denn, dafi ansnahmsweise zwiscben beiden, wie 
in nnserem obigen Falle, gleicbzeitig noch eine weiteie Beziebung — 
bier: Vater nnd Sobn — bestande. 

2) Es ist dies ein Urenkel des „Marscball Vorwajts“ und der 
3. Furst Blucber- der berabmte Feldmaxscball batte die Fiirstenwurde 
ad personam erhalten; am 18. Oktober 1861 wnrde sie jedocb fur semen 
Enkel, Geb bard Gxafen von Bliicber, wiederbergestellt nnd dieser 
somit der 2. Fdrst Blneber, Dessen Sobn ist der bier in Frage kom- 
mende 3. Furst Blucber (s. Gotbaiscber genealogiscber Hofkalender, 
163. Jahrg, 1916, p. 276). 



Sielisame Terwandtechaften 


303 


und seiii Solm nieht zwei Schwestem, wie in den vorstehenden 
SMlen, sondem Mutter (Witwe bzw. g^sdiiedene f^n) nnd 
Tochter heiratea xmd zwar der „Vater“ die ..Toeliter", der ..Solm" 
die j^ntter".^) Freilich, in der Wirkliclikeit wird eine solche 
Verbindung fiber Ejenz so leiebt nicht Toxkonunen, wobl aber 
in Werken der Pbantasie: in Bfibnenstficken^ oder in Marcben. 
Insbesondere ist bier ein altes indiscb^ Marcben^) zn nennen, 
das bente in einer Form, die ibm der im 11. Jahrbundert lebende 
Somadeva gegeben bat, vorliegt, das aber, naeb der von Soma- 
deva benannten, bente zwar unbekannten Quelle zu urteilen, min- 
destens bis ins 6. Jahrbundert (n. Cbr.) znrfichgeben mnS. Naeb 
der fl^bertragung Friedrichs von der Leyen*) eraihlt das Mar- 
cben, in Kflrze wiedeigegeben, folgendes: Ein Efinig "WTirde von 
babgierigen Verwandten enttbront nnd mnfite mit Frauund Tocb- 
ter flieben. Auf dieser Flncbt wnrde er von Baubem fiberfaUen 
nnd, wabreud er selbst in tapferem Eampfe gegen die Uberzahl 
sein Leben lessen mnfite, batten Frau nnd Tocbter sieb auf sein 
Oebeifi nocb recbtzeitig verstecken konnen nnd blieben nnbe^- 
merkt. Spater saben sie den Leicbnam des erscblagenen Eonigs 
am Boden liegen imd floben weiter. Dabei kamen sie in einen 
Wald, in dem der Ffirst eines Nacbbarreiches mit seinem Sobne 
gerade der Jagd oblag Diese bemerkten die Fnfispnren der beiden 
Frauen im Sande und verabredeten scbliefilicb, dafi sie die Spnren 
verfolgen und der Vater, der Witwer war, die Frau mit den 
grofien Fufispuren, der Sohn aber die mit den kleinen Fufien, 
die gewifi die jiingere von beiden sein werde, zur Gattm nebmen 

1) Vgl Bd I, S 161 i^Fall c) 

2) Wena ich recht erinnere, bietet beispielsweise das vor einigen 
Jahren viel aufgefuhrte Lttstspiel „Mein alter Herr“ von Franz Arnold 
nnd Victor Arnold einen solchen Fall, obne daB jedocb die verzwick- 
ten Verwandtschaftsbeziehnngen dort sonderlich ausgebeutet waren. 

3) Den Hinweis hierauf verdanke ich dem m der Schachwelt ala 
geistvoUer Scbachessayist bekannten Herm Max WeiB, Rechtsanwalt 
in Bamberg. 

4) Friedrich von der Leyen, „lndiscbe Marcben“ = Hendels 
Bibl. der Oesamtliteratnr des In- nnd Anslandes, No 1188 — 1191, p. 107 
bis 113; fiber Somadeva und seine Quellen s dort p. 2 



Kapitel XXm 


ao4 

soUte. Sie entdeckten die Frauen dann, nahmen sie freundlich 
anf tind ftlirten sie anf ikr SehloB. Entgegen der Erwactung 
zeigte sieh nun, daB die grofien FuBspuren von der Tochter, die 
Meineu von der Mutter, der verwitweten Konigin, herralirten- 
Dennock wurde die getroffene Vereinbarung durchgefuhrt: 

Weil sie derart bei den FdBen irrten. 

Ward die Tocbter nun des Yaters Gaitin 
Und der Sohn erhielt ffir sieh die Mutter. 
Mutterschwiegermutier ward die Tocbter, 
Tocbtersebwiegertoebter ward die Mutter. 

Mit der Zeit erzeugten beide Gatten 
Mit den Frauen Ssbne, dazu Tocbter, 
nnd das Marcben wirft nun, allerdii^ obne eine Antwort darauf 
zu geben, die Frage auf: 

Jene Eiiider, welcbe Sobn und Yater 
Mit der Mutter und der Tocbter zeugten, 

Waren wie verwandt einander? 

Kebmen wir der Ein&cbbeit balber nur an, daB aus jeder 
dieser Eben ein Sobn berrorging^), so ergeben sicb Beziebui^en, 
die wir in der oben bereits benutzten scbematiscben DarsteUungs- 
weise so ausdrbcken: 

JSl F f 

1 I 

t F S JC 

! ! 

A B 

Dabei sollen die groBen Bucbstaben, wie aucb oben sebon, mann- 
Ucbe, die kleinen weiblicbe Personen bedeuten. Im einzelnen be- 
zeicbnet K den Ton. den Eaubem erscblagenen Konig, aus dessen 
Ehe mit der Frau k die Tocbter t bervorgegangen ist Diese bei- 
*ratet nun unserem M^cben zufolge in der neuen Heimat den 
Farsten F, und dieser Ehe entspringt ein Sobn: A. Das zweite 
Schema bringt zunacbst zum Ausdruck, daB der Fdrst F sebon 
vorber, mit der verstorbenen Frau f, Terheiratet war und aus 


1) Siehe jedoch hier S. SOS. 



S^ieame Yerwandtscliaflien 


305 


dieser Elhe der Solm 8 hervorgegsLagen ist. Dieser 8 verbindet 
sich. Dim xmserem MarcheD znfolge mit der Temritweten Konigm k, 
und dieser Bhe entspringi; ein Solm; JS. Dies die scbematiscbe 
Darstellong der Verhaltnisse, ■wie sie tuiser Marchen bietet, und 
wir erbeben dud also mit dem MarcbeD die Frage; Wie sind. ^ 
und J8 miteinander verwandt?^) 

Zunaebst ist A der Halbbmder tod 8, da beide Sobne von 
JF siDd; da aber 8 der Vater tod JB ist, so also A der Vaterbru- 
der, d. b. Oukel tod J5. Audererseits ist aber JB der Halbbruder 
TOD da beide Kiuder vou Jk sind, und somit 3 der Mutterbru- 
der Oder Onkel von A. A und JS steben also in dem Verbaltnis 
zueinander, daB Jeder su^leich der . Onkei und der Neffe des ande- 
ren 

DaB Je und t, Mutter und Tocbter, durcb ibre ehelicben Ver- 
bindungen mit 8 bzv> F in ein solcbes YerMltnis zueinander 
kommen, daB i die Scbwiegermutter (Stiefsebwiegermutier) ibrer 
leiblicben Mutter Tc, diese also umgekebrt die Stiefscbwiegertocb- 
ter ibrer Tocbter ^ wird, wurde bereits oben mit den Worten 
des Marcbens resp. mit den Versen von der Leyens gesagt. — 
Merkwiirdig ist femer das VervrandtsebaftsTerbaltnis zwiscben 
dem Tbronerben 8 und der jungen Furstin f: Als Furstin, als 
Gemabbn von F, ist t die Stiefinutter von 8, dieser also ibr Stief- 
sobn; andererseits ist B aber als Q-atte von 7c der Stiefvater ron t, 
so daB 8 also zugleicb Stiefsohn und Stiefvater von f ist Da 
nun weiter der Stiefvater von t zugleicb der StiefgroBvater von 
deren Sobnen und Stiefsobnen ist, so ist 8, da er selbst zu diesen 
Stiefsobnen gebort, sozusagen sein eigener 8tiefgrofivafer und 
ebenso natbrlicb aucb sein etgener Shefenlcel. Ebenso ist t als 
Stieftocbter und Stiefinutter von 8 ibre eigene StiefgroBmutter 
und ebenso ibre eigene Stiefenkelin. Da t mit jp, dem leibbchen 


1) Obwohl die Antvort hierauf, venn auch in anderem Zusammes- 
hange, in der Hanptsache bereits in dem oben schon zitierten Abschnitt 
von Bd I (S 168 — 161) gegeben ist, wird manchem Leser doch erne noch- 
malige, apeziell anf den gegenw3.rtigen Fall zngeschnittene Besprecbnng 
dieser verwandtsohaftlichen Beziebungen nicht unerwdnseht sein. 

2) Vgl. Bd. I, S. 158 

Ahrens, Mathem TTuterbaltungren 2 Aufl II. 


20 
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GroBvater ilires Halbbrnders S, yerbeiratet ist^ so ist sie die 
Stie%rofimutter ibres Halbbruders JB, xmd entsprecbend ist 8 
der StiefgroBvaier seines Halbbrnders A. 

Wir batten bier den Fall, dafi Vater nnd Sobn Mutter und 
Tocbter beiraten: der Vater die Tocbter, der Sobn die Mutter. 
Ganz abnlicbe paradoxe yerwandtscbaftlicbe Be2!iebungen, wie 
•wir sie in diesem Falle erbielten, ergeben sicb nun, wenn Z'wei 
Mlauier C und D, die miteinander in keinerlei yerwandtscbaft- 
licben Beziebungen bisber standen, jeder die Mutter des audereu 
heimfobren.^) Die alsdaun bestebenden Beziebungen yeransebau- 
licben ■wir dureb folgendes Scbema: 

A oj a 

I 

C & 

I 

I 

E 

Dabei soli angenommen werden, dafi A, der Vater des G, und 
ebenso B, der Vater des J), tot sind, und femer, dafi, -wie unser 
Scbema bereits angibt, aus jeder der beiden Bben, die C und 
D mit der Mu'tter des anderen scbliefien, ein Sobn — E bzw. F 
— bervorgegangen ist. 0 ist nun als Ebemann yon 5 der Stief- 
yater yon E und Z> ■wiederum als Ebemann yon a der Stiefyater 
yon C7; das Verbaltnis zwiseben G und E ist also ein solcbes, 
dafi jeder der Stiefyater und zugleicb der Stiefsobn des anderen 
ist; dann ist aber jeder yon beiden, abnlicb wie im vorigen Falle, 
sozusagen sein eigener Stiefgrofiyater und ebenso nattirlicb sein 
eigen^ Stiefenkel. GleicbfaUs entsprecbend den Verbaltnissen 
des frQberen Falles, sind E und F zugleicb OnTcel und Neffe von- 
einander (E ist Halbbruder yon E und somit Onkel yon F, und 
F ist Halbbruder yon G und somit Onkel yon B)®) — VoUig 
analogs Verbaltnisse baben ■wir, "wenn yon zwei Frauen, die bis- 

1) YgL Bd. I, S. ISO (Pall a). 

2) Ein BS^tsel ans dem Ende des IS Jahrlitmderts (s. M[one], 
„BSitlisd.Baininlnng‘‘, Anzeiger far Xnnde der tentschen Vorzeit, hexansg. 
von Franz Joseph Mono, 7. Jahrg., 1888, col 269, Nr. 172) kleidet 


E a 

I 

F 
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her in keinerlei verwandtschaffliichen Beziehungan zueinander 
standen, j^e den Vater der anderen heiratet^) 

Es sei g^iattet, noeh eine Anzahl EStselfrageu bzw. Anf- 
gaben, bei denen es sich um VerwandtschaftsverhSltnisse und 
-beziehimgan handelt tmd die ^ir aus verschiedenen Quellen 
schopfen, bier anzureihen. Znnaehst eine sebr einfache Prage: 

L Zwei Yater nnd zwei Sohne essen 2nsanmien drei ApM; 
jeder bekommt einen ganzen Apfel. Wie ist das moglich? 

Wenn jeder einen ganzen Apfel erhalt, so konnen es insge- 

xmseren Fall so ein, daB es zwei Frauen {^Berta nnd Else“) so sprechen 

Dise kint sint unsetr kint, 
unser man ir bznder sint, 
nxin komt es als von xechter e, 
nn rant, wie es nm die kint s^e. 

„Berta nnd Else^ sind in nnserer Bezeicknnng b nnd a; ihare Kinder sind 
jEJ nnd JP, die Bruder (Halbbrnder) ibrer Manner J) nnd C. — In dem 
Werke: W.W. Ronse Ball, „Rdcr€ation8 mathdmatiqnes et probl^mes des 
temps anciens et modemea", zweite fianzos. Ansg^. von J* Fitz-Patrick, 
t, m (Paris 1909), p 204, finde icb — ohne Qnellenangabe — einen ganz 
verwandten und jedenfalls anf denselben Fall gemunzten Vers, doeb ist 
die zweite Zeile, die dort lantet: „Ihre vater nnsere bruder sind" jeden- 
falls zn verbessem m: „Ihre vEter ibre bruder sind". — In der bereits 
oben (S. 300, Anm. 2) zitiearten volkskundlicben „Biblioteca" von Pitre 
(voL XX, p- 295, Nr. 934) ist nnser Fall angegeben mit der Mafigabe, daB 
nnr eine der beiden Frauen {b nnd a) aus der neuen Ebe einen Sobn erbaJt. 
Diesen Knaben tr^gt die andere Frau nun eines Tages anf dem Arm und 
gibt auf die Frage einer Nacbbarin die folgende Auskunft uber das Kind 
„Es ist der Sobn meines Sobnes und der Enkel meines Gatten “ Ist E 
dieser Knabe, so darf die Frau a von ihm allerdings sagen, das Kind 
gei der Sobn ibres Sobnes C und der Enkel ibres (verstorbenen) Gatten A 
Sie hatte auch sagen konnen. „Der Bruder (Halbbrnder) meines Gat- 
ten", namlicb des gegenw§,rtigen Gatten (D), nnd in der Tat kommt nacb 
den Angaben, die sich a a. 0. nnden, auch diese Fassung vor, nnd zwar 
ist *sie offenbar die bessere, da die erste Antwort die Besonderbeiten nn- 
seres Falles gar nicht znm Ausdrnck bringt, vielmebr jede GroBmutter 
— nnd a ist ja GroBmutter von E — so sprecben kOnnte. — Es mag 
bier tibrigens noch, wenn auch ohne nSheres Eingeben, auf die bei Pitre 
vorbergebende Nr. 933 (p 294/95) verwiesen werden 
1) VgL Bd. I, S. 160 (Fall b) 


20 * 
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samt nur S Personeii sein; der eiii6 der jj'VSiter^^ muB also zu- 
gieicfa. eixier der „S5lme'‘ sein, d. h. die 3 Personen sind: GVo/8*- 
Voter und Sohn?-') 

TT In. emer Reichenauer Handscliriffc zn Elarlsrohe stehen 
am ^Ebide ftinur Sammlung arithmetisclier Anfgaben fOx den Jn- 
gendnuterricht eine Anzahl Ratsel aus dem Anfange des 10. Jakr- 
hmiderts, danmter das folgende®): 

Bquitavit homo cum femina, mater ejus matris meae socrus 

fiiit. 

Auf deutsch: Es ritt eln Mann mit elner Pran; seine Mutter 
war die S^wieg^mintter meiner Mutter. 

Die Sch-wiegermutter meiner Mutter ist die Mutter meines 
Vaters; der Mann ist also „mein Vater^^. 

TTT Der schottische Mathematiker Alexander Macfarlane 
hat, nach Analogie der sogenannten „Algebra der Logik% eine Art 
Verwandtschafts-Kalkal („Algebra of Relationship'^ entwickelt 
und hieruher eine Reihe von Aufeatzen, insbesondere in den Pro- 
ceedings der Royal Society of Edinburgh (10, 1878 — 1880; 11, 
1882) Teroffentlicht.®) In einem kieinen Artikel nun stelltMac- 
farlane drei Ratselfragen dieses Gebietes und lost sie mit den 
Methoden seines Elalkuls*), jedoch gestalten sieh diese Losungen 
teilweise so umstwdlich, daB sie weit eher gegen als fiir den 
Wert dieses Verwandtschafts-Kalkuls sprechen, und, wenn auch 
dessen Leistungsfahigkeit gewiB nicht nach wenigen Proben be- 
urteilt warden soli und darf, so vermag ich doch nicht zu glau- 

1) Ein Justizrat sagte einmal za dem Yerfasser dieses Buches ; „Ich 
habe diei S5hne. zwei sind Theologen, einer Jurist und einer Landwirt “ 
— Einer der beideu theologischen Sobne studierte nach der theologi- 
Bohen Ausbildung nocb die Bechte Dabei brancht nicht gesagt zu wer- 
den, daB diese Ftage, als Batselfrage angesehen, nicht eindentig ware, 
vielmehr, von nnwesentlichen Unterschieden abgesehen, noch zwei wei- 
tere Ldsnngen besitzen wQrde. 

2; Siehe die S. 306, Anm. 2 zitierte „Rathselsammlung“ Mones, 
1. c. col. 40, Nr 46. 

3) Weitere Pnblikationen von Macfarlane tlber diesen Gegenstand 
s nach dem literar. Index; s a Bd. I, S 158, Anm. 3 

4) Siehe Educational Times Reprints, vol 35, 1881, p. 110 — 111. 
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ben, dafi er in der ganz flberwiegenden 2^alxl der £^e mebr oder 
aucb nnr ebensoviel zu leisten vermoge wie reine Terstandee- 
sdilusse nnd die jedem von selbst sich darbietenden einfacben 
scbematiscben V eranafibaniicbmigen, wie sie bier angewandt war- 
den. Diese drei I^tselfragen Macfarlan^ sind jedenfalls obne 
alle ^Algebra, of Eelaiaonsbip", obne alle wirklicbe oder Fsendo- 
Matbemaiih, sebr leicbt zu losen, wie wir sogleich seben werden; 
sie lanten (in absicbtlicb veranderter Relhenfolge) so: 

1. Weim Dick’s Vater Tom’s Sobn ist, in wicker Beziebimg 
stebt Dick dann zn Tom^)? 

Bezeicbnet naan den Vater von Dick mit A, so ergibt sicb 
sofort folgendes Scbema: 

A 

Dick 

Dick ist der Enkd von Torn. 

2. Scbwestem tind Brnder babe icb nicbt, aber diraes Man- 
nes Vater ist meines Vaters Sobn. 

Wenn icb keine Briider babe, so ist „meines Vaters Sobn,‘^ 
niemand als icb selbst In vereinfacbter Fassung lautet der Satz 
also: „Dieses Mannes Vater bin icb.“ Der „Mann“ ist also mein 
Sohn. 

3. Eine Dame, die nach einer Pbotographie in ibrem Album 
gefragt wurde, gab folgende Antwort: Icb babe, wie Sie wissen, 
keine Tocbter; dieser Person Tocbtersobn war der Vater meines 
Enkels. 

Die Dame bat keine Tocbter; da sie aber emeu Enkel bat, 
so mufi sie wemgstens einen Sobn baben. „Der Vater memes 
Enkels" ist also dieser Sobn. In vereinfacbter Fassung lautet 
mitbin die Frage: .,Der Tocbtersobn dieser Person war mem Sohn." 
Die „Person“ auf der Pbotographie ist also, wenn sie m annii ch 
war, der Voder, und, wenn sie weiblicb war, die Mutter der Dame. 

1 ) „Diek“ tmd nTom** bekanntlich AbkCrzungen , = Richard bzw 
Thomas (Tommy). 


Tom 
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IV. Anck der franzosische Matkematiter O. Brunei kat 
sick mit detn Yerwandtsckafte-Kalkfil besckafldgt and in einem 
Voitra^e, den er hierSiber vor der Soei^te d©s sciences physiques 
et natar^es de Bordeaux hielt^), zum SchluB als Beispiele filr 
Anwendongen verschiedene Aufgaben angegeben, von denen 
kior eine grofiere Zabl, und zwar wieder okne Anwendung eines 
b«3onderen KaUnlls, besprocken werden mag. Dabei mag I stets 
die spreekende Pmrson — ,Jdh“ — sein; groBe lateiniscke Buek- 
staben soUen wieder mannliche, Heine weiblicke Personen be- 
zeieknen, wakrend in den FaUen, wo sowokl eine mannlicke wie 
eine weiblicke Person den betrelfenden Platz ausfallen kbnnte, 
eine ZakI gesetzt werden mag. Yon einem Ekepaar ist nur 
der eine Teil angegeben^ wenn dies als ausreickend angeseken 
werden darf. Bjemack besagt beispiels weise das auf der Tift.<> bat.en 
Seite unter Nr. 3 stekende Schema folgendes: Von einem Vater Gr 
stammen, sei es von derselben, sei es von verschiedenen Mkttem, 
die Oesckwister 1 (Mann oder Frau) und JBT (Maim) ab; TTinrlar 
von 1 wiederum sind: I (== Ick), 2 und k, welck’ letztere mit 
S verkeiratet ist; 2 bat einen Sokn 

Brunei b^innt mit einem ziemlich trivialen Satze, der 
keinerlei besondere Verwandtsekafbsverkaltnisse voraussetzt, nkm- 
li<k dem folgenden: 

1. Der Bmder meines Onkels ist der Oakel meines Brudera. 

)}Mein OnkeP^ (s. das nackfolgende Schema), Bruder meines 
Vaters oder meiner Mutter (1), ist (?; dessen Bruder und gleick- 

F 





I 1 

1 K 

falls mein Onkel ist dieser ist zugleick der Onkel memes 
Bruders K.. 


1) Am 9. Maxz 1898; ein Eeferat s. in den de la socyt^ 

des sciences physiques et natoxelles ,de Bordeaux*, (4) lY, 1894, Exiaraiis 
des proces-verbaux des stances, p. XXY/XXVI. 
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Gleichfalls uar eine YerMausuliesnmg der imd 

normalsteii YerliSltoisse liaben wir in der Frage 

2. Mein Neffe lia.t einen Onkel, wdclier der Enkel meines 
Orofivaters ist. 

Der „Onkel meines Neffen^ bin i<^ und zugleieb der ^Enkel 
meines Grofiraters". Es Icann aber ancb ebensogat einer meiner 
JBruder sein, nnr natdrlicb in dem Falle, daS der ,yN’effe“ ein 
Bmdersohn ist, nicbt deijenige Bruder, der der Vater des ,yN’e£Pen“ 
ist. Dagegen -werden offenbar besondere YerwandtscbaftsTerbalt- 
nisse erfordert, wenn diese Frage 2 dabin abgeandert wird, daB 
man „EnkeP durcb „Sobn'' ersetzt. Demgemafi lantet Frage 

3. Mein Neffe bat einen Onkel, w^eber der Sobn m^es 
BroBvaters ist. 

bTeffe^ (K) bat einen Onkel: den Maon seiner 

Tante h, nnd dieser Onkel S ist »der Sobn meiaes GroBraters" 

& 

I 

I 

1 H 

I 2 hr^ H 

K 

Q-. jff hatf wie unser Schema ja ausdrQckt, seine Nichte h (/eltei- 
ratet. — Der Leser wolle selbst priifen, welcbe etwaigen weiteren 
Lostingen das Problem besitzt. Aucb bei den folgeuden Au±- 
gaben werden wir nns, wie bier, im wesentbcben mit einer 
Losung begnOgen. 

4. Der Onkel meines GroBvaters war der GroBvater meines 
Onkels. 

Gro6vater“ ist F (s. das umstebende Sebema), dessen 
Onkel ist E, imd dieser wieder ist der GroBvater von H, der 
mein Onkel ist als Bruder meiner Mutter g. In dem Ehdtunde 
Er g sind Vettei' und Eusine zweit&i Grades vereinigt — 
tJbrigens ist es zulassig, in unserem Sebema und dement- 
spreebend in unserer Losung G und g zu vertauseben. 
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Kapiiel XSTH 


B 

I 



I J. I 

g S g 

I 

I 

5. Einer meiner Onkel liat znm Neffen einen meiner Neffen. 

Einer meiner Onkel: G, hat einen Neffen (ST), der als 

Sohn meiner Schwester h anch mein Neffe iet. S hat seine 

F 

I 

I I I 
1 G S oo h 

It A K 

NvAie A geheircdet. — Es ware tlbrigens angangig^ H nnd A zn 
▼ertanschen (dann waren Tante nnd Neffe miteinauder rer- 
heiratet). 

6. Mein Enkel ist der Smder der Tochter melnes Vaters. 
Meine Eltem sind H nnd A; mein Sohn K. Naeh dem Tode 

meiner Mutter A geht mein Yater H, bereits QroBTater ernes 

A rvj Iff rNj A 

I * 

1 

L 

erwachsenen Enkels K, eine zweite Ehe, mit dem jugendlichen 
Fraulein h\ ein. Ans dieser Ehe geht eine Tochter: i, meine 
Halbscfawester also, hervor. Die Ehe H r^h' 'wird bald ge- 
schieden, nnd die geschiedene Fran A' heiratet den Enkel F 
ihxes ersten Mannes^); ans dieser Ehe geht L hervor. Aladann 

1) Diese Ehe dorfte &eilich nach dem hente heixschenden dent- 
schen Eecht nicht geschlossen werden (B. G B. § 1310, Abs. 2), doch 
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gilt folgendes: ,^ein Enkd“ (i) ist der Bruder (Halbbrnder) 
Ton i, •weil beide Kinder von h' sind, ist also „der Bruder der 
Toditer meines Vaters". 

7. Icb liabe nnr eine Enkelin, metne Nichte. 

,^eine Enkelin", Tochter meiner Tochter Te, ist 1. Diese iat, 
da mein Bruder ET meine Tocbter A:, also seine Nicbte, gebeiratet 

H 

I ' 

I K 

I 

I 

hai^ zugleich — als Tochter meines Bruders — meine Nichte. 
— Es ware hbrigens zu^l^^g, K. und h hberaU zu vertanschen 
(dann waren Tante und Neffe miteinander verheiratet). 

8. Eann mein Onkel vaterlieherseits der Onkel mhtterlicher- 
seits for meinen Brnder sein? 

Wir haben es bier mit abnbcben ebebcben Verhaltnissen, 
wie m dem eingangs dieses Kapitels besprochenen Falle Sue- 
Legouve, zu tun: Man stelle sich etwa vor, dafi die Ebe E 
aus der G hervorgegangen ist, gescbieden und jeder der beiden 

JEj rs^ e Ej G 

fr^F^fG f 
H I 

gescbiedenen Ebegatten (e und E) eine neue Ebe eingegangen 
ist; diesen neuen Eben E' r^e und E ^ e' mogen F bzw. f ent- 
sprossen sem. Die Kinder dieser neuen Eben, Herr F also und 
Piaulein f, sind, wie m unserem firuberen Beispiele Eugene 
Sue und Ernest Legouve, gar nicbt verwandt miteinander, 
dbrfen sicb also beiraten; ein SproB ibrer Ebe sei H, Nacb dem 


war eine aolche EhescMieSung nach fruberem S.echt wobl aberall erlanbt 
nnd iat, was ich nicbt n^ber geprnft babe, rermtitlicb aucb bente nocb 
iiD Ansland vielfacb, wenn nicbt gar fast aberall, znlkssig. 
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Tode von f schlieBt F ntm eiue neue Ehe: xnit f, und anq 
dieser Ehe gdit I hervor. Alsdauii besteht folgendes: S ist 
^^iwAiTi Brudei^ (Halbbruder), weil wir beide Sohne von F sind. 
G kt der Halbbrader meines Yaters F (beide sind Sohne von e\ 
also „Tr>f^iTi Onkel vSterlicherseits"; zugleieh ist aber G der &ilb- 
bruder von f (beide sind Kinder von F), also „der Onkel mfitter- 
lichearseits" meines Bruders H, freilich zugleicb auch — als 
Halbbmder von F — dessen Onkel -vaterlicherseits. 

V. Nach einem alien Buehe^) steht oder stand auf einem 
Grabstein zu Alicotirt(?) bei Paris: 

Cl git le Eils, oi git la Mere 
Ci git la Fille, avec le P4re, 

Gi ^t la Soenr, ci git le Frere, 

Ci g^t la Femme, et le Mari 
Et n’y a que 3 Corps iei. 

Wenn es im ganzen nur drei Personen sein sollen, so sind 
diesi, da beide Gesdhlechter vertreten sind, entweder 1 mannliche 
nnd 2 weibliche oder aber 2 mannliche und 1 weibliche Person. 
Hiemach findet man folgende zwei Losnngen: 

a) Mutter nebst Sohn und Todder, 

b) Vater nebst Techier und Sohn, 

jedoch mit der Besonderheit, daB im ersteren FaUe Mutter und 
Sohn, im anderen Yater und Toehter miteinander verheiratet 
sind.*) „Sonn“ und „Tocbter^‘ im ersteren Falle sind alsdann 
nieht nur, als Kinder derselben Mutter, Bruder und Schwester, 
sondem auch Yater (Stief vater) und Toehter. Im anderen Falle 
ist es entsprechend. 

1) P L. Berkenmejer, „Le cuneoz autiquaire, ou recueil geogra- 
phique et historique" (Leyden 1729), 1. 1, p 78. 

2) Davon, daS solche Terbindungen in alien modecnen Xulturlan* 
dem verboien sind, ist bier natdrlich abzuseben 



NaebtrSge imd Berielitigimgen zn Bd. 1.- 

ZxM. IB!ap* Zy § 1 Ziege, 

ISine VerSffentliclimig von Joliannes Bolte^)^ die s^nxn Teil anf 
<den Kolle^aneen Reinliold Kolilers benxht xnid. zu der ancli von dritfeer 
Seite ein Paar Beitr^ge beigestenezt sind, bietet iiber die AxLfgabe von 
,,Wolf, Ziege, JSCoblkopP' eine Pdlle von Material » das reciit interes- 
sant, insbesondere in volksfcnndliclier Bezielinng, ist. Bieser Arbeit in 
erster Idnie v^rdarike icb die Bekannieehaft mit zablreicben nnsere An^ 
gabe betrejSenden xmd mir £rdb.er nnbekannien Xdt e r a fe ar stellen xmd sebe 
znicb so zn fblgenden nacbtcSglicben Bemerktmgen veranlaBtr 

Zn den S. 1/^9 Annu 2, von mir anfgefnhrten SJtesten Vorkommnissen 
ist zimaebst noob nacbzntragen eine Handscbrifb des 12. Jabrbnnderts. ^ 
Sie gibt nnsere „Ij5snng II‘* (S. 2) der Anfgabe, nnd zwar in der Form 
des folgenden Hexameter-Merkverses ; 

It capra. fertur olns redit bee Inpns it. capra transit 

1) Job. Bolte, „I)er Mann mit der Ziege, dem Wolf nnd dezn 
KIoble‘‘, Zeitsebr. des Vereins far ITolkskonde, 13. Jabrg., 1903 (Berlin), 
p, 96 — 96; ein Nacbtrag dazn ebendort p. 311 

2) Fs ist God 111 des steiiiscben Angnstinerstiftes Vorau. (an der 
nngariseben Grenze nnweit Hartberg). Ans dieser Handschnft, ,,einer 
reicben Fnndgmbe lateiniscbex Gedicbte ans dem 12. Jahrh.“, teilte 
W Wattenbacb („Bericbt iiber erne Reise dnreb Steiermark im August 
1876“, ilenes Arcb, der Gesellscb for aitere dentsebe Gescbicbtsknnde, 
2- Bd-, 1877, p 401/402) n, a. den obigen Merkvers mit, obne freilich. die 
„Fabel“, auf die ,,angespielt wird“, zn kennen Oie richtige Anslegnng gab 
in Bd. 3 (1878, p.223) derselbenZeitscbrift Superintendent Dr G D.Teutsch 
ans Hermannstadt (Siebenbnrgen) 

3) Mit im vresentlichen demselben Merkvers bndet sicb nnsere Anf- 
gabe nbrigens aneb in dem Mnncbener latein Pergamentcodex 14 684 
(fol 32'^) ans dem 14 Jabrbnndert; s M Cnrtze, ,,Aritbmetiscbe Seberz- 
anfgaben ans dem 14 Jabrbnnderx** , Bibl. math. N. F. 9, 1895, p. S3, 
Nr. XXVII (in dem Merkvers ist wobl ,,baec“ fur ,,boc‘‘ zu emendieren). 
Dazn sei sogleicb bemerkt, dafi diese Handschrift (fol. 32/32'*') aneb die 
Anfgabe der drei Ehepaare (bei mir § 2 des Kap I) entbalt (s Cnrtze, 
p. 82/83, Nr. XXVI), nnd zwar mifc der Finkleidung „Tre8 bystriones cum 
tiribns nxoribua transitnn erant amnem enm cimba, que non valnit, nisi 
duos homines transferre. Unde talem fecemnt inter se constitneionem, 
quod si aliqua parte portus sine proprio marito uxor invenirotnr, licitum 
fiat viris astantibns earn subagere Qnestio igitur est, qnaliter isti trans- 
ituri sunt aqnam bini et bini, ne aliqnis cum arnica alterins incestnm 
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Da die „Propofiitiones‘‘ (Alenin?) die LSsung in tmserer Form 
gebexiy 80 d&fbe diese Handsebzift des 12. Jahrlmnderts das dlteste^ z. Z. 
bekannte ITorkominnis fSr die Ldsnng H darstellen^ die fireilicli uich'b 
minder leicht als I zn finden ist — Sodann findet sich in einer dem 
14. JaluJnmdert entstammenden Ratselsammlnng^ die „L5snng 1“ nnserer 
A^i%abe imd zwar in Form des Distickons: 

O natat, L seqnitnr, redit 0, C navigat ultra, 
nanta recurrit ad 0, Bisque natavit ovis. 

Dabei bedentet O, 'wie sobon das letzte Wort des Pentameters nnd 
zudem eine in der Bandsclmfb folgende Erlauternng *) angibt, „ovis“, 
read If lupus, C « caulis ist. 

Eiue Breihe von Sekrifben der folkloristisch'en Literatur erwkbnen 
unsere i^tsel&age, da diese anch volkstiunlicbe Verbreitung gefunden 
bat. Fur die verschiedensten Volksstamme, vde die Friesen *), die Dknen 
die Siebenburger Sachsen*), liegen m dieser Hinsicht Zengnisse ror®). 
Aucb in den romaniscben Landem sebeint das BEtsel seit langem ver- 


faciak^ Hierauf folgt die riebtige Lbsnng nnd znm SebluB nocb der bei 
Tnir (S. 7) nacb den „Annales Stadenses*^ gegebene Merkvers. — Wie 
Cnrtze ibid. p. 85 angibt, jBndet sicb diese Sammlung von Seberzaufgaben 
der Munebner Handschxift anch im Codex Amplonianns (Erfurt) Qn 345^ 
fob 16/10'*', der aus der ersten Hdlfte des 14. Jabrbnndei^s stammt. 

1) Diese BS^tsedsammlung findet sich nnter vielerlei Gegenstanden in 
der Beimser Handsebrifb Nr. 743 nnd -wnrde verbfientlicbt von Franz 
Joseph Mone; s. Mfone], „Batbselsammlung^^ in Mone's Anzeiger fur 
Knnde der tentseben v orzeit, 7. Jahrg , 1838 (Karlsrube), col- 46 (Nr. 106). 

2) ’Diese lautet: ,,ovis • Inpns • ovis * canlis • ovis. de transitu lupi et 
ovis et canlis “ 

3) Siebe Waling Dykstra en T. G van der Meulen, „In doaze 
fol aide Snypsnaren'* (I'ljentsjer 1882), p 110 (nnsere ^Ldsnng 1“, dabei, 
yde in dem obigen latein. Merkvers der Ratselsammlnng des 14 Jabrb . 
„Scbafi* statt ,,Ziege‘’‘). 

4) Siehe das Her sebon mebrfacb, z. B. S. 188, zitierte Werk von Jens 
Kamp (1877), p. 326/7, Nr. 18: Fuchs (oder Wolf), Lamm nnd WeiBkobl- 
kopf. 

6) G. D. Tentsch in der oben (vorige Seite, Anm 2) zitierten Notiz 
sagt, dafi die Gesebiebte in den Siebenbiirger Bauemgemeinden seit Ge- 
scblecbtem beimiseb ist 

6) Aucb Karl Simrock gibt in 8einem„DentscbenB4tbselbncb“ (Frank- 
furt a M., o J.j die „Nacbrede** ist von „August 1860“), 2. Sammlung, 
p. 36, Nr 234, die Bateelfrage (Wolf, Ziege nnd Koblkopf), allerdings obne 
Losnng, an — Hinsichtlicb der Wabl der beiden Tiere nnd aucb des 
dntten Gegenstandes kommen begreiflicbenveise Varianten vor, wie uns 
soeben sebon Sebaf statt Ziege und Fuchs statt Wolf begegnete ; in einem 
engliscben Werke — Thomas Bilworth, „Scbool-m aster’s Assistant^*' 
'.London 1744 oder 1746) — soli nnsere Anfgabe sicb finden in der Form: 
A fox, a g(^se and a peck of com Icb habe das genannte Werk frei- 
lich niebt einseben konnen nnd weifi aucb nicht mebr zn sagen, wo ich 
diese Notiz gefunden habe 
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breitet zu sein und man hat sogar eine sprichwdxtliche Wendting, die 
eowobl denx Franzdsischen wie dem Italienischen eigen ist, anf unser 
EStsel zurdckfdhren wollen: M.ena§er resp. Bavmer la eh^e et le 
eagt man im Franzdsischen in dem Sinne i zwiachen zwei Paiteien von 
■widerstreitenden Inter essen so gesehickt lavieren, da6 mart es mit keiner 
verdirbt.^ Die entsprechende, in gleicher Bedeutong gebranchte italienische 
Wendnng ist scdvar capra e €avoh% die im sizilianischen Dialekt, nut 
Metathesis dee zweiten Wortes, in der Form sarvari crapa e eamiii^) ge- 
braucht wird. Eine zwingende Notwendigkeit dafur, den Ursprung dieser 
Bedewendungen in unserer Batsel&age zn erblicken, wie die moisten der 
zitierten Antoren wollen*), Termag ich freilich keineawegs zn erkennen, 
es sei denn, daB positiye sprachgeschichtliche G-runde fur diese Erkl§ximg 

1) Siehe z B. Carlo Casalicchio, „L‘’ntile col dolce, overo qnattro 
centnrie di Argutissimi Detti, e Fatti di Savissimi Hnomini^* (Ven. 1723X 
cent. 2, dec. d, arg. 3, p. 329; s. a. eine deutsche Ansgabe dieses Werkes 
(„Uidle cum dulci“), 2. T. (Angsbuig 1706), p. 222 (jDie 83. Sinnreiche 
History^"). 

2) „Mdnager on sanver la cheyra et le chon, c’est-4-dire se comporter 

entre deux personnes qni sont divisdes d’intdrSts on de passions, de maniere 
a n’indisposer aucnne d’elles“, heifit es bei Littr^, „Dictionnau:e de 
la langne fran^aise^, t. I (Paris 1863), p. 599. Ahnlich das „Dictionnaire 
de i’acaddmie francaise‘‘, 7® 1. 1 (1878), p. 304; 6« M., t I, p. 311. 

3) Siehe Pico Lnri di Yassano, „Modi di dire proverbiali e motti 
popolari italiani spiegati e commentati“ (Roma 1875), p 324—325; Yi ttorio 
Imbriani, „La novellaja fiorentina Fiabe e novelline, stenografate m 
Firenze dal dettato popolare“ (2 verm. Ansg., Livorno 1877),ll|). 240 und 
Note 2, p 251 

4) Siehe Giuseppe Pitre, „Piabe, Novelle e Raccontr‘, vol lY 

= Biblioteca delle tradizioni popolari sicihane per cura di Giuseppe 
Pitr^, vol Yn (Palermo 1875), jy 138, num 260 und p. 448, s a „crapa“ 
im „Glossario“ p. 319, und von demselben* „ProTerbi siciliani raccolti e 
confrontati con quelli degli altri dialetti d’Itaiia“, vol.IY=„Bibboteca‘‘ 
vol. XI (Palermo 1880), p 361; s a vol ill der ,,Proverbi''‘ = vol X der 
„Biblioteca“ . . ., p. 288; sowie abermals von demselben „Indovinelli, Dubbi, 
Scioglilingua del popolo siciliano == „Bibiioteca‘* . , vol. XX (Torino- 

Palermo 1897), p 292/3, Nr 929; siehe aucb Arrigo Balladoro, „In- 
dovinelli-Aneddoti veronesi‘% Archivio per lo studio delle tradizioni popo- 
lan, vol XYIII (1899), p 370, Nr. IX und von demselben „Folk-lor6 
Veronese*' „Novelline‘‘ (Verona & Padova 1900), p 14 15, Nr XIII 

5) Fieilicb, die oben (Anm 2) zitieiten groBen franzosischen Wdrter- 
bucher. das der Akademie und Littre, der lediglich die hier wieder- 
gegebene Erklarung gibt, erwahnen unsere Ratselfrage hierbei mit kemem 
Worte. Dagegen fuhrt das „Dictionnaire d'anecdotes, de traits smguliers 
et caracteristiques , bistonettes, bons mots, naivetes, sailhes, reparties 
ingraienses Seconde partie '"Amsterdam 1767», p 239^240 oder Ausg 
Pans 1767 (beide Teile in einem Bande\ p 545 resp Nouvelle edition, 
t. U (Pans 1768), p 238 — 239 ,,Question‘% die sprichwortliche Wendung 
auf unsere RS^tselfrage zuruck; ebenso die sEmtHchen m den vorstehen- 
den Anm 3 und 4 zitierren uaheniscben Autoren, Auch Bolte scheint 
diese Erklarung zu billigen 
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l>6igBbxaie]xt aw^erden kSnnen, was aber wobl nicht der Pall ist und wofor 
die Her zatiexten Scbriften jedenfaUs nicbts ergeben Scbon von vornbexem 
mnB dieae Znruckfalmmg aiif das imtsel, dessen volkstiSniliche Verbrei- 
tang vermutlich dock uberschatzt wird, etwas gesncht erscbeinen xind 
jedenfallB venxiag, wie mir sckeint, der an sicb, ganz unabbaiLgig von dexn 
ISMb^ besiehende Antegonismiis zwischen „cb^vre*‘ nnd „cbOTi'‘ eine weit 
nafcSxlicliere nnd anch bessere Erklarnng fur die Entstehnng jener Wen- 
dung za geben. Mit ebensoviel oder gar nock mekr Reckt kondte man 
wokl anck nock andere sprickwbrtlicke Wendnngen, z. B eine, in der 
Zi^dge nnd Wolf kombiniert sind: „La ck^vre a pris le lonp‘"*), «,uf 
nnser znznckfnkren wollen 


Zu. Kap. H COIbersprmgimgsaufgaben). 

Bas Problem komint — in der S. 11 angegebenen Form — bereits 
in der Slteren japaniscken Literatnr vor, znerst anschemend, wie T.Hayaski 
in Bibl. mathcm. (3) VT, 1905, p 323 angibt, in einem Werke von Gen- 
jun Nakane (reap. Hojikn Nakane) von 1743, das betitelt ist „Kanja- 
otogi-soseki**, zn dentsck: „Buck amiisanter Probleme znr Unterkaltnng 
von Denkem**. Weitere, den Jakren 1844 nnd 1879 angekQrende Bei- 
spide for das Voricommen des Problems in der japaaoischen Literatnr gibt 
Hayaski ebendorL 

Anok in den skandinaviscken nnd mOgkckerweise auck anderen enxo- 
pSusoken ]^ndem sckeinen Anfgaben dieses Eomplezes, znm mindesten 
die S. 15, § 2 angegebene Anfgabe, sckon seit Jakrzeknten volkstumlicke 
Verbreitnng zn besitzen. Ick schlieBe dies xnsbesondere ans dem kier 
sckon mekrfack zitierten folklorisiiscken Werke von JensKamp (1877; 

1) Der Kokl ist dnrck die Ziege bedrokt, aber auck umgekekrt ist 
deren Leben gef§.krdet, wenn ikr Besitzer iki den Kokl, d k. alle Nah- 
mng, vorentkalt Wenn jemand also beide, Ziege nnd Putter, erkalten 
mdckte oder erkalten soil, so befindet er sick in einer aekr ackwierigen 
Ijflge, nnd diese Vorstellung, die mit unsrer Ratselfrage ganz nnd gar 
nichte zu tnn kat, sckeint mir eine voUig ansreickende Erkllmng fiir die 
sprickwortUcke Redensart zu sein. Jedenfalls bestekt zwiscken dieser 
Vorstellung nnd der geflugelten Sprackwendung ein voUkommener Paralle- 
ksmus, wSikrend in dem Sackveikalt der Ratselfrage nur die Ziege den 
Kohl gefahrdet, okne dafi eine Reziprozit^t zwiscken beiden in dieser 
Bezieknng bestande. Wenn man nun anck gewiB derartige Sprackfragen 
nickt einseitig nack logiscken Gesicktspnnkten benrteilen darf, da eken 
die lebendige Spracke bekanntlich sekr offe alle Logik anBer Ackt lafit, 
so vermag ich dock nickt einznseken, wamm man genStigt sein sollte, 
eine logiscke Erklanmg zngnnsten einer nnlogiscken zu verwerfen, wenn 
erstere zngleiek die einfachere imd natiirlickere ist. 

2^ „La ckevre a pris le lonp, se dit de cenx qui, pensant prendre on 
tromper des gens plus faibles on pins simples qu’eux, demeurent pris 
eur-mem€S“ (Littre, 1. c ). 



NacHtr^^ge nnd Berichtigtmgen zu Bd. I 


319 


Titel s. Hex S. 1S8), in dem p* S25 (Nr. 12) die gedaclite Anfgabe als in 
Banemark aUgemein bekannt anfgefobrfc ist. Die dort gegebene Ldsnng 
bat nbrigens, abgeseben von der Yextanscbtmg der beiden letzten, ixnter 
sicb vextanBcbbaren Operationen^ genau dieselbe Form wie die xmseie 
(Bd I, S 15, § 2). 

Die ’Dberscbrift, die wir dem Kapitel in Bd. I gaben: „Ein Prob- 
lem Taits*^, ist daber im Grande wenig angebxacbt. Denn nicbt nur 
rabrt das eigentlicbe Problem, wie scbon doit gesagt war, nicbt von 
Tait ber, sondem, wie diese Nacbtrage zeigen, ist Tait anch Hcbt ein- 
mal der erste Antor, der diese Anfgaben bebandelt bzw. erw§bnt, viel- 
mehr bat er im Morgen- wie im Abendlande Vorlanfer. Lediglicb die 
S. 14/15 gegebene Spielvariante stammt von Tait. 

ZxL S* 17 nebst Anin* 2: Die von Ed. Lncas benntzten nnd andere 
damit znsammenb^ngende Untersncbungen von F. J. van den Berg 
£nden sicb anscbeinend in dessen, mix freilicb nicbt zngSbiglicher Ab- 
bandlnng, die Her im liter. Index als Hr 441 anlgefnbrt ist; s. eventnell 
das Beferat im Jabrbncb tLb. d. Fortscb. der Matbem. 17, 1885, p. 121. 

Za EZap. HE, § 1 (^Verschiedexie Zablensysteme^) mid 
§ 2 (, J)as dyadisobe Oder bmare System**)^ 

Zu S. 25: Hacb Friedrich von Hellwald („EtbnograpHsche 
Rbsselsprunge Kultnr- nnd volksgescbicbtHche Bilder und Skizzen^-, 
Lpz 1891, p. 64) baben die SenegaJneger ein Fdnfersystem, eine Angabe, 
deren Eicbtigkeit naber zn prufen icb freilicb nicbt versncht babe. 

Zn interessanten Anfscblussen uber die Entstebnng des Z&blens 
nnd der Zablw5rter bei den Haturvdlkem gelangte K. von den Stein en 
dnrch seine Erforschung der Bakairi nnd anderer Stamme Zentral-Bra- 
siliens ^s. Karl von den Steinen, „Unter den Naturvolkern Zentral- 
Brasiliens. ReisescHldernng nnd Ergebnisse der Zweiten Scbingn-Expe- 
dition 1887 — 1888‘\ Berlin 1894, p. 405 — 418) Von diesen in der Gegen- 
wart ziemlicb vereinzelt dastehenden Urmenschen (Stemzeitmenschen) 
verm6gen die Bakairi nnr bis 6 zn zablen, nnd zwar gescbieht dies — 
scbon bei 2 nnd ansnabmslos bereits bei 3 — nnter Benntzung der 
Finger als Zablmascbine und nacb dem Yerfahren, die GegenstSnde — 
Kdraer z. B, — immer paarweise zusammenznfassen, einem Yerfabren, 
das sicb denn anch m den Zahlworfcem; tokdle — 1, aJidge = 2, ahdge 
tokdle (zwei-eins) = 3, ahdge ahdge (zwei-zwei) = 4, ahdge ahdge tokdle 
(zwei-zwei-eins) = 5, ahdge ahdge ahdge (zwei-zwei-zwei) = 6, wider- 
spiegelt (1 c. p. 408 und 406) Dennocb kann man Her naturlicb nicbt 
von einem eigentlicben Zweier-System sprecben, vielmehr w^de anch 
dieses Zablverfabren bei weiterer Ansbildnng, infolge des bestSndigen 
Abzablens an den Fingein, zweifellos zu einem ^ninarr Oder Dezimal- 
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Tjzw. OT6ntnell zu eiii6izL Vigesimalsystem gefuhrt haben (s K. v. 
d, Steinea, p- 410). Audere, verwandte Stamme habeu librigeus for 

7^Ahl 5 zwar vereiiiz6lt jUTameu, die uicbts mit ,,B[axid** zu tuu babeii^ 
jedocb ^beinen solche Bezeidmungeii wie „Haiid hSrt auf“ oder ,,eiae 
Hand“ oder „Hand“ (1. c. p. 406) unter den Iiidianerst 5,mi nen Zentral- 
Brasiliens zu uberwiegen; die Tamanako des Orinoko sagen nicht nur 
fur 6 ,^aaze Hand“ und fur 10 „beide Haiide“, sondem fur 15 „ganzer 
nnd for 20 „ein Mann“ (p. 410). 

Zu S. 20: Die dort, z. T. ubrigena nicbt in moderner Scbreibweise, 
angegebenen Tigesimalen ZahlwSrter des D2*niscben — balvtredsinds- 
^ve Oder kurz halvtreds = dritthalbzwanzig oder 60, tredsindstyve = 60, 
balTigerdsindstyve oder kurz halvfjerds = 70, fiirsindstyve oder kurz 
fiirs «= 80, balvfemaindstyve resp iialvfemtesmdstyve oder kurz balv- 
feints resp- balTfeins=90 — stammen nach Zeuthen^) nicbt aus der 
nordiscben Urspraelie, sondem sind wabrsclieinlich erst in spaterer Zeit 
dadorck in die Sprache emgedxungen, dafi 20 im Handel oft eine bequeme 
Einheit — man denke an unsere Stiege, Steige — abgab; die Bruckbil- 
dung — dritthalbzwanzig — deutet in der Tat, wie Zeuthen mit Recht 
bemerkt, auf einen vorgeschrittenen Standpunkt kin. Mit dieser Auf- 
fassung harmoniert ukrigens yortrefflick das Vorkommen von ein Paar 
Tigesimalen ZaklwSrtem, die im Englischen gelegentlich an Stelle der 
gewoknlichen dezimalen Bezeiclinungen gebraucht werden und die dar- 
uber, 6a3 sie in der angegebenen Weise entstanden sind, ihrer Zusammen- 
Betzung#nach keinen Zweifel lassen: man sagt bisweilen Hhreescore statt 
sixty und fourscore statt eighty ®) (score = Stiege). 

In diesem Zusammenhang sei abermals auf die bereits in Bd. I (S. 26, 
Anm 1 und 6) zitierten Ausfuhrungen von Paul Tannery hingewiesen, 
der auch fur die vigesimalen Formen des PranzOsischen, wie schon dort 
gesagt, eine spatere Entstehung annimmt und der oft gehorten Behaup- 
tung von dem keltischen Ursprunge dieser Ausdnicke entschieden wider- 
spricht. Ein Faktor, den Tannery, wenn auch nickt fur die Entstehung, 
so dock fur die Verbreitung und die Einburgerung der vigesimalen Be- 
zeichnungen geltend macht, entspncht durchaus der soeben fur die ana- 
logen danischen Formen genannten Entstehungsursacke es sind die Miinzen 
sol (son) und livre (franc), indem 20 sols = 1 livxe Nach alledem sckeint 
die Hypotkese, der ^nngestiefelte^- Mensck kabe uberali oder fast fiber- 

1) H. G. Zeuthen, „Die Matkematik im Altertum und Mittelalter“ 
= Kultur der Gegenwart, Teil III, Abt I, B, p. 3/4. 

2) Nack Hellwald (1. c. p 65) werden anck Yerbindungen wie 
threescore and ten, fourscore and thirteen nsw. gebraucht. 

3) Sieke z. B Cantor, „Gesckickte“, I (3. Aufl), p 9, sowie die vor- 
stehend zitierten Autoren: Zeuthen, 1- c. p 3 und Hellwald, 1 c p 65 ; 
vgl a N J Hatzidajfis, Interm4d- des mathem. 9, 1902, p 145, s. a. 
Berdelle ibidem, 10, 1903, p 164; vgl, a. 11, 1904, p 150/1 und 290. 



NachtrEge tmd Bericbtigimgen za Bd. I 


321 


all znnaclist ein TxgesimaLsystem geschafifen^ anf reclit scliwackein Fttnda^ 
ment zn mhen. — Erwilmt sei dab^ dbrigeas noch, daB aach das Alba- 
xiisclie vigesimale ZablwdrterformeB haben solL^) 

AxiBer der in Amu* 2, S* 23 2 atie(rtett Scbrift von C. A. La is ant, 
in der fSr den Anfangsimterricbt im Kecbnen entscbieden der Crebrancb 
der veralteten dezimalen Formen septante, oetante, nonante an Stelle 
der „ widersinnigen tmd in das ganze System nicbt bineinpassenden*^ 
vigesimalen Ansdrdcke gefordert wird^ sei nocb verwiesen anf L^'Bnseigne- 
ment math4matiqne I, 1899, p. 23/24, wo derselbe Antor znr Verwirk- 
Ixcbnng seines Postnlats eine ministerielle Yerfugung wonscbt, die den 
franzdsiscben Lebrem die Kuckkebr zn den alten Benennnngen zttr nn- 
bedingten Pflicbt maehe. Der Minister, der diese Yerfogung erlasse, werde 
dem Lande einen groBen Dienst erweisen. „Ce qni I’empgcbera pent-§tre 
a tout jamais", heiBt es dann welter, „c^est l^habitnde qne none avons 
prise de parler si sonvent des immortels principes de 
remplacer cette ^pression par octott^-neu/deviendrait pent-^tre trop cruel 
ponr nn grand nombre de mm compatriotes." Ygl. a. B>. Baron, „Snr nn 
paradoze de notre nnmdration parlee", ibidem p 101 — 105. 

Zn S. 27/28^ Anm* A: AnBer den dort bereits zitieiten zablreichen 
Briefen nnd Sciirifben Leibniz* kommen fur seine BescbEftigung mit der 
Dyadik ancb einige Stellen ans semen Briefen an Johann Bernoulli in 
Betracht; siehe „Yiromm celeberr. 6 G Leibnitii et Johan Bernonllii 
Cominercium philosophicnm et mathematicnm" (Lausanne und Genf 1745), 
t II, p. 36 — 37 (Brief v. 5 April 1701), p 38 — 39 (29 April 1701), p. 47 
(16. Mai 1701), vgL a p 140 (30. Okt 1705), sowie Bernoullis Brief v. 
7. Mai 1701, p. 44 — 45 — Der Brief Leibniz’ an den Herzog Rudolf 
August von Braunschweig vom 2 Jan. 1697 findet sich, auBer in der 
zitierten Schriffe von R. A Nolten, auch abgedmckt bei- Carl Gunther 
Ludovici, ,, Ausfuhrheher Entwurff einer vollstandigen Histone der Lei b- 
nitzischen Philosophie" (Lpz 1737), T I, p 132 — 138 tDruckfehler s. 
p. 413 f. und am Ende des Bandes), sowie in „Leibnitz’s Deutsche Scbrif- 
ten", herausg. von G E. Guhrauer, Bd I (Berlin 1838), p 401 — 407, 
uber einen weiteren fruheren Abdruck des Briefes s. Ludovici, 1 c., T. I, 
p. 411 — 412 resp. Guhrauer, 1 c. p 394 tber diese „Erfindung“ Leib- 
nizens, als welche Ludovici die Dyadik bezeichnet®) und die semei 
Ansicht nach (1 c T. II, p 307), „ob sie wohl nicbt so sehr groBes Auf- 
sehen unter den Mathematieklehrem gemacht hat, als die Differential- 
Rechnung: dennoch in Ansehung ihres Nutzens und ihrer Annehmlichkeit 
dieser bey nahe gleich zu schatzen ist**, macht der genannte Autor (T II, 

1) Siehe Hatzidakis, 1. c. 

2) Yon einer „Erfindung“ Leibniz’ kann in Wirkhchkeit uberhaupt 
kaum gesprochen werden; vgl J. Tropfke, „Gesch der Elem.-Mathem.", 
Bd. I, 1902, p. 4, Anm. 3, 

Ahrens, Ma.thein. TJixterhaltnngeii. 2 AnS II. 
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p. 307 317) und in Anlelmxmg an ihn Gnhrauer (L c. p, 394= — 400) man- 

cliaflei bibliograpbmclic tind historischo Angaben- Ohna anf dies6 niilier 
einzog^lien^ sei daxan nnr dieBemerknng geknupft, daB der beiLndovici 
(L c. p. Sl^f.) reap. Gnhrauer (p* 397) genannte Matttoiatiker ^Lagni** 
der beka®nte Thomas Fantet de Lagny, nnd seine hier in Betracht 
kommende Schrift, wie ubrigens ancH Lecat im Intermed. des math^m.^ 
t. 17,1910, p. 180, angibt^), die „Aiithm^tiqiie nonvelle" (Rochefort 1703,. 
4®) ist. — Ich benutze diese Gelegenheit, tim von der schon in Bd. I, 

a. a. O., erwahnten Medaille, die Leibniz, 
znx V'erherrlichnng der Dyadik entwarf, nach 
dem Werke Lndovici’s (T. I, neben p 128) 
bier eine verkleinerte Reprodnktion zu brin- 
gen (Fig 1). Wie gleichfalls schon in Bd, I 
gesagt wurde, vrar es der Herzog Rudolf 
August von Braunschweig, dem Leibniz 
diese Medaille widmete: ibm hatte er schon 
mundlich von den Wundem der Dyadik ge- 
sprochen und rinterhielt ihn dann bald 
darauf, in dem obengenannten Neujahrs* 
gluckvninschschreiben vom 2. Jannar 1697 und 
zwax unter tJberreichung dieses Medaillen- 
entwurfs, emeut von diesem Thema. Die 
Bildseite des Medallions, die in der Haupt- 
sache nur eine Huldigung far den genann- 
ten Fiirsten bedeutet und daher hier weniger 
Interesse bietet, hatte Leibniz freilich nm* 
in Worten skizziert. Anf die Ruckseite schneb 
er den auch schon in Bd I erwahnten Hexa- 
meter-Sinnspruch : OMNIJBVS EX-NZEl- 
LO. BVCBITDIS. SVFFICIT. VNVM, 

und zvrar unter starker Hervorhebung der beiden letzten Worte: ,,Dm 
Alles ana dem Nichts zu schaffen, genugt die Einheit“ tJber dem 
OJdNlBTS stehen zur ErUuterung die Zahlen „2, 3. 4 6 etc,*"*) sie 
sind €8, die sich vermoge der 1 aus der 0 herleiten lassen, und die 
Zahlentafel, der Hauptbestandteil der Medaillenruckseite , gibt fur die 
Zahlen 0 — 17 diese dyadische S cbreibweise, also diese Darstellung allein 
durch 0 und 1. Links von der Zahlentafel sieht man ein Additions-, 
rechts ein Multiplikationsexempel in dyadischer und (zur Erklarung) in 
dekadiscber Schreibweise. Dieses Bild der Herleitung aller Zahlen ledig- 

1) Ebendort — m Beantwortung von Question 3663 (t. 17, p 49) — 
auch eine Notiz von H Brocard zur Literatur der Dyadik 

2) Nach L e 1 b n 1 zens Brief sollte entsprecbend uber dem NIEILO das 
Zeichen 0 stehen, doch weist die von uns benutzte Vorlage dieses mehtauf* 



Fig 1 
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lich ans 0 uztd 1 hatte fur Leibniz erne iiefe sxnnbildliche Bedeutimg;. 
da er Merin ein 'G-Ieicbnis for ernen der 'wicbtigsten Glaubenss§.ize der 
diristlicben Kircbe sab.: fur die Erscbaffung der Welt aus INichts durcb 
Gotfe. Wie es der 1 mdglicb sei, aus der O aJle Zahlen zu entwickeln, 
so, meinte er, babe die Gottheit (1) aus dem Nicbts (0) das All ge- 
Bobaden (TgL dazu aucb in Bd. I, S. S5 das Wort Laplaces). IMAGO 
CItEATIONIS (Abbild der ScbSpfang), so scbrieb er daber unter die 
Zablentafel^ ebenso 'wie das oberbalb der Zahlentafel durcb Strablen an- 
gedeutete Licbt Leibnizena eigener brieflicben Erklarung zufolge den 
Gfeist Qotfces bedeuten soUte, der „auf dem Wasser^^ — dem dunklen Teil 
der MedaHle — ^sobwebt.**^ Die Medaille, die unten nocb die Initialen ibres 
Urbebers, sowie das Jabr (1697), angibt, ist dbrigens weder in Silber, 
wie Leibniz mit Rucksicbt auf die grobe Bedeutung des Gegenatandes 
Yorgescblagen batte, nocb in anderem Metall geprEgt worden; ob dies, 
wie Ludovici (T. 11, p. S09) und nacb ibm Gubrauer (p. 400) meint, 
nur wegen des bald darauf erfolgten Ablebens des Herzogs, der dbrigens 
nocb bis ztun Jabre 1704 gelebt bat, unterblieben ist, muB bier dabin- 
gestellt bleiben. Dagegen batte der Herzog sicb einen Siegelring mit der 
auf die Djadik binweisenden luscbrift „0 anfertigen la^sen und pfi^ta 
far die Briefe an Leibniz dieses Siegel zn benutzen, wie dieser in dem 
oben zitierten Briefe v. 29. April 1701 an Johann Bernoulli bemerkt. 

Zu S. SO/81 nebst S. 399: tJber die Entstebung des Sexagesimal- 
aystems, das die Babylonier, neben dem Dezimalsystem des praktiscben 
Lebens, far den Gebrauch in der Astronomie sicb gebildet batten, ist in 
neuerer Zeit eine lebhafte Kontroverse entstanden, an der sicb sowobl Matbe- 
matiker wie Assyriologen beteiligt baben. Es mag genugen, bier folgende 
Abbandlungen von Autoien der ersten Gruppe zu nennen: G. Kewitscb, 
„Zweifel an der astronom u geometr. Grundlage des 60-Systems“, Bezel ds 
Zeitsebr fur Assyriologie 18, 1904/06, p 73 — 95 und „Zur Entstebung des 60- 
Systems'S Arch- Math Phys. (3) 18, 1911, p 165 — 168, Edm. Hoppe, „DaB 
Sexageaimalsystem und die Kreisteilung'’‘, Arch Math Pbvs (S'' 15, 1909, 
p 304—313, s. a ibid. 16, 1910, p 277 ^Ke wits cb) und p.278— 279 oppe\ 
sowie ibid 24, 1915, p 286 — 287 (Kewitseb u. Hoppe'; Max Simon, 
„Gescbicbte dei Mathematik im Altertum** <^Berhn 1909), p 101 — 105; 
Eugen Loffler, „Die aiitbmetiscben Kenntmsse der Babylonier und das 
Sexag€simalsystem‘\ Arch Math Phys. (3) 17, 1911, p 135 — 144; in diesen 
Abbandlungen, zumal in der letztgenannten, weitere Literaturangaben 

Zu S. BS, Aum. 2: In Herbert Spencers Autobiographie, Deutsche 
(verkurzte) Ausgabe von L und H Stein (Stuttgart 1905), Bd I, p. 106, 
findet sicb folgende AuBerung „Scbon m tniheien Jahren [vor 1843 44] 
bedauerte icb oft den Fortsclmtt des Dezimalsystems, dessen allgemeine 
Anwendung den meisten Menseben so wunscbensweit sebeint. Dab dieses 
Zablensystem sebr viele Vorteiie bat, stebt auBer Frage Es bat indessen 
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axidi ^d-eNacht^e, imd die Einsicht verdrofi xaich oft, daft sich alle Yor- 
tdle desDezliEidisystems clme EinbuBe mit denen des Duodezimalsjstem» 
TOcbinden lieBen. An Stelle der Gmndzabl 10 in^te man die 12 setzen . 

Zn S» 33: Zn den Teilungen in 2, 4, 8, 16 usw. Teile sei nocb auf 
eine Abbandlmig von V. V. Bob yn in, ^Esquisse de l^histoire du calcul 
firactionnaire^S BibL matbem. N. P* 10, 1896, p. 97, binge wiesen, in der 
ansgefnbrt wird^ daB Teilungen in zwei Halften und, durcb Wiederholnng 
dieeee Yerfabrens, in zwei Halb-HiLlften, zwei Halb-Halb-Haiffcen us’w. 
die firub^d^ Brachrechnungen der Menscbbeit vraren Russische Akten- 
e^cke tlber Peldmessung ans der Zeit vox Peter dem GroB en weisen, wie 
Bobynin angibt, als AckermaBe solcbe Bildungen wie Halb-Halb-Halb- 
^Slffeen, und zwar bis zn 8-, 9- und selbst 10-maliger Wiederholnng des 
vox ^,BS.lffce^S 

Zn S. 88 — 35: „Die Frage nacb der geeignetsten Gmndzabl des 
ZabienByatems" erOrterte neuerdings L G. DnPasquierin einem auf 
der Salzburger Naturforscberversammlxmg (1909) gebaltenen Yortrage; 
der Tortragende stellte 6 Postulate auf und kam unter Beriicksicbtigung 
dieser versebie^enen Momenta zu dem Resultat, dafi die Zabl 4 als Grund- 
zabl am geeignetsten sei. Inabesondere ist nacb den Berecbnungen des 
Bednera ein Yiereraystem „etwa bundertmal leichter zu erlemen und zu 
befaerracben als unaer Dezimalsyatem.^* „Aii eine praktische Reform ist 
woM nicbt zu denken; denn fast dberall sind MaBe, Gewichte, Munzen 
nsw. dezamal eingeteilt, und es ist zu wunscben, daB ein einziges System 
(ancb wenn es nicbt das beste ist) mOglicbst uberall und konsequeut 
durcbgefobrt werde.*^ Siebe „Verbandl. der Gesellscb dentscber Naturf. 
u Axzte*‘, 81. Yers., Salzburg 1909, 2. Teil, l.Halfte (Lpz, 1910), p. 8-— 9; 
siebe a. eine ausfubxlicbere (mir nicbt bekannte) Abb. desaelben Verf in 
der Zeitscbnffe L’enseignement matb^matiqne, 12. Jabrg, 1910, p 266 — 293 

Zn S* 87 (Anfgabe der Weizenkomer anf dem Scbacbbrett). 
Die Legende bat kdrzlicb erne eingebende bistoriscb-bibliograpbiscbe 
Bebandlung und Untersucbung auf Grand der einschlagigen arabischen 
wie abendlAndiscben Literatur erfabren durcb J. Ruska („Zur Geschichte 
der Scbacbbrettaufgabe**, Zeitacbr. f math, u naturw. Unterr , 47. Jabrg , 
1916, p. 276 — 282). Das Ergebnis dieser grundlichen Untersucbung ist, 
dafi die uberlieferte Passung, wie sie sich mife geringen Yarianten durcb 
die gesamte Scbulbucberliteratui bindurcbziebt und wie sie aucb biei 
in Bd 1 reproduziert ist, jedenfalls preisgegeben werden muB Will 
man die Kbppen der unter siob widerspmcbsvollen Angaben der blteren 
Quellen meiden, so wixd man gut tun, die Namen des Scbacherfinders 
nnd des indischen KOnigs ganz fortzulassen, und nacb Ruska etwa so 
sagen: „Nacb einem Bericbt des Historikers Ja^qubi (urn 880) erbat 
sich der Erfinder des Scbachspxels als Ebrengescbenk die Zabl der 
Weizenk5rner‘*’ usw 
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Zti Kap* HI, § 3 („Trersoliiedene dyadisclie Spi^e TmcL 

Zn S. 4Sy Aafang Ton Aliselmitt IV („Gitterscferift<9s Von dem 
Anselien, das die ,,Steganographie^^ ehemals geno6, zengb eine Stelle, die 
Tnir in einexn alteren nmnismatischen Werke^) begegnet ist. Da sie zn- 
gleich eine Charakteristik von Daniel Sc bw enter (1585 — 1636) gibt, 
dem ersten deutschen Matbemaiiker, der dber nnser Gebiet der delek- 
tablen Mathematik ein eigenes gT5Beres Bnch verfaBte imd dessen bier- 
dnrcb und mebr nocb durcb andere matbematificbe Werke erworbene 
Verdienste ubrigens nm so bober zn veranscblagen sind, als die Jabre 
seines wissenscbafklicben nnd scbriftstelleriscben Wirkens uberwiegend 
in eine der trdbsten Ferioden dentscber Gescbicbie fallen, so sex jene 
Charakteristik bier wiedergegeben ; ,,Der aUerangenebmste nnd liebens- 
wurdigste Mami“, so wird Scbw enter bescbrieben, „von dem die aitigsten 
Anekdoten erz^blet vrerden, die so fein nnd knrzweilig sind, als sein 
JPeter Squens^ war ein Erfinder in der Mathematik, in der Bevestignnga- 
nnd Belagemngs-Eimst, in der ibn Generale zn B*a& nnd Hnlfe nabmen, 
. . . nnd in tansenderley Knnsten, so gar wenn es fnr seinen Bnhm nicbt 
zu klein ist, im Cbartenspiele. Man bielt ibn ancb fur einen der stSrksten 
Steganologen, worans man damals gar viel macbte, nnd wodnxcb er sicb 
wol unter andem des gel ebrten Herzog Angus ts von Brannscbweig- 
Lnneburg*) Frexxndsebaft, darf icb scbier sagen, erwarb. . . Er war 
in den orientalischen Spracben so gelebrt*), dafi ibn der Magistrat dnrcb 
den damaligen Prokanzler der Universitat znm Poeten der ebrSiscben, 
cbald^ischen und synscben Spraebe ausmfen liefi Bei Scbwenters 
steganologiscben Kiinsten wird es s,icb allerdings vorwiegend nm ganz 

1) Siebe ,,Nurnbergische Munz-Belustigungen‘% herausg. von Georg 
Andreas Will, 4. TeS (Altdorf 1767), p 71. 

2) Herzog August von Braunschweig (1579 — 1666\ Vater des so- 
eben (S 321 — 323) genannten Herzogs Rudolf August, der Begrunder der 
Wolfenbtitteler Bibliotbek, wurde von seinen Zeitgenossen als em Wunder 
von Gelebrsamkeit angeseben. Als „Gustavus Selenus^"' verfafite er ein 
Werk uber das Scbacbspiel, nnd unter seinen sonstigen Scbnften ist em 
Werk uber ^Cryptomenjtica et Cryptograpbia“ ^624). Yon diesem Werke 
des Herzogs uber „Criptologia‘‘ nnd seinen Erfindungen in der Stegano- 
grapbie spncbt ancb Athanasius Kircber(„Antbmologia‘% 1665, p. 149; 
dort Druckfehler „Cristologia“, binfen verbessert'^, der selbst vom Herzog 
einen in Gebeimschrift abgefafiten Brief erbalten hatte. Die bei diesem 
Brief befolgte Metbode bestand dann, die Silben odex Worter m die Felder 
eines Quadrats einzuschieiben und zwar in einei durcb Zablen verge- 
Bcbriebenen Reibenfolge dei Felder. Naturlicb muBte dies Zablenquadrat 
dem BriefempfSnger bereits bekannt sein, um ibm beun Lesen des Bnefes 
als Scblussel zu dienen. 

3) VgL a. S. 120. 

4) Yon Altdorf, an dessen Universitat Sebwenter, wie schon an 
der in voriger Anm zitierten Stelle gesagt ist, als Professor lebrte. 
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tmmafiiematisclie Binge geliandelt Ixaben, mid insbesondere die Bd- I, 
S.4=9ff. von miB besprochene „Cfittersebjifb“ mit der anf der Byadik be- 
xahenden „Gitterfonnel“ wird er keinesfalla gebraucbt imd gekannt haben, 

Zn S. 62;&a, Abeehnltt V O^Tnrm todl Hanoi^), 1 Absatz: An- 
scheinend ist fidouard Line as sebon im Jabre 1883 odor frciber mit 
dem Spiel bervorgetreten und bat es sobou damals mit Eriauterungen 
in den HAndel gebraebt.*) 

Zu Absehnitt TI GjBagaenaTidier^S Zanfeeisen)* 

Zn S. 61: Bei gelegentlicbem erneutem Nacblesen der unser Spiel 
betreffenden Stelle in dem zitierten Werke Cardans empfand icb, dafi 
der ibm gewidmete Satz in Bd. I keinesfalla genugt und jedenfalls ge- 
eignet ist, ganz falscbe Vorstellungen zu erweeken. Wenn es aucb riebtig 
ist, die Ausfffhrangen Cardans keinerlei mathematisebe Gesiebts- 
punkte entbalten, wenn auch seine Abbildung niebts auBer der blofien 
„Spange^, wie wir sagen, — dem Sebiffeben („navieula“), wie es dort 
heist, — aufweist*) und somit reebt diirfbig und in dieser Form wobl 
eigentbeb flberflussig ist imd wenn aucb die ganze Stelle der wiinsebens- 
werten iClarbeit undPrazision ermangelt^), so gibt docb Cardan das prak- 
tisebe Verfabren und die bierbei zu beaebtenden Regeln richtig an und 
kennt insbesondere auch, zum mindesten fiir seinen Spezialfall der 7 Binge 
und demnacb aucb ffir alle einfacberen Fklle, die Zabl der fur die versebie- 
deuen Aufgaben erforderlicben Umstellungen genau. 64 Sebritte, so gibt er 
an, sind erforderlicb, um alle 7 Binge auf die Spange bmaufzubringen 

1) Vgl. a. in Sobwenters „Deliciae pbysico-matbbmaticae“ (1651) 
den 4, Teil- „Auffgaben, die Scbreibknnst betreffend" (p. 621 und p. 524/525) 

2) Siebe neben dem sebon zitierten Absebnitt aus Lucas’ „R^cr. 
matb€m,“,in (p. 56 und p 58/69) einen Artikel von Henri de Parville. 
„La Tour d’Hanoi et la Question du Tonkin^ (La Nature, 12i6Bae ann^e, 
1884, premier semestre, p. 285 — 286), der ansebeinend zuerst im „Journal 
des I)ebats‘‘ vom 27. Dezbr. 1883 erschienen ist; s bierzu R. E Allardice 
und A. Y Fraser, „La Tour d’Hanoi", Proc. of the Edinburgh Matbem 
Soo. II, 1883 — 1884 (Edmburgb 1884), p. 50 — 62, wo der Artikel aus 
dem „ Journal des Debate" abgedrucl^ ist — Die von Allardice und 
Fraser ibidem, p 62 — 5S,gegebeneSpieltheorie stebt ubrigens anUbersiebt- 
hebkeit binter der bier gegebenen und im wesentlicben aut P, H S cboutes 
Arbeit berubenden Fassung zuruck, wenn beide aucb in ibren Resultaten 
naturbeb auf dasselbe binauskommen 

3) Cardan denkt sicb namlicb Spange und Ringsystem \on einander 
getrennt und fordert also, die Ringe auf die Spange zu bnngen. 

4) Aufierdem ist der Text nocb durch Druckfebler entstellt; bber den 
am meisten storenden s die naebste Anmerkung 

5) In der mir jetzt vorliegenden Ausgabe (De subtilitate hbri XXI, 
Basel 1554, p. 408) ist diese Stelle mit einem sinnstorenden Interpunktions- 
febler bebaRet und lautet so* „primum uoco eum annulum, qui liber est 
in LSIHI uicibus. Si sine errore agatur nauiouia, in omnibus includitur 
annulis" und der Herausgeber einer Ausgabe von 1582 (Basel, p 736) 
stand diesem wunderlichan Passus offenbar voUig verst^ndnislos gegen- 
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-w^hrend es enteprecliend fiSr die Binge 2 — 7 allein — diese ZaMen in 
nnserer Bezeichmingsveise der Kg. 9 (S. 64) — nnr 31 Umsteliungen sind. 
Hieran scHieBt C ar dan den fSr seinen besonder^ FaJl dex 7 Hinge l^gsten 
aller Prozesee, nEmlicb den^ daB anfangs das ganze Ringsystem yon der 
Spange frei ist tmd die Siellnng bergestellt warden soU, in der allein 
Bing 1 anf der Spange sitzt (vgl -tinsere Ausfdhrangen Bd. I, S. 68 Tiber 
die bierzn inverse Anfgabe). 95, die Snmme der beiden vorgenannten 
Zablen 64 nnd 31, gibt Cardan als Anzah.1 der hierfur erforderlichen 
Operationen ricbtig an nnd, wenn man sodann von der so erreichten End- 
stellnng (allein Ring 1 anf der Spange) zn der anfanglichen (das ganze 
Eingsystem frei von der Spange) znrnckkebren wolle, so wurde somit, 
wie er w^eiter sagt, dieser voUstindige KreisprozeB („circnlns totns**) 190 
TJmstellnngen erfordem. DaB das alles in der knappen lateiniscben Fassung 
klar bervortritt, l^t sich freilicb nicbt -wobl bebanpten. 

Anch Wallis findet^) — mit Brecbt — diese Partie Cardans dnnkel 
(„tam obscnre, nt qni rem non alinnde noveiit, band facile conjecerit qnid 
rei sit qnod velit") nnd gibt nnn selbst eine Barstelinng, die an Bent- 
lichkeit nnd Aasfdbrliclikeit nicbts zn wnnscben laBt: Nicbt nnr bat er 
diesen Abscbnitt mit reieblieben Abbildnngen verseben, sondem ex gibt 
ancb fCir die einzelnen Binge genan die erforderlichen Operationen an*), 
wobei er nbrigens das, was bei Cardan nnd bier als eine Operation 
gerecbnet ist, nnzwecknaaBigerweise in mebxere zerlegt. In wirklicber 
Beberrscbnng des Gegenstandes ist Wallis fiber Cardan nicbt hinans- 
gekommen, ja er bat moglicberweise nicbt einmal die Angaben Cardans 
in alien Punkten verstanden, — tJber das Alter des Spielzenga sagt Wallis * 
^Quam vetusta sit baec res, hand dizerim; sedCardani saltern aetate no- 
tam esse, satis constat Neqne earn ille nt rem a se excogitatam tradit, sed 
nt ante cognitam ^ Beacbtung verdient nbrigens wobl nocb die Bemerknng 
Cardans, das Spielzeng, das zwar an sicb keinen Nntzen gewabre, kOnne 
zn Quernegeln (Yorlegescblossern) for Kisten (Trnben* verwandt werden * 

Tiber nnd setzte „primnm noco eum annnlnm, qui hber est in sexagmta- 
qnatuor nicibus (si sine errore agatnr) nanicnla in omnibus includitni 
annuiis ** Die ricbtige Lesart ist natiirlicb : j,primnm voco enm annnlnm, 
qui liber est In sexagintaqnatuor vicibns (si sme errore agatnr) navicnla 
in omnibus inclnditur annnlis . . “ — Ob sicb diese Fassung ancb nnr 
in einei einzigen Ansgabe findet^ Znfallig nnd kurioserweise finde ich 
freilich bei Ludovic Lalanne, „CnriositeB bibliographiques^' (Paris 1857\ 
p. 275/276, als seltenes Beispiel ernes feblerfreien Druckes die Ansgabe 
1557 von Caidans „de Snbtilitate“ angegeben Diese Ansgabe babe icb 
allerdings nicbt geseben; ob sie wirklicb fehlerfrei ist*-' 

1) L. c. (Opera mathem , 1693, II, p. 472) 

2) Die Anfgabe des Spiels ist bei Wallis ebenso gefaBt wie bei 
Cardan (s bier links Anm 3), nnr hat er y statt 7 Binge 

3) „Inntile est hoc per se, sed tamen ad seras artificiosas arcamm 
transfem potest “ 
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Maglidterweise ist die S. 63 (Bd. T) von uns wiedergegebene irrtumliobe 
Bebanpto^ von O. J. Brocb letzten Endes auf diesen Satz Cardans 
znrdokmifQbren . 

S* 62, 7 . ZeUe der Anm. 2; Lies ^Ausgaben** statt „Angaben“. 

Zn S* 62/66; Aus verscbiedenen Mitteiltingen und sonsfdgen Erfah- 
nmgen s<^e6e icb^ dafi das Spiel („Zankeisen“, „]!5‘umbergex Tand“) in 
Dentschland docb seit langerer Zeit recht verbreitet ist Ancb for Eng- 
land darf man dies annehmen *) In Indien ist das Spielzeug, das dort 
gomk-dlinnda beifit, in den H§.nden der Fakire etwas gewdhnliches.*) 
Das Leipziger Museum fOx VSlkertonde besitzt ein aus China (Provinz 
Schantung) stammendes Exemplar mit nenn Bingen,*) 


1) Als alteste, mir bekannte SteUe der dentschen Litexatur, an der 
nnser Spielzeug genannt ist, vermag ich heute — im Gegensatz zu den 
S, 62 (Bd. I) gemachten Angaben — anzufuhren Johann Heinrich 
Zedlers bekanntes „GroBes voUstandiges Universal-Lexicon aller Wissen- 
schaften und Kunste“, Bd. 24 (Leipzig u. Halle 1740), col 1616/1616, 
wo das Spiel, und zwar unter dem Namen „Ntirnberger Tand“, freilich 
nur ganz knxz, beschrieben ist (die SteUe ist wiederabgedmckt in den 
„GescMchtsblattem far Technik, Industrie und Gewerbe“, denen ich 
diesen Hinweis verdanke, Bd. HI, 1916, p 62: „Anfrage 67“ ; die Antwort 
s. dort p. 348/349). Zmn Zeugnis far die Verbreitung des Spiels in 
Deutschland zu Anfang des vorigen Jahrhunderts nenne ich die „Jugend- 
erinnerungen eines altan Berliners*^ (Berlin 1878) von Felix Ebert y, 
der i. J, 1820 und folgenden Jahren die bekannte Cauersche Pensions- 
und Erziehungsanstalt in Berlin besuchte und bei Gelegenheit der dort 
unter den Schdlem gepflegten Spiele, wie Schach und Mdhlespiel, bemerkt: 
„Bei einigen Knaben, auch bei mir selbst, war ein gewisses Geduldspiel 
sdbr beliebt, welches fast eine Stunde Zeit erforderte, um zwSlf elfen- 
beineme Ringe von einer Messinggabel herab und wieder binauf zu 
bringen“ (p. 193) In den umfangreichen Musterbiichern resp Preislisten der 
ehemals(etwal860)inNumbergexistierendenSpielwaj:enfabrikG G Fend- 
ler u. Comp, ist ein „Zankei8en“ mit sieben Bingen abgebildet (eine Photo- 
graphie dieser Abbildung aus den mir nicht zug’anglichen Preislisten ver- 
danke ich Herrn Franz M Feldhaus, der in dem soeben schon zitierten 
Bd-IH* p. 171 — 176, seiner „Geschichtsblatter f Technik“usw diese „funf 
schweren Bande“ (Querfolio-Format), freilich ohne Wiedergabe des „Zank- 
eisens“, besprochen hat) — Siebe a meinen Aufsatz „Matbiematik im Spiel 
nnd in der Liebe“, Zeitschr. f. Bucherfreunde VIII®, 1916, p 84/86. 

2) Siehe eine Notiz von H. J Purkiss in Educ. Times Reprints III, 
1866, p 66. Das Spiel wixd dort ala „ring-puzzle“ reap, als System der 
„complicati annuli" — dies der Ausdruck von Wallis (vgl. hier Bd I, 
S. 61, Anm 2) — bezeichnet. Die maihematische Darlegung (p 67) endet 
bei Purkiss ubrigens mit genau derselben Formal, die bei uns diesen 
Abschnitt (Bd. I, S. 72) beschliebt 

3) Siehe Jaffur Shurreef [Scherif], „Qajioon-e-Islam, or the Customs 
of the Moosulmans of India", herausg u ubers. von G. A Herklots 
(London 1832), p. 296; s. a. Tafel fV, wo in Fig. 6 ein Exemplar von 
neun Ringen abgebildet ist. 

4) Den Hinweis auf dieses Leipziger Vorkornmnis verdanke ich 
Ilerrn Pastor Fritz Jahn, dem Leiter der ZuUehower Anstalten und 
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Zu Eap« HI, § 4, S« 88ff. (^Ctewiclitsproblein**). 

Zn S. 88f. in Verbindimg mit S» 41 f«: An diefien Stellen handelt 
es sieh nm die Darstellbarkeit sdler Zahlen als algebxaisclier Summen Yon 
Potenzen der 3, wobei jede einzelne Potenz in der betreffenden Smnme 
bdcbstens eixunal vorkozuznt. Um nnn for eine bestmmite Zabl dieee D&r- 
stellung dnrcli Potenzen der 3 zu erhalten, gaben wir in Bd. I kein be- 
sonderes Yerfahren an, viebnehr ergibt aich dieses von selbst. In der 
Tat bietet sich, wie an einem einfacben Beispiel, etwa der ZaJhl 46, dar- 
gelegt werde, obne weiteres folgendes Yerfabren: 

46 = 1 + 45 

1 + 3 . 15 

= 1 -f 3 - (O.-j- 3 - 5) 

s=s 1 — J— 3 • (0 3 - 1 "1“ ^ ' ^1) 

= l-j-3-{0-f-3 • [ — l-f-8 - { — 1 + ^}]) 

= 1 + 0 * 31 — 1 • 3* — 1 • 3» -f 1 - 3^ 

= 1 — 9—27 + 8 %. 

Will man aber an die Stelle di^es natdrlicben und selbstversttodliehen 
Yerfabrens nnbedingt einen gewissen Sebemaiismns setzen, so bietet sieb 
bierfar, gleicbfalla von selbst, die folgende Form: 

46 = 4- 1 +_3 • 15 ; 11+1 

15= 0 + 35 B OB 

5 = — 1 + 3 2 ' 9 '— 1 9 

2 = — 1 -i- 3 ' 27 ; — 1 • 27 

3 == 3 1 ' 81 ■ *+ 81 

4-1 — 9—27 + 81 

Fur die Darstellung durcb Potenzen der 2 (vgl. Bd, I, S 35 f) liegen die 
Yerbaltnisse, wenn mSgbcb, nocb einfacber — Wenn demgegenuber eine 
Notiz im Interm^^d. des matb^m 18, 1911, p 170 (^(juestion 3898 1 fiir diese 
Darstelliingen eine besondere „Metbode"' angibt, so liegt erstlicb, wie 
gesagt, kein Bednifiiis fur eine solcbe vor, und zweitens kommfc das dort 
gelebrte Yerfabren, wie leicbt ersiebtlicb, auf genau dasselbe binaus vrie 
das obige, nur unterscbeidet sich jenes ron diesem dadiucb, da6 es wemger 
durcbsiehtig und wemger einfacb ist, Ygi dazu einen in Bd. I, S 166 7 
zitierten Aussprucb Schopenhauers 

Zu S. 30 — 92 In Erganzung Oder vielmebr in teilweiser Ersetzung 
dieser Ausfubrungen mocbte icb, einer Anregung von sehr geschSiizter 
Seite folgend, nocb dieses binzufugen Aus der S 41 ^Bd I) angegebe- 
nen Identitat; 

eifhgen Forderer des Spiels in alien semen Formen. Eine Abbildung 
dieses cbmesiscben Stuckes ist in meinem vorerwabnten Aufsatz, Zeitscbr. 
t Bucberfceunde, 1. c p 84, nacb einer Skizze, die icb dem Museums- 
dixektor, Herrn Prof. Dr. Weule, verdanke, gegeben. 
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(I) 1 -|- a? 4- a;* + £B* + \- ^ — 

(1 4- aj + a!») • (1 + as* 4- SB») • (1 + a® + a «) . ■ . (l + ce^^~^'> 4 a;® (s’— i)^ 
Oder vielmebr aus der daraus bergeleiteten und gleickfalls dort ange- 
gebenen weiterea Identit^t 
— i(3^-l) -^(sr^s) 

CG ^ 4 “ ^ ^ 4 “ * * * " 1 “ ^ " 4 " ^ ^ 4 “ ^ “ 4 “ " 4 " 4 ” 4 * * ■ * 

4 ^ ^3 (s — i) _ ^ 1 ^ ^ 1 -j- (a;"”® 4 - 1 4 - a?®) . . 

‘ {x~ 4- 1 + 

folgertea 'wix {S. 42, Bd ])» ganzen Zablen von 

bis 4“ EinscbluB dieser Grenzen sich auf eine und nur 

A 

eine Art als aJgebraische Summen der Zahlen 1, 8, 9, 27, . . 3*"^^ dar- 
stellen lassen, und im Sinne unseres Ge'wicbtsproblems bedeutet dies, 
dafi mit Gewiohten von bzw. 1, 3, 9, 27, . 8^""^ Gramm alle Wdgungen 

von 1 bis — - — Gramm von Gramm zu Gramm ansgefiihrt warden 

kSnnen Andererseits sind aber mit r verscbiedenen Gewicbten hdcbstens 
3^— 1 

— - — verscbiedene Wagtmgen mdglicb (s. S. 90, Bd I) und aucb dies, 

wie dort gezeigt ist, nur dann, wenn die MaBzablen 
r Gewicbte lauter unter sicb verscbiedene algebraiscbe Summen ergeben, 

3^ jL 

wobei dann die Summe aller dieser Zablen a die Zabl sein mu6. 

2 

Wenn vnr also einen zweiten Gewichtssatz • von a^, ag, . Gramm batten, 
der dasselbe leistete wie degenige von 1, S, 9, 27, . 3^“”^ Gramm, so 

bedeutete dies, dafi die s§.mtlicben algebraiscben Summen, die aus den 
Zablen Ug, .. gebildet werden kbnnen, alle ganzzabligen Werte 

von 4" 0 EinscbluB beider Grenzen er- 

ja a 

geben, nnd offenbar bestebt dann die Identitat: 




-yCs^-s) 

+ x 




— (s^— i) 

4-x® ==‘(a;““*41 + a(‘^)'(a5'"“*4l4«“‘)-(a:~“’4l4a-““) •• 

(a!-“'-414a:“r), 

— (s^ — l) 

xmd daraus folgt durch Multiplikation mit 4“«/ . 


v.8^— 1 


(II) 1 4“ ^ 4” 4” 4" 4” • • 4^ 

(1 + + a;®**) ■ (l 4 4 «*“*) • (l 4 4 • • (l 4 + a* ) 7 

also eine Relation, die uns ebenso, wie Gleicbnng I, eine Zerlegung des- 
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selben Polynoms 1 + a? + a^+ • • • -f- in r Fattoren Kefert, Von den 

in Gleichnng 1 anf der rechten Seite stelienden Faktoren ist nun der 
erste bekanntlicli gerade das Polynom, das, =0 gesetzt, die primitiyen 
dritten ESnbeitswurzeln liefert; der zweite Pakfcor: 1 + =0 

setzt, gibt die piimitiven netmten Embeitswnrzeln (s. etwa P. Bacb- 
mann, »Die Lebxe von der Kreistheilung", Lpz, 1872, p 16); sodann 
1 + = 0 die piimitiven 27-ten Einbeitswurzeln usw. Nun sind 

aber alle diese Gleicbungen bzw. Polynome bekanntlich irreduktibel (s, 
etwa Bachmann, p. 32ffi.), und die Faktorenzerlegtmg unsexer Identitat I 
ist daher die einzig m5gKcbe Zerlegnng des Polynoms in r Faktoren. 
Das bedeutet, daS die Reibe der Zablen mit deqenigen 

der Zablen 1, B, 9, . .. 3^““^ identiscb sein muB, w. z b. w. 

ZxL Kap. HI, § 5, S. 98£t C»Q'ergonzies SaTifenprobleixi*^). 

An Literatur der firuberen Zeit sind versebiedene, der Periode 1860 bis 
1875 angebOrende Abhandlungen nacbzutragen, die bier nnr mit den Jabres- 
zablen und den Nununern des literariscben Index ang^eben seien: A. L. 
Crelle (1852, Nr. 216), J. L. A. Le Cointe (186B, Nr. 266), sowie die mir 
nicbt bekannten tmd unter Nr. 596 des Index nacbgetragenen Abbandlungen 
von Ad Steen (1866 — 1873), S. Hertzsprung (1867), L V. Lorenz (1871). 

Le Cointe behandelt den Pall von m« Karten, die bei dem Spiel 
zu m Haufen von je Karten angeordnet werden Die Unter- 

Bucbungen Gergonnes (s. Bd I, S. 100), die den spezielleren Fall 
w a= m betreffen, scbeint der Yerfasser ebensowenig wie sonstige Lite- 
ratur gekannt zu haben, vielmebr war er nur durch eine mtodliche Mit- 
teilung semes Preundes und fruberen Lebrers Gascbeau (Prof, der Faculte 
des Sciences in Toulouse) mit dem*Problem und zwar dem einfacben Falle 
m = n = S bekannt geworden, von dem aus er sodann den genannten 
allgemeineren Fall einer Untersuchung unterwarf Crelle (1 c p 317 — 332) 
betrachtet den Fall, dafi h • k Karten immer in h Haufen von je A Karten 
angeordnet werden (7i und A beliebige ungeiade Zablen), und zeigt, da6, 
wenn man den Haufen, der die gedachte Karte enthalt, bei jedem Zu- 
sammennebmen der h Haufen in die Mitte nimmt, die gedacbte Karte 
scblieBlicb auf den Mittelplatz des ganzen Haufens gelangt. Die Anzahl 
e der Haufenanordnungen, die bierfur jedenfalls binreicbend, fur beson- 
dere Falle — je nacb Lage der gedacbten Karte — aber aucb notwen- 
dig Bind, bestimmt sicb nacb ibm durcb die Ungleichung 

1) Abgeseben davon, daB wir die Formel naturlicb in unseren Be- 
zeicbnungen (Bd. I, S IQS') geben, bat diese bei Crelle aucb insofern 
ein anderes Ausseben, als er — im Gegensatz freibch zu dem, was uber 
den als Ausgang (1. c p 317/8) benutzten Spezialfall (h = 3, k = 71 ge- 
sagt i-st, — die erste Haufenanordnung nicbt mitzEhlt. 
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Nachtrage imd BericMigungen zu Bd. I 

Ans i^ieueater Zeit sind iDsbeaoiidere Arbeiten von H Onnen sen. 
(Nr. 691» *781, 781* des Index) zn nennen. In der ersten dieser Arbeiten 
(1. c. p, ISl — 128) betracbtet Onnen znnaehst, in Weiterentwicklung der 
Untersncbiingen von C. T. Hudson und L. E. Dickson (s. Bd. I, S 104) 
Anordnnngen von h • k Karten in h Haufen zu je k und bestimmt die 
Anzabl der Anordnnngen, die notwendig und hinreichend sind, um die 
ausezwahlie Karte auf einen bestimmten, rten, Plafcz des ganzen Haufens 
zu bringen. In dem Hauptteil der Abbandlung und in den folgenden 
beiden, von denen dbrigens Nr. 731 a nur ein Extrakt von Nr. 731 gibt, 
behandelt H. Onnen ein wesentlicb aUgemeineres Problem als alle seine 
Vor^tnger, indem er nMmlicb annimmt, daB bei den versobiedenen, auf- 
einanderfolgenden Haufenanordnungen Zahl der Haufen und demzufolge 
aucb Zahl der Karten jedes Haufens verscMeden sind. Wir haben also 
den Fall, da6 die Karten bei der ersten Haufenbildnng zu \ Haufen von 
je Karten, bei der zweiten zu Haufen von je 7c^ Karten usw., an- 
geordnet Tverden, vrobei natilrlich 

. • Zg =» . —N (Gesarntzabl der Karten) 

sein muB, Auch fdr diese wesentlicb allgemeinere Pasaung des Problems 
werden dieselben Fxagen wie fdr die spezielleren Probleme gestellt und 
beantwortet. Dabei unterscheidet Onnen hxnsichtlich der Art und Weise, 
wie das Kartenkunststuck praktisch ausgefubrt wird, zwei verschiedeneFaDe, 
und es exscheint in Erg^nzung unserer Betrachtungen in Bd. I geboten, auf 
diesen Punkt etwas naher einzugehen- Wenn wir bei jeder Karte von 
einer ^Bildseite" und von ihrem „Rucken“ sprechen, so gibt es far die 
Art, wie die Karten in dem ganzen Paket liegen und wie sie auf die 
einzelnen Haufen verteilt werden, offenbar folgende 4 Moglicbkeiten 


Lage der Karten im ganzen 

Lage der Karten in den 

Paket 

einzelnen Haufen 

I Rueken oben 

Rueken oben 

I* Bildseite oben 

Bildseite oben 

II Rueken oben 

Bildseite oben 

II* Bildseite oben 

Riicken oben 


Das Verfahren I ist dasjenige, das wir in Bd. I, S 98 — 100 dem dort be- 
handelten Fall der 27 Karten zugrunde legten, und offenbai gilt die dort 
erhaltene Endformel auch sogleich fur das Yerfahren I*; nur muB man 
dann naturlich gleichfalls von der obersten Karte des ganzen Haufens, 
die jetzt jedoch ihr Bild, nicht ihxen Riicken, nach oben kehrt, abzahlen 
bis zu 9 c — um die gedacbte Karte zu erbalten. Dieses Ver- 

fahren I resp das nur unwesenthch davon verschiedene I* bezeichnet 
Onnen als das Verfahren „ohne IJmkehmng“. Bei Anwendung des Ver- 
fahiens II und ebenso bei ID, das offenbar zn H in demselben Verh^lt- 
nis, uje D zu I, stebt, bezitzt unsere Foimel von S. 100 dagegen keine 
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Oultigkeit mehr. Mit geringen Xnderangen in der Deduktion von S. 99/100 
findet man, daO die nnter den 27 anserwSlilte Karte nach S Hanfen- 
anordniingen ais die (9c4- 3&-}-a — 12)te des ganzen Pakets ersckeint 
Dieses Verfakren nennt Onnen das „mit Umkehrung" *). Die wesentliche 
Tersdhiedenlieit der l>eideii Verfakren erkellt n, a. darans,elafi in nnseirem 
Paile der 27 Karten kei 3 Haufen zn je 9 nnter Anwendung des Ver^ 
fakrens I die 7 , 1^. and 21. £%zte des ganzen Pakets und sie ailein von 
alien 27 Karten ikre PlEtze im ganzen Paket unverandert beibekalten, 
wSikrend kei Anwendimg des Verfakrens 11 die 3 in dieser Weise ans- 
gezeiokneten Karten die erste nnd letzte des ganzen Pakets sind nnd 
neken Omen freilick auck vrieder die mittlere (14) 

Die nnter Nr 678 des literar. Index aiifgafiOirte Akkandlung von 
J. G* van Deventer, deren zweitel Teil jedenfalla kierkergekOrfc, war 
mir nickt ztt^nglick. 

Zvl Kap. XV, § 1 C^^tlrnffinungsaiifgaben^^ Idteratnr nnd 

C^escMidite). 

DieTeilu ngsanfgabe nnseres § 1 findet sick anck in dem sckon ohim 
(S 315, Anm 8) genannten Milnckner latein. Pergamentcodex 14684 ana 
dem 14. Jakrknndert und zwar dort sogar in zwei Fassnngen: foL 31^ 
nnd 32'^, und ebenso in der ebendort gleickfalls zitierten Amplonianiscken 
Handsckrift aus der ersten HS-lfte des 14. Jakrkunderts ; s M. Curtze, 
1. c. (Bibl. math, 9, 1895), p. 80 (Nr XVllI) und p. 83 (Nr XXIX), sowie 
p 86 Die angegebene Lksung, die an der zweiten Stelle (fol. 32"^) der 
Munckner Handsckrift freilick mit versckiedenen (von Curtze emendier- 
ten) Korruptelen bekaftet ist, ist die bei mir 109') als erste aufgefukrte. 
Auck ein auf der Stuttgarter Landesbibliothek unter der Signatur HB 
XI 22 vorhandenei kandsckrifblicker deutscher Algorismus aus dem 
Jakre 1488, liber dessen Verfasser und Herknntt nickta bekannt ist, ent- 
h§It die Aufgabe und zwar auck mit der soeben genannten -.ei'Sten* Losung, 
8 E. Rath, Bibl matkem. (8) 14, 1913/14, p 246 

Wie diese Umfallungsaufgabe in ^Iterer Zeit mit der in Kap. I, § 1, 
von uns besprockenen Aufgabe von ,,Wolf, Ziege, Koklkopf'* zumeist in 
den gleicken Scknften* den ^Anuales Stadenses**, der Aufgabensammlung 
zu Ckuquets ,,Triparty-‘, dem ^General Trattato** Tartaglias, sowie 
den soeben genannten Munckner und Erfurter Handsckrift en, vorkommt, so 
sckeinen auck beide Aufgaben in gleicker Weise voikstilmlieke Vexbrei- 

1) Auck im urspxunglicken Paket katte die gedackte Karte ubngens 
diesen Platz innegekabt; denn sowokl bei dem Verfakren II wie bei I 
stellt eine dreimalige Haufenbildung — far 27 Karten und 3 Haufen 
von je 9 — die urspningbcke Reihenfolge wieder her 

2) Das Verfakren ,,mit Umkekrung‘* legen beispiels weise zugrunde 
folgende Antoren: Hudson, Dickson, Le Cointe. 
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tcolg geftinden 2 n*liabexi, nud so findet sicli denn ancb unsere XTmftillungs- 
aafgabe in xumiittelbarem AnEcbluB an die and ere Aufgabe in den fol- 
^mden^ schon oben (S. S16f.), in den Nachtaragen zn jener, erwahnten volks- 
kmidlicben Werken aufgefnbrt: Sim rock, 1. c. p. 36, Nr, 235; Jena 
Kamp, 1. c. p»S2e, Nr. 17; Pitre, „IndovineIli, Bnbbi" nsw,, p. 292, 
Nr, 928 (statt 4 bzw. ^qnattni^^ in den MaBzaUen lies doit 8); sovie 
bei Casalicchio, italien. Ansg. von 1728, p. 329/330 xesp. dentscbe Ansg. 
von 1706, 2. T., p. 222/3, 

Zu Kap. V (jjParkettierungen**). 

Zn S. 125 nnd S. 129, Anm, 1: Abch Albrecht Diirer verdient 
wohl, bier genannt zn werden. Finden sich doch in seiner „Underwey- 
simg der messting mit dem zirckel nnd ricbtscheyt, in Linien ebnen 
xmnd gantzen corporen" (1525) im 2, Bncbe in den Fignren 22, 23, 26, 27 
die Parkettiemngen nicht nnr nnserer Fignren 2, 3, 4, also die schon im 
Altertnm bekannten Falle, sondern anch die nnserer Fignren 9, 10, 11, 
nnd zivar mit dem Bemerken; ^Soliche ding mag man brancht zn stnben 
tillen nnd estricben^^; s a. die lateinische Ansgabe (^Institutiones geo- 
metricae*^) 1632, p 62 — 67. — Die beiden letzten Zeicbnnngen von Ddrers 
Fignr 26 nebst dem zngehSrigen Test Bind freilicb fehlerhaft, docb kommen 
diese Fragen fur nnsexe Fassnng des Tbemas nicht in Betracht 

Zn S. 141, letzter Absatz : Mit nnserem Fall XV (3, 3, 3, 4, 4) be- 
schaftigt sich eine knrze Note von W, A. Whit-worth in den Educ. 
Times Eeprints, vol. 40, 1883 (1884), p. 59, jedoch sind die dortigen An- 
gaben z T nnrichtig. Bemerkt sei insbesondere eins: Far alle verschiedenen 
Formen dieser Parkettieinng, also obne Dnterschied beispielsweise zwischen 
den Formen nnseier Fignren 19 — 22, gilt, wofem die Parkettfigur nnr 
hinlanglieh groB ist, stets, daB die Zahl der vorkommenden Drei- 
ecke doppelt so groB wie die der Qnadrate ist Ist ndmlich n die An- 
zahl aller „Pnnkte der Parkettiemng*^ — n sehr groB — , so ist, da 
jeder „Punkt“ 3 Dreiecke beanspmcht, andererseits aber jedes Dreieck 
in 3 „Pnnkten“ vorkommt, die Zahl der Dieiecke auch w, wS.hrend die 
Zahl der Qnadrate, da jeder ^Pnnkt** deren 2 beanspmcht, jedes Qnadrat 

aber in 4 „Pnnkten‘‘ vorkommt, nnr — betragt. 

2 

Zn Kap. VI („Einige kleinere Unterhaltniigen.**)- 
Zn § 1 Bachetsches SpiePO* Sixie interressante Abart des 

Spiels eehl§gt W. W Eonse Ball, „E€cr^ations etproblemes math^ma- 
tiqnes", Franz. Ansg. von J Fitz-Patrick, Paris 1898, p, 30f ; 2. franzds. 
Ansg., t. I, Paris 1907, p 95 f., unter YorfELhmng zweiex konkreter Spiel- 
partien tot: Die Freiheit der Spielenden wird insofern weiter einge- 
sch^nkt, als jeder Spieler w^hrend derselben Partie nnr eine be- 
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Btimmte AazaM Toa Malea^ etwa drei** Oder aneh nnr ztreiraal^ um 
dieaelbe Zalil bzw. am dieselbe ^^Sprangstnfe^^ fortseliT^itea darf. 
Bine zna&ematisclie UntersncliTing iiat diese Spielform wohl bisher nocb 
gior nicbt erfahren. 

ZtL § 2 G^Matas dedillaomea eoeis^O^ ^ einer dex Befipreclitingen 
des ersten Bandes dieses Bucbes yerzniBt der Bezenseat eine Angabe tLber 
die Eatstebung der ^erkregel ^Mnttis dedit nomea cocis", and ich mub 
gesteben, dab mix biexaber in der Tat nicbts bekannt ist. Bis aaf weiteres 
mdcbte icb glaaben, dab die Merkregel von irgend jexaandem ad boo 
konstmiert ist: Es bandelt sicb for dieses Kartenknnststdck damm, als 
Merksprueb vier Worte B, O, 2> von folgenden Eigenscbaftdb zu 
Enden: Jedes Wort mub 5 Bucbstaben, darunter zwei gleicbe, entbalten, 
und zwar mussen diese insgesamt 20 Bucbstaben aus 10 untereinander 
verscbiedenen, je zweimal vorkommenden Bucbstaben besteben. Yon diesen 
10 Paaren gleicber Bucbstaben ent^lt zunEcbst, wie soeben scbon geaagt 
wurde, auf jedes der 4 Worte ein Paar, und die ubrigen 2 € Bucbstaben 
zQussen so auf die 4 Worte verteilt werden, dab jedes der 4 Worte mit 
jedem der anderen 3 Worte einen und aucb nur einen Bucbstaben gexnein 
bat. — Dabei will icb nicbt gerade bebaupten, dab das Eartenkunststuck in 
der vorliegenden bestimmten Form bereits vorber existiert baben mub und 
die adaequate Merkregel binterber dazu erfunden ist, vielmebr mSgen 
beide, Kunststdck und Merksprueb, etwa gleicbzeitig entstanden oder docb 
emander gegenseitig angepabt sein. Dem [Jrbeber des Merkspnicbes kann 
ubrigens eine gewisse Fmdigkeit nicbt abgesprocben werden, da es ihm 
gelang, die angegebenen Postulate durcb 4 wirklicbe Worte, nicbt bloBe 
Buebstabenaggregate, zu befriedjgen und zwar sogar durcb solcbe Worte, 
die zusammen einen wirklicben Satz bilden^), was zu erreicben im all- 
gemeinen scbwierig, wenn uicht unmoglicb, sein wird.*) Naturlicb darf 
man von einem solcben ad hoc gebildeten Merksatz keinen tiefen Sum 
erwarten*), und ebenso verfeblt wird es in solcben Fallen im allgemeinen 
sein, nacb einer besonderen Entstebungsgeschichte fur solche Buchstaben- 
spielereien zu sueben Die Entstebung ist zumeist eine sebr emfacbe und 
naturliche — Aucb andere verwandte Bucbstabenspielereien, wie die im 
Aberglauben vielgebraucbte Sator-Arepo-Formel oder das bekannte Abra- 

1) Cocus ^coquusj = Koch 

2) Ygl. z. B den S 150 (Bd I) fur einen anderen Speziaifall des 
Kartenkunststuckes angegebenen Merksprueb. 

3) Der Merksatz wird manchen Leser an die lateiniscben tbungs- 
^atze erinnem, die er in der Serta oder Qumta bat ubersetzen mussen 
und die bisweilen um nicbts „geistvoller'‘ sind; aucb sie sind, wenngleicb 
ihre Bildung viel weniger scbwierig oder liberbaupt nicbt scbwierig ist, ad 
hoc konstmiert, um nhmlicb gewisse Yokabeln, Formen usw anzubringen. 

4) Siebe daruber mein Bucb „Altes und Neues aus der Unterhal- 
tungsmatbematik*" (Berlin 1918), p 168 — 203. 
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cadabrarDreieck oder das im islanuschen Orient so weit verbreitete 
myalasclwnagische BfSddb^), sind, wie mix Bch^t, nacb U^bnlicben Ge- 
sicbt^mkleii zn boorteilen bzw*. zu erklSjren. 

Zu § ^ (,^Eui Karteukanstst&ck Mongres^O* mathematiscKe 

Tkaorie dos Mougoschen Kartenmiscliens ist aufier deu in Bd. I bereits 
ziiderteu Abhandlungen insbesondere noch zu nennen eine Notiz vou 
Lloyd Tauuer in Educ. Times Eeprints 38» 1880^ p. 74 — 75 (Antwort 
auf Prage 6189^ ibid p- 73). Gegenuber diesen alteren Arbeiten bieten die 
neueren Yer5ffentIlolumgen uber den Gegenstand, nSimlich: A. Bienaym^, 
^Sur un probl^me de substitutions ^tudid par Monge", Nouv. ann. de 
maitiim. (4) H, 1902, p. 443—446, sowie die Notizen im Intermdd. des 
xnaibdm.l9^ 1912, p. 121 (Question 4027; Worms); p. 208 — 210 (A. Boutin; 
L. Aubry); p. 285 (Worms), die von der fruheren Literatur ubrigens fast 
gsj: keine Notiz nebmen, nicbts vresentlicb Neues mebr. 

Zu § 4 C„Onfcel uud Neffe")* 

Zu S. 150/7 nebst Aiun. 8: Ein anscheiuend bierauf zielendes Batsel 
ohne Ldsung dndet sich bereits, aus dem Anfange des 10. Jabrbunderts 
stammend, in der Reicbenauer Handschrift Nr* 206 (3) zu Karlsruhe; s. 
die von Franz J osepb Mone m seinem „Anzeiger fur Kunde der teutscben 
Torzeit*^ Jabrg. 7, 1838, verOffentlicbte „Rathselsaminlung“ (1 c col. 40: 
Blltsd 47) 

Zu S. 158ff«s Scbon in den Digesten, der bekannten romiscben 
Eechtssammlung, findet sicb, vrie icb freilicb nur aus zweiter Hand 
ziiiere, die Frage: Patruus ego tibi sum^ tu milii* 

Zu Kap. VU (,33C©ttspiele“). 

Zu S. 166: Dem Titel nacb ware bier eine unter Nr, 718 des literar. 
Index aufgefabrte Abbandlung von E. Piorilli, die mir nicbt zuganglioh 
ist, nacbzutragfen, docb gibt der Titel anscbeinend nicbt die ricbtige Vor- 
stellung von dem Inbalt der Untersucbung * Um eine „matbematiscbe The one 
des Scbachspiels** in unserem Sinne bandelt es sich dort jedenfalls nicbt, 
vielmebx gibt der Verf, nacb dem Referat von G. Vivanti im Jabrbuoh 
fiber die Portacbr. d. Math. 42, 1911, p. 254 zu scbliefien, wobl nur die 
langst bekannten und ziemlich wertlosen Gleichungen der verscbiedenen 
Scbacbfiguren. 

Dagegen bat, wie der Kuriosit§/t balber eiwabnt aei, Graf Libri, 
der bekannte Matbematiker, Bibliograpb und Bibliomane, allem Anscbein 
nacb sicb einmal anheiscbig gemacbt, eine matbematiscbe Tbeone des 
Schacb aus dem Armel zu scbutteln. Erzablt docb E, Catalan m seiner 
Nouv. coirespondance matbem., t. 2, 1876, p 33, FuBnote, folgendes: 


1) Vgl z B. meinen Aufsatz „Studien uber die magiscben Quadrate 
der Araber“ in der Zeitscbriffe ,,Der Islam", Bd YII, 1916, p. 238 — 240. 
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Libri ne coxmaissait pas d'obstaclesl Dans nn joturnal de Ma&d- 
matiqnes, qa^il pnbliait k Florence, on pent lire cet €xiotio6z Stant doH]i4B 
deux jonenrs d’dehees^ qni Jonent anssl bien qne possible^ et nne 
partie d’debees dans ime position qn^eonqiie; determiner an bout 
de eombien de coups il j aura debee et mat^* La solution du 
probleme sera denude dans le proebain numdro. 

Bien entendu, la solution n’est jamais venne! 

1) Je eite de mdmoire, n'ajant pas le texte sons les yeux; mais je 
garantis reezactitnde dn sens. 

ZxL S* 170, leizte Zeile: Lies „Taylor‘* statt jjTailor*^ 

Zn S* 171/172 (Freisrerteilun^ bei Tumieren): E. Landau hat 
nenerdings, in einer anch matheznaMsch interessanten Abhandlnng (Nr. 748 
des literar. Index)^ gezeigt, daS anch der von ihm sr. Zt. gegebene Ansatz 
des Problems in besonderen FSillen zn prahtischen Besoltaten fShrt, die 
nnbe&iedigmid sind, da sie eineza in diesar neoen Abh. au%estellten, 
sicher nberall als richtig xmd billig eznpfundenen Gnmdsaize wid^« 
sprechen wtbrden. 

Zu £Zap« vHl (y^lfTozuien- Oder Solit&rapiel*^). 

Zn S* 190 (Aufgabe 1) in Yerbindnng mit S« 192: Die Frage nach 
der Anzahl der verscbiedenen Yerfahren, die eine LSsnng der Hanptatifgabe I 
liefern, ist bereits von A. L Crelle in seinem Jonra. f Math, Bd 44, 
1852, p. 334, gestellt worden. cloch ist dies Problem, das Crelle — ge- 
wifi mit Recht — als voranssichtlich pziemlich schwierig** bezeichnet, 
bisher wohl von niemandem in Angriff genommen. 

Zn der Literatnr uber das Solitarspiel ist noch ein nnter Nr, 180 
des literar Index anfgefnhrter Bericbt uber eine Arbeit von A. Snremain 
de Missery nachzntragen, die mir im Original niclit bekannt imd die 
vielleicht aueb gax nicht gedruckt ist. Der Yerfasser dieses ^Rapport** 
ist nbrigens Y allot, von dem anch der S 188, Anm 3 (Bd !» zitieite. 
an F^rn ss ac gerichtete nnd in dessen Bulletin veroffentlichte Brief bcrruhrt 

Zn § 7 (S. 205 ff.): Wie wir sahen, besitzt fiir das franzosische Spiel- 
brett von 37 Lochem die ,,Hanptanigabe des Spiels** nnr eine sehr be- 
schr'dnkte Ldsbarkeit von den 37 Ldchem sind nicht weniger als 21 als 
^Anfangsloch** ganz nnznidssig, und nnr 16 ermoglichen erne Losnng Um 
nnn zn erreichen, daS die Hauptanfgabe stets losbar ist, modifiziert 
L. F. J Gardes „Contri jution a I’etude du solitaire**, Assoc fran^. 41, 
Congres de Nime^ 1912 (Pans 1913^, p. 80 — 87, s a Proces-veibanx (Paris 
1912), p 69) das Spiel so, dafi er zu Beginn ein leeres Mlttelfeld (14) 
nud anBerdem noch ein zueites leeres Feld annimmt; dieses zweite 
Feld kann alsdaun beliebig gewahlt werden, und die Hauptanfgabe ist 
stets I6sbar, Ob man auch beide an^nglich leeren Felder behebig wdblen, 
also das Mittelloeh dnreh irgendem anderes ersetzen darf, hat Garde == 

Ahrens, Mathem Unterhaltnngeii, S AnH II 22 
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nirffclil: erscdtdpifeEiid geprSft (I. c. p, ST); in zalilxeiclien FSJlen erhSit mazt 
Jede^iyis aacli dann Losungen, iznmerbin mag es aber anck unter 
dles^ Bedisgangen nnldsbare FElle geben. 

Ztx Kap. TX G^clitkonigixmenproblem**). 

Zh S* 227 (Problem der lOKSnIgiimen)* Zu diesem Problem bat mir 
im September 1916 Herr S. L. Langedyk^ damals techn, stud, in Amster- 
dam, intereseante brieflicheMitteilungen gemacbt, die icb in derHanptsacbe 
baerwiedergebe: Sucbt man, eine L6simg des Secbzebnb:6niginnenproblems 
znbildeii, so liegt es nabe, diesen Verarucb durcb Juxtaposition zweier Stel- 
luBgeu des Aebtkdniginnenproblems zu. macben (vgL die Anzu. S. 2S7 in Bd. I). 
Benken -wir uns also irgend zwei L6sungen des AcbtkSnigmnenproblems, 
die eine mitblauen, die andere mit rotenSpielsteinen, auf demselben Scbacb- 
brett aufgebautl Alsdann warden, wie man sofort siebt, folgende zwei Palle 
als wesentllch versebieden zn nnterscbeiden sein: 1. Bin oder mehrere 
Felder des Brettes weisen sowobl einen blauen wie einen roten Stein auf; 
2. kein einziges Feld des Brettes vereinigt einen blauen mit einem roten 
Si^in. Im ersten Fallo hat tmser Versucb offenbar keine LSaung des 
SecbzebnkSniginnenproblems gezeitigt (es sind ja ubexbaupt nicbt 16, 
sondem hScbstens 16 Felder des Brettes besetzt), wobl aber haben wir 
im zweiten Falle stets eine Ldsung vor uns. Benn in jeder horizontalen, 
vertikalen oder dxagonalgerichteten Eeibe sind alsdann bdcbstens zwei 
besetzt: eins mit einem blauen, das andere mit einem roten Stein. 
BaB nSmlieb keine dieser Heiben zwei oder mebr Steine derselben Farbe 
aufweisen kann, liegt ja in der Voraussetzung, daB sowobl die roten, wie 
die blauen Steine fur sicb eine L6snng des Acbtkoniginnenproblems bilden- 
So seben wir: Zwet Ldsungcn des AehtJsdnigimieftjproNems, die ketn Feld 
gemein haben, ergeben (lurch Kombination eine Losung des Sechjeehn- 
hdmgtnnenprohtef>}S. 

Besitzen wir nun eine in dieser "Weise aus zwei L6sungen Lg und L'g 
des AcbtkSniginnenproblems gewonnene Lbsung — wir woUen sym- 
boliseb so scbxeiben + b'g — , SO kSnnen wir uns jedenfalls 

die Eonfiguration nacb Bedarf so gedreht und gespiegelt denkeur 
dafi wenigstens eine der beiden Komponenten Lg und L'g in die Form 
ubergebt, die wir auf S. 225/6 (Bd. I) angegeben und als „Stamml6sung“ 
bezeichnet baben. Obne Bescbr^kung durfen wir also binfort stets 
annebmen, daB wenigstens eine der beiden erzeugenden Lbsungen, etwa 

in der Form einer uia<eier „Stamml5sungen“ vorliegt, und die Auf- 
gabe, alle diejenigen Losungen des Sechzebnkbniginnenproblems, die aus 
je zwei LOsungen des AchtkSniginnenproblems sicb zusammensetzen lasseu, 
zu finden, laSt sicb somit in der Weise erledigen, daB man jede der 
12 Stamm! Ssungen der Reibe nacb mit alien 91 anderen tbsungen des 
AcbtkBniginnenproblemi kombiniert und bierbei alle diejenigen Paare als 
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nnbranclibax streicht, die ein oder xneiirere BretMelder gemem liabeat. 
Diese 12 • 91 Kombinatioiien hot Hexr Langedyk geprnfl;, xmd das Be> 
sultat seiner KombinaMonstafel, anf deren Wiedezgabe -wir verziebten 
durfen, stellt sieb so dar: 

Brancbbaze Kombinationen liefext: 


Btammldsnng 

' mit eigenen Derivierten *) 

i 

mit den 84 bzw. 88 anderen 
lidsxingen dm 
Acbtk5nigmnenproblems 

1 

! 4 

- 

2 

3 

■ 

34 

H 

1 ^ 

29 

4c 

1 

‘ ** « 

34 

d 

! 4 

33 

6 

! ® 

27 

7 

i 4 

30 

8 

3 

! 

36 

9 

1 

' ® i 

29 

10 

; d j 

16 

11 

! ' 

36 

12 

! J 

27 


Summe 44 ' 

Summe 3G4 

Dabei ist nun 

in der letzten Spalte jede 

dort vexzeicbnete Losung des 


Secbzebnkdniginnenproblems zweimal gezkhlt Liefert die Stammlosnng 1 
naznlicb mit der Stamml5snng 6 eine braucbbare Kombination, so ist 
diese sowobl in der ersten Zeile — Stammldsung 1 — , wie in der secbsten 
— Stammldsiing 6 — mitgezkblt Handelt es sicb aber mn eine Com- 
bination einer Stammlosxmg, z. B 2, mit einer „Derivierten“, z. B einer 
solcben von 5 — wir wollen sie 6p nennen, wo p die Operation (Drebnng, 
Spiegelnng) andenten mag, die 5 in uberfnbrt — , so ware die restd- 
tierende Iiosnng des Secbzebnkoniginnenproblems in unserer symboliscben 
Scbreibweise also dnrch 2 -j- 5^, zu bezeicbnen. Wen den wir anf diese 
Kondgxiration nnn die zu p inverse Operation q an, so erbalten wir die 

1) Definition s. Bd. I, S. 218 

22 * 
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TTntifig nndnnn + 5, die ELaturlich von der vorigen nicht wesentlich 
▼earediieden ist, uns al)er ^eigt^ daB nnsere L5stmg, anBer in der z’weiten, 
anch in der fcinffcen Zeile mitgezahlt ist Wir haben demnacb von der 
^inmie B64 die HSilffee zu nebmen tind erbalten sonait das Resnitat, daB 
dhttcJi ewei Jjdsungsn des A.chtJc(Migtnnenprol)levns 

226 tiD€S0fdlich verschiedene, d h. nicht durch Dr^tmgen und Spiegelungen 
tnetncmder uherfdJiTdure Zidsungen des Sec^^eknJcdniginnei^proilew^ eTgeben 
Wie die vorsteliende Tabelle zeigt, nimmt die Stammidsung 10^ die’ 
einzige einfacb-sjmnietriscbe L5sung des AcbtkSniginnenproblems, aucli 
bier eine Sonderstellung ein, indem sie sicb nnr mit 16 der ubrigen 
68 btosimgen paart, wahrend sicb fSx die nnsymmetriscben StammlBsnzLgen 
dturcbscbnittlich etwa doppelt so viel Paarungen ergeben* Ancb darin 
biidet die einfacb-syinmetiriscbe Losnng unter alien eine Ansnabme, daB 
fiie mit ibxen sSmtlicben Derivierten kombiniert werden kanu. Von 
den so sich ergebenden 3 LBsnngen des Secbzebnk5niginnenproblema 
geben wir zwei in den Fig 2 nnd 3 wieder, die wir in der Ausfuhrung der 



entsprecbenden Fignr des Achtkoniginnenprobleras ’ — Fig 13 auf S 227 
von Bd I — angepaBt baben. In Fig 2, die die einfacb-symmetnscbe 
Stanmil5sTing, also die Konfiguration dieser soeben genannten Fig 13, 
nebst ihrem Spiegelbilde widergibt, baben wir, tun die Symmetrie nicht 
zu st5ren, alle 16 KSniginnen durcb Kreuze dargestellt, wahrend in 
Fig. 3 nur die 8 KSniginnen der StammlSsung dnrcb Kreuze, dagegen 

1) Es sei bierbei nacb desf Lange dykscben Kombinationstafel be- 
merkt, daB sicb gar keine brancbbaren Kombinationen ergeben zwischen 
folgenden Gnippen: 6 und 6; 6 und 12; 10 und 12, wobei aucb bier die 
Zablen wieder im Sinne nnserer Liste S 226/6, Bd. I, zu versteben sind. 
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die 8 der durcli Drehung am 90® aas jener hervorgelaenden Derivierten 
darch schwarze Elreise reprStseutiert werden. 

AaBer den aas je zwei Stellangen des Achtkdxaginneaproblems sicli 
ergebenden 226 LOsangen besitzt anser Problem nan nocsh LOsangen 
anderer Straktar in bisber nicbt besfcimmW AnzabL Die in Bd. I, 
S* 227, Pig. 14 wiedergegebene LSsung ist, wie dorfe (Anm.) scbon gesagfc 
warde, eine biervon, and Herr Langedyk bat mir noch 17 weitere 
LSsangen dieser Art mitgeteilt, von denen icb in Fig 4 — 7 einige darcb 




Fig 6 


Fig. 7 


Symmetric aasgezeicbnete reproduziere Dafi diese Konfignrationen der 
Fig. 4 — 7 nicbt darcb Kombination je zweier LOsangen des Acbt- 
kdniginnenproblems entstanden sein kSnnen, ist leicbt za seben; In 
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I^g. 4 mid 5 atle 4 Eckfelder besetzt, -watoend in einer Losnng des 
A ^varftniginn ftnpmMems hSdistens ein Eokfeld besetzt sein kann, da 
nine dart atrfiende ESnigin die anderen S Eckfelder beherrscbt. bi Fig. 6 
tinKm -wir gonz entsprecbend, nnr nicht afif den Bokfeldem, 
anf den zu diesen benachbarten Diagonalfel- 
_j_ dem, 4 ein Qnadrat bildende KSniginnen, Ton denen 

jede die 8 anderen angreift. SchlieBlicb in Fig. 7 baben 

+ -wir ebenso, wie dbrigens anch in Fig 6 bier nnd "wie 

H — * ^ in der LSanng von Bd I, S. 227, Eonstellationen in 

*■ dra Art der Pig. 8, also S ECniginnen, die siob alle 
gegensmtig angreifen nnd die daber nicbt zn zwei Xj$snngen des Acbt- 
IzdnigizuiaztprobleQis gebdren kSnnen. 

Sedis weitere, miter den Lange djksclien nicht enthaltene Ldsmigen 
Terdanke ich Herm Amtsgerichtsrat Scholle in Bostock; zwei dieser 
aechs LQsmigen geben die Pig 9 nnd 10 wxeder. Dafi diese sich nicht 



Fig 9 i'lg 10 


dnrch Kombination je zweier Losnngen des Achtkoniginuenproblems 
erhalten lassen, erkennt man leicht daran, daB sowohl Fig 9 wie Fig. 10 
Grnppen von je drei Koniginnen anfweisen, die sich alle gegenseitig an- 
greifen: in Pig, 9 z- B. a3, a7, c7 (Peldernotation wie in Bd I, S 172, 
Pig 1); in Pig 10 z, B a4, a8, e 8. Die Konfiguration Pig. 9 hat dmch 
die zwischen den einzelnen Koniginnen gezogenen Limen (die beiden ge- 
stiichelten Linien denke man sich hier vorlanfig fort) eine solche Form be- 
kommen, dafi sie aus einer SuBeren Pigur (12 Kdniginnen) und einer 
inneren (4 KSnigmnen) besteht Yon diesen beiden Figuren geht die 
anBere schon bei Drehnng um 90 die innere freilich erst bei einer um 
180® in sich fiber Die ganze Stellung ist mithiu einfaoh-symmetriscb 
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and Hefert durch BzelumgeiL und Spiegelmigeii drei Nd:>enfonn6n. 
xeproduzierb Fig. 10 sicli 'sawohl hei Dr^ang um ISO® wie ancb. bei*^ 
Spiegelmigeii an den Diagonalen; eie is^ mi thin doppelt-symmetriscli tmd 
liefert bei alien Drebnngen tmd Spiegelnngen nnr noch eine Nebenform, 
Bazu weist die Fig. 9 nocb. eine der Fig. lo abgebende Eigensdhaft anf; 
die 16 beaetzten Felder kOnnen in geschlossenem HOsselsprung dureh* 
lanfen ^erden (man brancbt zn dem Fnde nnr die beiden geetrichelten 
Linien an die Stelle der beiden anderen^ die mit ibnen einen Rhombus 
bilden, zu setzen). — Von den weiteren Lusungen Scholles seien noch 
folgende zwei einfach - symmetiisehe angemerkt: I)aS, a4, l>7, bS, 
c6, dl, el, fb^ gl^ p 8, 3, tmd II) a 4, a 5, bl, 

bS, c6, dty e 2, e3, /*6, pi, ^8^ b4, b5. Babei ergibt 

sich n auB I dadnrch, daS man die oberste Zeile yon I fortnimmt und 
sie nnten wieder ansetzt. Nimmt man dagogen in I die unterste Zeile 
fort und setzt sie oben wieder an, so erhUlfc man zwar auch wieder eine 
liOsnng des SeobzebnkOniginnenproblems , jedoch jetzt ^e solohe, die 
sich aus zwei Ldsungen des Achtdamenproblems , namlidbi aus nnserer 
StammlOsung 9 (S. 226, Bd. I) und deren Spiegelbild, zusammensetzt. 
BaB die soeben angegebenen LOsungen I und 11 clagegen zn dieser be- 
floudere^ (Langedykschen) Kategorie nicht gehSren, ersieht man anf 
den ersten Blick daraus, dafi jede ein Quadruj>el yon sich gegenseitig 
angxeifenden KOnigmnen — dl, d2, el, e2 in 1; d2, 53, c2, eS in II — 
besitzt. 

Bei unserem Sechzehnkoniginnenproblem wird die einzelne KOnigin 
mindestens zweimal, sie kann aber auch drei- und hdchstens viermal an- 
gegriffen werden. In unserex Fig. 9 beiapielsweise haben wir zwei 
ROniginnen, die nnr yon je zwei anderen, — 8 Kdniginnen, die von je 
drei anderen, — schlieBlich 6 KOniginnen, die von je vier anderen 
Koniginnen angegriflEen werden; in Fig lu eifahrea nicht weniger als 
12 KOniginnen einen vierfachen und die ubrigen 4 einen dreifachen An- 
griff, Um nun Konfigurationen mit uberall gleichmafiigem Angrid zu 
erhalten, wixft Amtsgenchtsrat Scholle dia Frage auf Wie >iele 
Koniginnen lassen sich auf dem Sehaehbrette lidehstens aufstelien, 
^\eiiii jede von zwei und auch nnr zwei anderen angegrififen seiii 
fei>ll^)i, und findet als Antwort* 11. Von den mix hierfiir mitgeteilt«ii 
zwei Stellungen gebe ich die eine in Fig. 11 wieder. Die mit Zahlen 
bezeichneten Felder seien mit Kdniginnen besetzt , dann wird jede Konigin 
gerade yon den Komginnen der beiden Nachbaizahlen angegriffen, d. h. 
Konigm 7 z. B. von den KOniginnen 6 und d und auch nur von diescn 
beiden, die grOJBte und kleinste Zahl, d li 11 und 1, sullen dabei auch 


1) DaB die Mindestzahl von solcLen Kuniginnen 3 i*t, braucht 
ni.cht gesagt zu werden. 
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als Nachbarzahlen gelten. Ob 
es aucb Ldsungen gibt, in 
denen die Gesamtbeit der K5- 
niginnen nicht, wie bier, einen 
emzigeu Zykins bildet, son* 
dem sich in melixere Zyklen 
spaltet, babe icb niebt ge* 
pruft. 

Zu S« 280, Z« 2: ITach 
brieflicber Mxtteilung von 
Herm H. Onnen sen (Haag^ 
12.Mail910)ist die Zabl^, 176 G**- 
in „1787“ an verbessern. Prof. 
Kopfermann bat nacb Ver- 
gleicbimg seiner Tabellen mit 
denen Onnens dieseZabl 1787 
best2,ingt (Brief v 27 Sept. 1910). Auob die in Zeile 6 angegebene Zabl 
1346 wird biemacb einer Bericbtigung bedurfen. 

ZxL S. 238, Anm. 1 CEaumscbacli). 

Anf die bier beilSnfig erw^linte „Erfiudung*^ — sit venia verbo! — 
eines sogenannten „Baiiniscbacbs“ war icb gefiissentlicb niebt n^her ein* 
gegangen. Inzwiscben ist es dem „Erfinder‘\ einem Hamburger Arzte, 
aber wider Erwarten sogar gelnngen, eine matbematiscbe Zeitscbriffc for 
seine ^^Erfindung^^ zu interessieren, nnd so glaube aucb icb denn, diesen 
Kulturfortscbritt bier niebt langer ignorieren zu diirfen 

Mit gewaltigem Tamtam war die „Erfindung‘* vor gut 10 Jabren 
beivorgetreten: Bevor nocb die Spielregeln prazise formulierfc waren, ver- 
kundete nnser „Brfinder“ urbi orbique, .,daB tibergeoidnete Ranmspiel 
werde dem untergeordneten Elacben- oder Brettspiel tbeoretiscb h5cbat 
werfcvoll werden“; denn das Ranmscbacb sei „das primare Urscbacb*^ 
(siel) nnd „das Brettscbacb nur dessen sekundare Ableitung“; „alle Ge- 
setze des Brettspiels seien kunstlicbe Suriogate fur die naturlicben Ge* 
setze'des Raumspiels.‘^ So der „Erfinder‘* beispielsweise in der „Deutscben 
Brief-Zeitung** vom Pebr. 1908 in einem gegen meine Kritik genchteten 
und zu meiner Belebmng gesebriebenen Aufsatze! In Wirklichkeit ist 
das gespreizt einbersebreitende „ubergeordnete“ Raumscbacb niebts an* 
deres als die simple und meebanisebe, vbllig geistlose tJbertragung des 
gewdbnlicben Scbacbspiels von zwei auf diei Dimensionen, eine Spiel- 
abart, die acbon i, J 1861 bei dem Londoner Sebaebtumier als Euriositlit 


1) An den angegebenen Zablen fur die einfacb- und doppelt-sym- 
metriseben LSsungen andert sich dabei niebts 
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Torgefuhrt wxurde (s. Bd. 1), Ton der aber der geniale Andeissen mit Becht 
uichtfi ’wissen woUte tind die for die „kansale Scbachforschnng^, wie der 
jetzige ^Erfinder*^ in seiner imverkennbaren Vorliebe for nebelhafte Be- 
griffe sicb ausdruckt, ztt deutsebj for die Scbaditbeorie, nichts geleistet 
bat, nichts leistet nnd nichts leisten wird; ygl. ineine bereits in Bd. I 
zitierten, beim ersten Anftreten der „Er£bidiing“ geschriebenen Anfsatze. 

ITnn hat aber nnser „Erfinder“ plCtzlich entdecfct — dnd das ist 
der neueste Fortschritt in der ruhmreichen Geschichte seiner ^,Erfindmig** — ^ 
daB sein ^Raxunschach^'' „ein ansgezeichnetes Lehrmittel zur Ansbildung 
dee Ramnanschantmgsvermdgens^ ist, nnd dieser Yorzng ha^ der neuen 
Erfindung sogar die Pforten der mathematisehen Literatnr zu BfEhen ver- 
mocht. Wenn ein hervoixagender Schachtheoretiker xmd Schachmeister, 
Dr. Siegbert Tarrasch^ die Einfuhrung des Schachspiels in den 
Lehrplan der Schnlen voTschlEgt, so vermag ich zwar nicht zuzustinimen, 
\erkenne deswegen aber den hohen bildenden und ethischen Wert des 
,,kc5niglichen Spiels*^ natnrlich nicht. Bettelarm aber moBte der mathe- 
matische Unterrieht sein, wenn ex fur Ausbildnng der Eaumanschauung 
zu so durftigen und materiell wie metbodisch so weitlosen Lehrmiiteln, 
wie diesem „Rauniscbach‘% seine Zuflucht nebmen sollte. Doch neini Zu 
welcben Hohen und Tiefcn der Erkenntnis der „Erfinder‘‘ uns TJnwissende 
yermbge des neuen Lebrmittels zu fhbren vermag, zeigt mit ■fiberzeugen- 
der Eindringlichkeit der „Nachtrag“ seines Aufsatzes. Die durch eine 
unerreichbare Scbaxfe der Bilder und Gedanken, durch unwiderstehliche 
Logik ebenso wie durch nnverkennhare Originahtat ausgezeichneten Aus- 
fuhrungen lauten wort-wSrtlich so: „Schach und Krieg, Inzwischen, 
nach Abgabe des Manuskriptes , ist der Krieg ansgebrochen. Yon jeher 
hat man das Schachspiel mit einem Kriegsspiel verglichen. Da nun paral- 
lele Beziehungen zwischen Spiel und Kulturstufe bestehen (Spiele der 
Kinder, derWilden usw.), so muB auch das Cbaraktenstiscbe einea mo- 
dernen Erieges in dem modernen Schachspiel zum Ausdiuck kommen. 
Was aber ist das Charakteristikum unseres gegenwartigen Kiieges^ Die 
dritte Dimension* Zum Krieg auf der Oberfiache des Landes und 
Waasers (Schach-„Brett“) gesellt sich der Krieg uber dem Lande und 
Wasser in der Luft (LuffcscbifFe), unter demWasser (Unterseeboote und 
Minen) und unter der Erde (Scbutzengraben). Das moderne Schlacht- 
feld ist ^leei^^ Man sieht nichts Die Hauptsache spielt sich in der 
dritten Dimension ab Sogar unsere scbwere Artillerie kann mit ihxen 
Tausende von Metern hochgehenden Steilschussen ohne dritte Dimension 
nicht auskommen Und die&>e tiefsinnigen Enthullungen stehen nicht 
etwa in einer Faschingszeitung , sondem haben sicb — hofientlich ohne 
Wissen der Schnftleitung — in eine emsthaite padagogische Zeitschrift, 


1) Das bier gesperrt Gedruckte ist auch dort gesperrt. 
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die JPotemehtsblltter fur Mathem. u. Naturwisseaschaffeen“ (1915, Nr. 1), 
emzuscbleidiext gewuBt. 

Wenn ich anch von der „ErfiiidTiiig“ niclits halte, so halte ich mnsO'- 
mehr von dem ^Erfinder**. Eiaen beneidenswei-t glficklichen Menscben 
mnB idi in ihm selien, der jetzt — nach einerti Jahrzeiintl — immer 
noch an seine ,^Erfindtmg" nad ikren Wert glaubt nnd mit ungeminder- 
ter BegeiSterung von iiu: spiiolit. GldckKcli diejenigen, die sich reich. 
vp^inen, wenn sie Dingo besitzen, die, wie die atmospb^scbe Luft oder 
der Sand des Seestrandes, res eommnnes omnium^ Gemeingut, siud! gldck- 
liob diejenigen, denen ein gutiges Gescbick die Fabigkeit verlieh, Tri' 
viaiititen for bedeatsame Erdndungen, ein Nebelgewdlk von Phrasen for 
eine anfschiiifixeiche Wissensehaft, blQhendsten TJnsinn fdr folgerichtige 
Gedanken, an baltenl 

Das nlU^hate Ziel, des SchweiBes des Edlen wert, wird gewifi das 
sein, nacb der matbematischen aucb die — zoologiscbe Literatur dem 
Banmschadb. zu erobem Schon jetzt kommen in dem Eaumscbach als 
Unterarten oder wobl richtiger als „tJberarten“ des vulgaren Lanfers und 
Springers die Mguren „Einbom‘S „Zebra'‘, „Antilope"‘, „Giraffe“, 

„Ofcapi“ und „Hirscb“ vor und, wenn der „Erfinder“ im Adlexfluge seiner 
kubnen Gedanken erst in die vierte Dimension^ von der bislang nui zag- 
baft in Fnfinoten und Parentkesen die Rede war, aufgestiegen sein wird^), 
dann warden gewiB Plnfipferde, Dromedare (mit 1, % 8 Oder 4 Hbckem) 
nnd andere Quadrapeden sicb dazu gesellen. Bisber freilicb warden die 
„einem prakfciscben Beduifiais entsprungenen Bezeicbnungen‘^ der neuen 
Springerformen tunlichst so gewablt, dafi „der Pferdetypus gewabrt 
blieb” („Zebra*‘), doch schon bat sich bei dieser Gelegenheit in Gestalt 
der „ Antilope** tind des „Okapi“ die Familie der „Wiederkauer*‘ — nomen 

1) Dafi es dahin kommen wird, kommen mufi, folgt ja aus den 
oben wiedergegebenen licbtvoUen Darlegungen uuseres „Erfinders*‘ init 
matbematischer Strenge: Alle frdheren Kriege vom Trojanischen an bis 
auf nnsere Tage warden in einer oder in zwei Dimensionen ausgefochten ; 
erat fur den gegenwartigenWeltknegist „das Charakterishkum die dritte 
Dimension**. Die Artillene der Vergangenheit bescbxankte sicb beschei- 
den auf eine oder zwei Dimensionen; dagegen unsere jetzige „scbwere 
Artillene kann mit ibren Tausende von Metem bocbgelienden Steilscbussen 
ohne dritte Dimension nicbt auskommen** Nun steht aber die 
Menscbheit gewiB nocb nicht am Ende aller artilleristisoben Entwicklung 
hSher und immer hoher werden die „Steilscbasse‘* der Zukunft geben und 
Bcbliefilich wird, aei es in nabexer, sei es in femer Zukunft, eine’ Zeit 
kommen, wo die Artillene „obne vierte Dimension** nicbt mebr „ aus- 
kommen kann“, ebenso wie sie jetzt im Weltkriege plotzlich und zum 
ersten Male die dritte Dimension zu Hilfe nebmen muBte. Da aber „das 
Cbarakteristiscbe eines modemen Krieges in dem modernen Scbacbspiei 
zum Ausdrack kommen muB*‘, so wird aladann aucb mit zwingender 
Notwendigkeit das gewShnliche „untergeordnete‘* Raumschaob durch ein 
vierdimensionales veidrangt werden mussen, w. z. b w 
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omen — der !Battmscliacli--,^Ecifindim^ bemacKtigty imd da s^dieint mir 
denn docb. der bos pximigenins als das dem ^primirren Urschaidi^ 
geistig meistvermuidte Beast die grSfiten Anspxnche ai^ Axifnahme zn 
besitzen, ein Vorsclils^^ mit dem ick zugleidi ein werfevolles Steinohen 
zu dem weiteren Ansbau. der genialen BrEmdimg beigetragen zu baben 
boffe. Aucb Megatherium, Iguanodon, Pterodactjlus und audere palE- 
ontologische Viecher warden gewiB imstande sein, im Scbachspiel hSberer 
Dimensionen wichtige Dienste zu leisten. Da unser Brfinder femer bereits 
„SchacbfcristaUe“ — zur „plastiscben Gestaltung der Zugkraft der Figurm** 
— konstruiert bat und zwar Scbaclikristalle sowobl von „statiscbem“ wie 
aucb von „dynamiscbem^^ Ursprunge, so baben wir die grSbte Aussicbt, 
im ,,Raumscbacb^‘ bald ein mathemaiiscb'-zoologisch-palSontologiscb- 
kristallograpbiscb-statiscb-dynamisebes Lebrmittel vom ersten Bange zu 
besiisen. 

Nacbscbrift bei der Drucklegung: Aucb in anderea Scbriften 
desselben Yerfassers, icb mir inzwiscben in muBigen Stunden zu 
meiner Erheiterung angeseben babe, dnden sicb aJmii^di gabrende, aber 
durcbans ungare und ungeniefibare, ja verwoirene Gfedaakmi und Aus- 
fuhrungen, und zwar, wenn icb micb bloB auf das Tbemengebiet melnes 
Bucbes bescbrEnke, nicbt nur dber das Baumscbacb, sondern aucb uber 
den RQsselsprung und das magiacbe Quadrat, „Gebiete, auf denen wir 
selbst geforscht baben und die wir damit einem besseren Verstandnis 
als fruber entgegengefiibrt zu baben glauben^* (p. 105 eines neueren, Berlin 
1915, erscMenenen Bucbes), Wie weit in Wirklicbkeit diese ,,Forscbungen“ 
uber Baumscbacb vorgescbritten sind, mag man daran ermessen, daB 
der gedankenreicbe Erdnder nacb jabrelangem beiBem Bemuhen und 
zablreicben, daruber vergossenen Tintenfassem immer nocb nicbt in der 
Lage ist, aucb nur die Spielregeln semes Raumscbacb in endgultiger 
Passung aufzustellen Erklart er docb selbst das „Scblagen“ der Figuren 
und aucb das „K6nigsmatt“, also die wesentlichsten Eiemente des Schacb- 
spiels, fur „ mecbanistisebe Ungebeuerbchkeiten‘^ (p, 126), behalt diese 
Ungeheuerlicbkeiten aber „voriaafig“ bei (ibidem), da er offenbar keiner 
eigenen Gedanken Bibig ist und jedenfalls „voriaufig“ nicbt das ,.Rich- 
tige“ an die Stelle zu setzen weifi Dennocb kommt der getuale Denker 
und Erfinder sicb gewiB ungebeuer tiefsinnig vor, wenn er vor seinem 
Raumscbacbspiel sitzt — ein Ereignis, von dem ubrigens bereits in den 
Anfangen der „Erfindung“ photograpbiscbe Aufnabmen bergestellt und 
mebrfacb verbffentbcbt warden — , und mit mitleidiger Geringscbatzung 
siebt er von der erbabenen H5be seines Raumscbacb auf die gewohn- 
licben „Scbacber'‘ berab, die in der „Brettbypnose‘' begriffen sind, von 
denen aber nicbt wenige trotz „Brett“ und trotz „Hypnose“ zablreicbe 
Partien geliefert baben, in denen sebr oft ein einziger Zug an Scbarf- 
^inn und Gedankeninbalt die gesammelten Werke unseres Autors viel- 
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toasendxnal aiifwiegt, TJbrigens dnrfte das in Bede steliende Bucli, im 
an anderan, selbstverlegten Scliriften des Verfassers, m einem 
Veriage erachBinen, dar wohl eiii6 besondere LiteratTirgattung pflegt, 
sher jedenfells innerhaJb dieser anch einige dmcbaus gcdiegene Werke 
haiansgebracht bat. Im Gegensatz dazu ist das Elaborat unseres „Eorscbers‘% 
ix^besondere soweit es sicb um die bier in Frage kommenden Tbc- 
men ^Raumscbach^^, „E5sselsprung*‘ nnd ,^agiscbes Quadrat** handelt, 
nicbts ais ein bobles oder unklares Gerede, aufgepntzt mit allerlei pomp- 
baflen, selbstgescbmiedeten FxemdwSrtem nnd Ausdrueken wie „zelln- 
lare Zatrikiologie** (p. 124), „Stereoanalyse magiscber Quadrate** (p, 126), 
„Stereosopbie** (p. 120), „E6ssel-Tapete** Cp.lll), ^allomatiscbe Erkenntnis- 
ibteorie** (p 112), ^allomatisches Niebt-Selbst** (p. 109), nnd mit nicbt 
minder bombastiscben Auesprucben, wie: „die Schacbmecbanik ist ein 
Analogon zur Weltmecbanik** (p. 126) oder „was vom transzendental-allo- 
matiscben Standpnnkt aus gesehen re ell ist, wird, wenn es pbaenomena- 
lisiert, antofiziert werden soil, imagmar** (p. 114,. in dem Abschnitt uber 
RSsselsprunge !). Wie uns fur das Scbacb Heil und Entbullung vom Raum- 
sebach kommen soil, so erwartet nnser Denker, der, wie gesagt, von Be- 
mf Aizt ist, fur die Heilkunde von der Zukunft eine „Stereo*-Tberapie** 
(p. 104). Jammerscbade, dafi wir diese „Eaumtberapie‘* nicbt bereits be- 
sitzen! Die gegenwirtige Heilktmde, die, biemacb zu urteilen, also wobl 
eine FlEchen-, wenn nicbt Ptmkt-Tberapie, ist, wird jedenfalls kaum 
imstande sein, tinseren Autor von dem Wabn, ein Forscber, Denker und 
Erfinder zu sein, zu heilen, und selbst, wenn sie sicb gntscblOsse, ibm die 
„gelebiten Zengungsgliedex**, wie Lichtenberg die Vorderexiremitaten 
des homo sapiens sen insipiens scribens benamst hat, zu ampntieren, 
wurde der Yerstiimmelte gewifi mit den Beinen fortfahren, nnfreiwillige 
Hximoristica nber „Stereozatnkiologie** zu verfassen. Wenn ich dem Ver- 
fasser auch gewiO emen Dienst erweise, indem ich seinen Namen bier 
verschweige, so glaube ich doch den wunderlichen Titel des wundeilichen 
Buches, aus dem ich hier — fur die „Nachschiift‘* — ausschlieOlich ge- 
schOpft babe, nennen zu sollen, „Elias Aitista redivivus oder das Buch 
vom Salz nnd Kanm“, so heifit es, „Sal 2 und Eaum“ — eine seltsame 
Paamng! Die „Brucke“ zwischen beiden, so hOren wir mit Staunen 
(p. 105), bildet — ,,das Chaos**. DaB dieses in dem Buche vorherrscht, 
vermag ich &eilieh nicbt zu leugnen, wie uberhaupt alle mix bekann- 
ten Arbeiten dieses Autors an jenen Zustand erinnern, in dem der mo- 
saifichen Schopfdngsgeschichte nach (Gen. I, 2) Mutter Erde sich vor 
Erschaffong der Welt befand. 

Zu S- 240 : Fur die Talsacbe, dafi sicb nur 6 LSsungen des Acbt« 
koniginneBproblems gleiebzeitig auf dem Schachbrett anfstellen 
lassen, okne daft ein Feld doppelt besetzt wird, hat G, T Bennett 
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einen Bewexa gegeben^), der in modifizierter imd etwas Tereinfachter Fassnng 
so lautet: Bezeichuet man mit Gaufi (s. Bd. I, S. 220/1, Anm. S) die Spalten 
(Tertikabreilien) des Scbaclibrette von links naeh rechts der Beihe nach 
mit — 7/ — 5, — 3, — 1, + 7 nnd die Zeilen (Horizon - 

talreihen), von nnten nacli oben gerecbnet, ebenso nnd verstebt man nnter 
a, b das Feld *) der Spalte a nnd dor Zeile &, so stellt sicli, wie in Bd I 
a. a. O. scbon gesagt ist, die Gresamtbeit der 8 symmetrisch gelegraen 
Felder, der das Feld a, b angehSrt, in der Form: 

1) -}- ^ 5) — a, -\-b 

2) +&, — a 6^ —b,—a 

3) —a, —6 7) +a, — 5 

4:) — d S'j — by “1“ d 

dar. Eine solche „Gruppe“ von 8 znsammengeborigen Feldem + a, + 6 
Tisw. woUen wir knrz bezeicbnen durcb das Symbol 6r (a, b), Ist 6 = a, 
d. b. gebdrfc das fraglicbe Feld einer der Diagonalen des Brettes an, so 
nmfafit die entsprecbende Gmppe — vsir bezeicbnen sie folgericbtig mit 
G (a, a) — natnrlicb nnr 4 Felder. 

Hacb dieser Yorbemerkung wollen wir nnn die 12 Stammldsnngen 
des Acbtkoniginnenproblems in Gaubscber Peldemotation angeben, nnd 
zwar nebmen wir diese 12 LOsungen wieder in der Eeibenfolge, in der 
nnsere Liste S- 225 6 (Bd. I) sie gibt; nnr m5gen sie jetzt dnrcb rOmiscbe 
Ziffem I — Xn nnterscbieden werden. Wir bekommen so die auf der 
folgenden Seite (oben) gegebene Zusammenstellnng 

Diese Schreibweise gew§.brt u a den Yorteil, daB man sehr scbnell 
entfecbeiden kann, wie stark eine bestimmte Feldergruppe an einer Stamm- 
losung beteiligt ist So siebt man beispielsweise sofort, dafi von den 
Feldern der Gruiipe G (1,7) in der StammlOsung XIT zwei vorkommen, 
n§.mlicb Feld + Ii “H 7 nnd Feld +7, — 1. Wir brauchen dazu nbrigens 
kaum nocb zu bemerken, daB, wenn die Stanimlosnng XII zwei nnd nur 
zwei Felder der Gruppe G (1,7) anfweist, dasaelbe natnrlicb auch fur 
jede Derivierte von XII gilt; denn die Felder einei ,,Grnppe“ geuen ja bei 
alien Drebungen nnd Spiegelnngen immer nnr wieder in Felder derselben 
Grupxje bber 

Die soeben beispielsweise angefubrte Feldergruppe G * 1,7 • nimmt 
insofern eine Ausnabmestellung ein, als ihre Felder in den 92 Losnngen 

1) G. T. Bennett, ^Tke eight queens pioblem , The Messenger ot 
Matbem, 39, 1909—1910 (1910), p 19—21 Siebe ancb die biervon nn- 
abbUngige Arbeit vonHeinr Bebmann, „Das gesamte Scbacbbrett unter 
Beacbtnng der Regeln des Acbtkoniginnenproblems za besetzen“, Matbem. - 
natnrw B1 8, 1911, p 87 — 89 

2) Icb ziebe bier — ans mebreren Grunden — diese BezeiebnuM a, b 
far die Brettfelder der von GaaB gebraucbten* a-{~bi vor; der Unter- 
schied ist ja nnr ein auBerheber 
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Spalte: 

— 7 

— 5 

— 3 

m 

DB 

+ 3 


m 

- ■■■ ■ 1 

StammlSBong 1 1 

— 7 

+1 




■ 

+ 6 


m 

7t 

"1 

— 7 

+ 3 




— 1 

— 5 

-1-1 

7t 

in| 

— 5 

B 

+ 8 

+ 7 

— 3 

— 7 

-1-3 

-f 1 





-f 5 

— 7 

— 3 

+ 7 

-1-3 

— 1 

■H 

||||_||||__ 



+ 6 

— 1 

— 7 

+ 7 

-1-8 

— 3 

n 


— 5 

+ 3 

— 7 

y 

+ 6 

— 1 

+ 7 

— 3 

-fi 

n 

vn 

— 5^ 



— 3 

— 7 

— 1 


4-1 

» 


— 5 

+ 6 

-- 3 



-1-1 


— 1 

yt 

IX 

— 5 




H 

— 1 

-f 8 

— 3 

n 

X 

1 — 3 

+ 1 

— 6 

+ 7 

— 7 

-1-0 

— 1 

4-3 

7 ? 

XI 

— 3 

4" I 

+ 7 

— 1 

— 7 

-1-6 

— 5 

_+J 

v 

xn 

— 3 

+ 3 


+ 1 

+ 7 

— 7 

-f 6 



des ProWems am liEiifigsten unter alien Feldem vorkommen^); ihr zu- 
n^hst Btehen in dieser Bezieimng die beiden Gruppen Cr (3,7) nnd G (o,5). 
Dieee dxei Feldergmppen, die ersten beiden mit je 8, die dntte mit 
4 Feldern, wollen wir beransgreifen, und anf Grand der vorstelienden 
Tabdle in einer z^eiten tabellariscben tJbersicbt angeben, mit wieviel 
Feldem oder K(5niginnen jede dieser 3 Gruppen an den einzelnen Stamm- 
losnngen I — XII beteiligt ist Man erb’alt so leicht: 



I 

n ' 

in 

IV 

V 

VI 

vn 

vmj IX 

X 

XI 

xn 

<?(1,7) , 

t 

1 i 

1 

2 

2 

1 

1 

2 

2 

2 

2 

1 

2 

G (3,7) 

1 

1 

1 

1 

2 

2 

1 

0 

1 

2 

3 

2 

»(5,6) , 

1 i 

I 

1 t 

1 

0 


0 

i 

1 

1 

0 

1 

1 


1 

3 

3 . 

4 

3 1 

3 

3 

^ i 

3 

4 

4 

6 

5 


Die Gesamtheit der 20 Felder, die nnsere 3 Gruppen G (1,7), G (3,7), 
G (5,5) zusammen umfassen, ist also in jeder der 12 Stammldsungen, und 


1) Siehe die ubngens schon yonNauck gegebene Zusammenstellung 
bei Pein, 1. c. p 40. 
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deMZ'ofol^ in jed6r der 92 des AdiMamenparoUBoas nbcsrliaiiiyli,, 

dnrch mindestens 3 Felder veorfareten. Wenn wir also ii^ndweldie 7 LSsim- 
gen nebeneinandex anf dem Schacbbrett anfstellen, so mxiS dabei die Oe- 
samiibeit xtnsexer 3 Gmppc^ dtircb mriidefitezis 21 yeibre^exi 

fiein; nnn nmfaBt aber diese Cresamtheit mix 20 Felder, es muB a}so ’ 
wenigstens ein Feld doppelt besetzt sein. Damit ist die bebanptete Un- 
mdglicbkeit dargetan. 

DaB andererseits die gleicbzeitige AnfsteUtixig Ton 6 L5stmgen mOg-^ 
licb ist, beweisen die angegebenen Beispiele (Bd.1, S.S40: Fig. 19 nebst 
Anm. 2 dort).^) DaB anf einem Brett von n* Feldem fur ein dnrcb 2 od^ S 
nicbt teilbares n sicb stets n Ldsimgen des fz-Damenproblems neben ein- 
ander anfstellen lassen, ist bereits in Bd. I (S. 240 nnd 247/8) implizite 
gesagt. Fine diesex Anfsteilnngsmogliebkeiten — ea gibt deren, wie leicbt 
zu sehen, mebrere — ergibt sicb nacb dem Mnster unseter Fig. 18 (S. 240)^ 
in der ans der nntexsten, die alpbabetisebe Ordnnng anfweisenden Zeile 
die darnber stebenden «Zeilen snkzassive dnrcb s^kliscbes Voirnoken der 
Elemente nm je 2 Piatze bervorgeben. 

S. 240, Z* 20 T. o*: lies „Glieder** statt „Glleder*^. 

Zti Kap. X (, JDie 5 Xoniginnen anf dem Scliac2Lbrett*0. 

Wabrend es in diesem Eapitel sicb um das Problem bandelte, eine 
Mindestzabl von Kdmgimien so anf dem Brett anfznstellen, daB sie 
dieses ganz beberrscben, kOnnte man als Gegenst^ck dazn die Frage 
anfwerfen; TTelche Maximalzabl von Koniginncn kann anf dem 
Sebacbbrelt aufgestellt werden, obne daB das ganxe Brett be* 
berrscbt vfird? 

Soil nicbt das ganze Brett beherrscbt sein, so mnB es also wenig- 
stens ein nnbeherrschtes Feld geben, nnd, damit ein eolebes Feld JF 
existiert, mnB dieses selbst nnd die Jc Felder, anf die eine KBnigin von 
jF ans dnrcb je einen Zug gelangen kann, nnbesetzt sein Dagegen 
duifen alle iibrigen 64 — (A; + 1) Felder mit KSmgmnen besetzt sein, nnd 
Feld F ist alsdann jedenfalls nocb nnbeberrscbt, Diese Zabl 63 — A: bat 
nun ibren groBten Wert naturlicb dann, vrenn k semen kleinsten Wert 
bat, und das ist der Fail, wenn Feld F anf dem in Fig. 38 (S 278 von 
Bd. I) mit IV bezeichneten Bandgebiete liegt. k ist dann, vrie dort be- 

1) Bennett gibt (1 c. p 21) von solchen Konfigurationen znnacbst 
3 nacb Lncas an, von denen die an erster Stelle genannte mit der Kon- 
bgnration nnserer Fig. 19 (S. 240) identiscb ist Von den beiden weiteren 
Konfigurationen. die Bennett als von ihm selbst gefnnden dann noch 
anfubrt, ist die eine die von nns m Anm 2 (S. 240yl) genannte zweite 
Stellung von J. C. St. 01 air; diese gestattet, wie dort scbon gesagt ist, 
eine ISO^-Drehung des einen der 6 Systeme, nnd die so sicb ergebende 
Konfignration ist die andere Bennettscbe. 
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reits angege'beit wnrde, = 21, und die Zahl der KSmgimxen, die man 
anf dem Schachbretke anfstellen kann, obne daB dieses ganz beberracht 
ist, ist somit in maximo 42. 

Fig. 12 stellt eine solcbe Aufstellnng dar; alle Felder mit Ansnahme 
de];3enigen, die in der Figux mit Meinen Blreison bezeicbnet sind, sind 

als mit K^niginnen besetzt zu 
denken; wir baben dann die 
angegebene Maximalzabl yon 
42 KSniginnen anf dem Brett, 
nnd dieses besitzt dennoch ein 
nnbeberrscbtes Feld, das Bok- 
feld xmten links. 43 Oder mebr 
Kdniginnen wilrden stets das 
ganzeScbacbbrett beberrscben. 

Man kann nnn weiter 
fragen* "Wenn man m KSni- 
gijinen (m <! 42) anf das 
Brett setzt^ wie yiele Felder 
blcibeu dann hochstens nn- 
beberrsebt? Wie grofi ist 
diese Maximalzabl insbeson- 
dere bel 8 KbniginnenS — Ball, der anf diese Frage durcb einen 
Herm Tnrton bingewiesen wnrde, gibt^) folgende einfacb-symmetri- 
scbe Steliung.Ton 8 KBniginnen 4n®): 12, 17, 21, 23, 27, 32, 71, 72, 
bei der 11 Felder nnbeberrscbt bleiben. Eine zweite einfaob-symmetri- 
scbe Stellung dieser Art- 13, 14, 15, 31, 36, 41, 61, 63 teilte mir Amts- 
gericbtsrat Seholle mit DaB IX nun die gesncbte Feldermaximalzahl 
bei 8 Kdniginnen* ist, ist zwar anznnebmen, bedarf aber jedenfalls noob 
eines Beweises. 

Zu S* 29B : Ancb drei KOniginnen nnd zwei Tiirme verm6gen das 
ganze Scbacbbrett zn beberrscben, in der folgenden Stellung nEmlich, 
die von C„ Planck angegeben sein soli nnd die ich einem mir nur ini 
Ansscbnitt vorliegenden Artikel von Henry E. Dudeney („Tbe world's 
best puzzles", The Strand Magazine 36, 1908(?), p. 781) entnebme- Kd- 
niginnen: 22, 26, 84; Turme: 48, 64. Dtideney stellt dort die Aufgabe, 
eine Anfsiellung von drei Koniginnen, einem Tnrm nnd emem Springer 
so anzngeben, daB das ganze Brett beberrscbt wird Die folgende Nnni- 



Slg 12. 


1) W. W. Bouse Ball, „lldcrdations et problemes matbematiqnes^% 
Franzos Ausg von J. Pitz-Patnck, 1898, p. 151 oder 2. franzQs Ausg , 
t n, 1908, p 123. 

2) Felder-Notation wie in Bd I, S. 287/288. 
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mer des Jonmals, die die Ldemi^en der verschiedeiLeii Probleme htmgem. 
eollte, iat mir nicht zTiganglich; da ich aber beim ersten Versecli sogieicJi 
die folgende L5snng finde: Kanigimien: 11, 25, 82; Tuxmi 68; Springer: 
66, so darf man bis zn genanerer Prfifong wobl annehmen, daB erne 
gr6Bere Zahl Losungen exisiiert. 

Zu S.80&: Fur n = 17 bat mir Herr Amtsgerichtsrat Sc boll e eine 
veitere LSsung mil^eteilt ^) : 1,6; 3,11; 6,17; 7,3; 9,2; 11,15; 13,1; 
16, 7 ; 17, 13, Die Konfiguration dieser Ldsung iat der dorcb Pig. 27 (Bd. D 
dargestellten nahe verwandt; Wie diese, iat sie doppelt-symmetriscb nnd 
besteht gleicbfalls aus dem besetzten Quadratmittelfelde mid zwei „Sym- 
metriequadrupeln" ; nur steben die 8 Kdniginnen nicbt, wie in Pig. 27, 
auf dem inneren Quadrat der 49 Felder, vielmebr sind alle 8 von bier 
auf die 8 Randgebiete (4 Eckquadrate und 4 Mittelrecbtecke) abgewan- 
dert, BO zwar, daB auf jedem dieser 8 Gebiete eine Kdnigin stebt* Femer 
l&Bt aucb diese neue Eonfigoration sicb, wie die der Pig. 27, zusammen- 
bangend mit dem Springer duxcblaufen, nur durfen wir dafur nicbt, wie 
bei Pig, 27, einen Springer von gewobnlicber, sondem einen soloben ven 
besonderer Gangart zugrunde legen, einen Springer nSmlich, der mit 
jedem Zuge um 2 Zeilen und 6 Spalten resp. vice versa forfcscbreitet 
(vgl. S, 274, Bd I), — Natiirlicb laBt sich aucb aus dieser neuen Ldsung 
nacb dem S. 306 angewandten Prinzip — Spiegelung eines Symmotrie- 
quadrupels — eine weitere doppelt-symmetriscbe Ldsung herleiten, nam- 
licb die folgende. 1,5; 3,7; 5,17; 7,15; 9,9; 11,3; 13,1; 15,11; 17,13 

Zu S. 310: Pur M = 14 scbemt nacb Scbolle Jc = 8 und fdr n = 16 
nacb demselben ^ = 9 zu sein (8 KOniginnen beberrscben zwar in zabl- 
reicben Stellungen 16® — 1, aber anscheinend in keiner Stellung alle 
15® Pelder). Aucb fur verscbiedene groBere Werte von n sind mir von 
demselben Herm LSsungen des Damen-Minimalproblems mitgeteilt, so 
fur = 25 eine Stellung von 14 und for w = 31 erne solche von 17 K6- 
niginnen, die das ganze Brett beberrscben. Die letztgenannte Lbsung, 
die doppelt-symmetnscb ist, lautet folgendermaBen 1,7; 3,16; 5,23: 
7,31; 9,5; 11,13; 13,21; 15,29; 16,16; 17,3; 19,11; 21,19; 23,27; 26,1; 
27, 9; 29, 17; 31, 25, wahrend diejenige for n =26 die folgende ist; 1, 1; 
9,14; 10,12; 11,15; 12,9; 12,18; 13,11; 13,14; 14,17; 15,10; 16,13; 
17, 11; 17, 16; 18, 14. Sollte sicb bestatigen, daB die Werte k=9, 14, 17 
in der Tat die kleinstmoglicben fur bzw. n = 16, 26, 31 sind, Oder sollte 
sicb dies aucb nur fiir einen von ibnen bewabrbeiten, so ware daznit er- 
wiesen, daB die auf S. 302 (oben) nacb v. Szily angogebene Ungleicbung 


1) Wie in Bd I (s S. 301, Anm. 1), werden die Nummern der Zeilen 
und Spalten, weil z T zweiziffng, dureb Kommata und die einzelnen 
Pelder demzufolge durch Semikola abgetrennt. 

Ahrens, hTaihem Unterhaltungen 2 AnS II 


23 
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keme aUgemeine, Tielmehr nxir eine recht begrenzte Grhltigkeit besitzt, 
'wie -abrigeiis von vornbereiiL, insbesondere bei der Enge des durch jene 
Ungleicbtmg definicfften Intervalls, nicht nnwahrscbeinlicb war* 

Zu S. BUf. (Springer-Minimalproblem). 

Zti diesem Pioblem bat mir Herr W* Prager, Oberseknndaner in 
Darmstadt, interessante Mitteiliingen gemacbt (Januar 1918), von denen 
icb die voranstelle, dafi die Beberxscbting des gew5bnlicben Scbacbbretts 
scbon mxt 'W'eniger ala 14 (vgl. S. 311), nEmlicli bereits mit 12 Springern, 
zti erreicben ist. TJnsere Fig. 13 gibt die Ldstmg P rag era wieder; die 
Konfignration gebt bei alien Drebtingen, nicbt aber bei Spiegelungen, in 
sicb uber, ist also doppelt-symmetriscb nnd stellt eine Ldsnng des „Hanpt- 
problems" (Definition S. 286/287) dar. Der Genannte, wie ancb ein an- 
derer Freund dieses Bucbes, dem icb die L5sang mitteilte, kaben mir 
TinabhSngig voneinander die GTberzeugiing ansgesprocben , daB dies die 
einzige L5snng des Falles = 8 sei. Ist diese Bebanptung ricbtig, so 
wtlrden mithin die beiden „Nebenprobleme“ fur uberbaupt nicbt 

dnrch 12 Springer befriedigt werden. 



Fig 13. Fig. 14 Fig 15 


Fur Bretter von 5* und 6* Feldern teilte mir Herr Pragei die bei 
alien Drebnngen nnd Spiegelungen in sicb ubergebenden, d b dreifacb- 
^rmmetriscben Stellungen der Pignren 14 und 16 mit. Insgesamt erhalte 
icb fur diese beiden Brettformen folgende Ldsungen (Bezeicbnungsweise 
wie auf S 289, Bd. I): 

fl sszo 

1) 11, 23, 33, 34, 43 8 Los 

2) 11, 24, 33, 34, 43 8 „ 

3) 11, 33, 34, 43, 44 4 „ V, 

4) 13, 23, 32, 33, 43 8 „ 

5) 13, 23, 33, 41, 43 . 8 „ 

6) 13, 23, 33, 43, 63 2 „ V 

7) 22, 23, 32, 33, 34 8 „ | 

S) 23, 32, 33, 34, 43 1 „ 1 V. (Fig 14) 
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1> 

11, 

16, 

83, 

34, 

42, 

43, 

44, 

46 

4 L6s. 1 


2) 

11, 

16, 

38, 

34, 

42, 

43, 

44, 

54 

s 



3) 

11, 

16, 

33, 

34, 

48, 

44, 

46, 

61 

' S 



4) 

11, 

16, 

33, 

84, 

43, 

44, 

63, 

64 

4 

« 


6) 

11, 

16, 

33, 

34, 

43, 

44, 

61, 

66 

1 

It 

F. (Fig. 16.) 

6) 

11, 

24, 

33, 

34, 

42, 

43, 

44, 

45 

8 



7) 

11, 

24, 

33. 

34, 

42, 

48, 

44, 

66 

4 

« 


8) 

11, 

24, 

33, 

34, 

43, 

44, 

45, 

53 

8 

St 


9) 

11, 

24, 

83, 

34, 

43, 

44, 

63, 

54 

8 

It 


10) 

11, 

24, 

38, 

84, 

43, 

44, 

68, 

66 

4 

It 


11) 

11, 

33, 

34, 

35, 

48, 

44, 

45, 

53 

8 



12) 

12, 

32, 

34, 

36, 

42, 

44, 

46, 

62 I 

4 

It 


IS) 

18, 

14, 

28, 

24, 

48, 

44, 

63, 

54 

4 

t> 


14) 

13, 

14, 

23, 

24, 

63, 

54, 

63, 

64 

2 

It 

F. 

15) 

18, 

23, 

24, 

26, 

43, 

44, 

63, 

54 

8 

t1 


16) 

22, 

23, 

24, 

26, 

42, 

43, 

44, 

45 

4 

tt 

F. 

17) 

22, 

23, 

24, 

34, 

42, 

43, 

44, 

45 

8 

tt 

F. 

18) 

22, 

23, 

24, 

34, 

42, 

43, 

44, 

54 

8 

»T 

F. 

19) 

23, 

24, 

88, 

34, 

42, 

43, 

44, 

45 

4 

It 

F. 

20) 

28, 

24, 

33, 

34, 

42, 

43, 

44, 

54 

8 

It 

F. 

21) 

28, 

24, 

38, 

84, 

43, 

44, 

63, 

64 

1 2 

” 1 

F. 

22) 

23, 

83, 

34, 

36, 

42, 

48, 

44, 

54 

2 

1 

F. 

Die Liste 

fax 

w = 6 

erbebt 

keinen Ansprucb auf VoUstandigkeit, 


ist aber mdglicherweise doch erscbopfend. tJbrigens ergeben sich die 
meieten dieser Lesungen, namlicb alle mit Ansnahme von Nr 12, 13, 14, 
16, 16, 17, 18, sebr leicht aus der dreifach-symmetrischen unserer Fig 15 
Tind zwar dnrch folgende Erwdgung Die vier Springer des Mittolquadrats 
der Fig 16 beherrscben alle Felder des Brettes mit Ausnahme der vier 
Eckfelder Die vier auf diesen Eckfeldem stebenden Springer haben also 
nur die Aufgabe, diese 4 unbeberrschten Eckfelder zu besetzen xesp zu 
beherrscben Diese Aufgabe erfcillen sie nun auch dann noch, wenn man 
sie von ibren jetzigen Feldem aus je einen Springerzug tun lafit Man 
erbalt also, wenn man 1, 2, 3 oder 4 dieser Eckspriugex von ibrem Eck- 
felde aus je einen Springerzug bierbin oder dortbin ausfubren la6t, stets 
wieder Losungen unserer Aufgabe, und zwar ergibt dies im ganzen 14 neue 
Eonbgurationen *) Da in der dreifacb-symmetriscben Losung der Fig 16 


1) Fur Yervollstandigung dieser Liste ftible icb mieb Herm Amts- 
gericbtsrat Scbolle und Herm W Pragerzu Dank verpflicbtet. 

2) La6t man nur einen der Eckspringer einen Zug tun, so erb3<lt 
man LSsung Nr 3 ; ziebt man zwei benacbbarte Eckspringer, so ergeben 
sich drei wesentlicb verscbiedene Konfigurationen : die unserer Nummem 
1, 2, 4; sind es zwei gegentiberstebende Eckspringer, so resultieren die 
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4 nnd 4 „acliwarz©*^ Felder des Brettea besetzt Bind, andererseits 

der Springer al>er mit jedem Znge die Farbe wecbselt (vgl. Bd. I, S, 326), 
BO verden, wenn man einen oder drei von den vier Eekspringern je emen 
Springerzug tan LSstingen resnltieren, in denen 3 der besetzten 

Felder die ©ine nnd 5 die andere Farbe aufweisen, nnd, wenn man zwei 
gegendbersteliende, d. b. „gleicbfarbige“ Eokspringer zieken laBi, so wird 
i^n Ldsongen mit 2 Feldem der einen nnd 6 der anderen Farbe er- 
balten. Die Bretfefarben kommen somit in nnseren LSsnngen im Ver- 
4:4, 3:6 Oder 2 ; 6 vor. Alle Ldsnngen, die zngleich das Neben- 
problem JP* beficiedigen, mSssen freilich stets ebenaoviele Springer auf 
wei^em wie anf schwarzem Feld aufweisen, nnd zwar gilt dies, wie sioh 
leicht zeigen l2»fit, for gerades n allgemein.^) 

In abnlicher Weise, wie im Falle n = 6, ergeben sick im Falle » = 6 
ana den drei symmetrischen LSsnngen (KTr, 3, 6, 8) die samtlicken iibrigen 
LSsnngen, da in jeder jener drei symmetrischen LSsnngen vier geeignet 
gewSklte imter den fnnf Springem das ganze Brett mit alleiniger Ans- 
nakme des von dem funften Springer besetzten Feldes bekerrsehen und 
man somit diesen ftlnffcen Springer wieder einen Springerzng ausfdkren 
lassen darf.*) Was die Parben der Brettfelder betriffb, so kaben wir in 

Nm. 7 nnd 10; die Bewegung von drei Eekspringern liefert die Nrn. 6, 
8, 2, 11 tind die von alien vier sohlieBlick die Nrn. 19, 20, 21, 22 — 
Cbrigens ergeben sick auok mekrere der sonstigen LSsnngen (Nr 12 — 18) 
Oder vielleickt alle dnrek ahnlicke Erw^gungen, wie es die ooenstekende 
is^ ans anderen Losnngen; so siebt man z. B. leickt, dafi in LSsnng 21 
dex Springer 33 nnr fSr die Bekerrsekung des Feldes 21 nnd Springer 34 
nnr fSr die von Feld 26 notwendig ist, und daB die eigenen Felder dieser 
beiden Springer oknebin bekerrsekt sind; ans dieser Erw^gung kerans 
erhSlt man aus LSsnng 21 sofort die LSsnngen 12, 13 nnd 15. 

1) SoUen to Springer anf weifiem und s anf schwarzem Felde eine 
LSsxmg des Nekenproblems F darstellen, so ist dies nnr so mSglick, daB 

die w Springer samtliche — sekwarzen Felder bekerrsehen und die 

A 

n ® 

8 Springer s§»mtliche — weiBen. Nun ist aber bei geradem n die Kon- 

B^nration der weifien Felder derjenigen der sekwarzen kongruent (die 
eine gekt durck Dreknng um 90® m die andere nber). Falls also w nnd s 
ungleick w^ren, d. k ©twa kleiner als s, so ware es mOglich, auck die 

Bekerrscknng der — weiBen Felder ebenso, wie die der sekwarzen, be- 

reits durck w Springer, statt durck $, zu eireicken Unsere LOsung der 
10 -j- ^ Springer wurde also nickt die Mindestzakl von Springem entkal- 
ten, sondern durck eine mit 2 to Springem ersetzt werden kOnnen. 

2) So^ ergeben sick aus Lbsung 3 die Losungen 1 und 2, aus L5- 
,Bung 6 die Nm. 4 nnd 5, aus Losung 8 wieder die Nm 1 und 4 und 

auBerdem 7 — Ubrigens konnte man die versekiedenen Lbsungen auck 
durck folgende Erw4gnngen kerleiten: Die drei Springer 32, 33, 34 be- 
kexTseken alle Felder mit Ausnakme der folgenden vier. 23, 31, 35, 43. 
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den LSsnngen dieses Falles « = 5 entweder S weifie nnd SJ sdtwaxze 
Felder (Nm. a, 6) — weiB sei die Farbe der Eckfelder, also die Faxbe 
von la Bretfcfeldem, seliwaTz also die der nbrigen 12 F^der — Oder aber 
2 weifie nnd a scbwaxze Felder (Nm. 3, 2, 4, 6, 7) od^ scblieJBlieh (Nr. 8) 
ein weifies nnd 4 schwarsse Felder.^) Wie nnsere Liste angibt, gentigt 
keine einzige Ldsnng der ^Angxiffsfordemng^* ; das Nebenproblem JF wird 
soxnit far w = 6 mebr als 6 Springer eifordem (vgL Bd. I, S. 2a0f. nnd 
288). Ancb in dezn Falle ^ 4 nbrigens, dessen 3 !L5stingen mit je 
4 Springem vnr bereits in Bd. I (S 311) erscbdpfend angaben, gendgfe 
keine dieser Ldsnngen der Bedingnng F nnd, da, wie wir wissen, bei 
geradem n jede LSsnug dieses Nebenproblems ebensoviele Springer anf 
weifiem wie anf schwarzem Feld, znsammen also jedenfalls eine gerade 
Anzabl, anfweist, so miissen bier mitbin mindestens 6 Springer er- 
forderlicb sein; diese Anzabl ist freilicb ancb ansreicbend (Beispiei: 
12, 13, 22, 23, 81, 34). 

Der YoUstliindigkeit balber sei no<di bemerkt, daB der Fall n = 3 
zwei, nnd zwar einfacb-symmetriscbe, Ldsnngen: 1) 11, 12, 13, 22; 2) 11, 
12, 21, 22, besitzt. Die zweite weist je zwei weiBe nnd scbwarze Felder, 
die erste drei weiBe xmd ein scbwarzes, anf. Beide Ldsnngen genngen 
der Bedingnng „Angriffsverbot*‘; dagegen besitzt das Nebenproblem F 
far dieses Brett dberbanpt keine Ldsnng, also ancb nicbt mit mebr als 
vier Springem, nnd zwar ans dem einfachen Gmnde, weil das Mittelfeld 
des Brettes von keinem anderen Pelde ans beberrscbt wird. 

Fur n — 7 gibt es folgende drei Ldsnngen*): 


Man kann nun von diesen vier Feldem, deren Mittelpunkte die Fi^ur 
eines Rbombns bilden, entweder zwei besetzen, nnd zwar hierbei wie- 
derum entweder zwei gegennberliegende Felder des Rhombus- Ldsnngen 
Nr 6 nnd Nr. 8 (Fignr 14), oder zwei benacbbarte: Ldsnng Nr 4, 
Oder aber nnr ein Feld (zwei wesentlich verscbiedene Falle), dessen Sprin- 
ger dann von den dbrigen drei Rbombenecken zwei beberrscbt, so daB 
also ein Brettfeld noch nnbeberrscht bleibt nnd von einem anderen 
Felde ans dnrcb den letzten Springer beberrscbt werden mnB; so erbalt 
man zu den bisberigen Ldsnngen nocb Nr 1, 5, 7 bmzu Ans Nr 1 end- 
licb ergeben sich, da die ner Springer 11, 33, Si, 43 alle Brettfelder 
mit Ansnabme von 44 beberrscben, leicbt die allein jetzt nocb feblenden 
Ldsnngen Nr. 2 and 3 

1 ) DaB die scbwarzen Felder in den Losnngen hanfiger als die weiBen 
auftireten (Verbaitnis 23 . 17), ist leicht erklarlich ans folgenden Gr^den : 
a) Die Springer der scbwarzen Felder baben die weiBen Felder (mit Aus- 
nabme der selbstbesetzten) zu beberrscben nnd nmgekehrt; nun ist aber 
die Zabl der weiBen Felder nm 1 grdfier als die der scbwarzen; h) auf 
keinem anderen Felde nnseres Brettes anBer dem Mittelfelde (33^ entfaltet 
der Springer seme voile Scblagkraffc, nnd dnrcb die alleinige Besetznng 
dieses weiBen Feldes, das in der Tat in alien Ldsnngen vorkomrat, wer- 
den bereits 8 der 12 scbwarzen Felder beberrscbt 

2 ) Nacb Miiteilnngen der Herren Scbolle nnd Prager 
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1) 14, 32, 33, 35, 36, 52, 53, 54, 55, 66 4 Lds F. 

2) 23, 25, 33, 35, 43, 46, 52, 53, 55, 66 4 „ F. 

3) 23, 26, 33, 35, 43, 45, 53, 65, 63, 65 2 „ F 

von denen wir die doppelt-symmetrisciie Nr. 3 in 
Pig. 16 abbilden. F5r das Nebenproblem F* gibt es 
in diesem Falle anscheinend uberbaupt keine Lo- 
snng. — Fur »=9 verdanke icb die folgende doppelt- 
symmetiiBche L6snng mit 14 Springem. 
15,32,33,37, 38,43,47, 63, 67, 72, 73, 77, 78, 96 (V) 
Herm Prager, und dessen Scbulkameraden Herm 
Walter Kling fCir ti- = 10 die gleicbfalls doppelt- 

16 Springem, die icb in Fig. 17 wiedergebe (F). 
Scbolle gibt es ftlr = 9, 10 nnr diese LSsungen. 

Die bisber erbaltenen Ergebniase m6gen 
der besseren tJbersicbt balber in emer Ta- 
belle, wie wir sie fur das analogs Koniginnen- 
Problezn in Bd. I (S. 301) gaben , zusammen- 
gestellt werden , wobei s die Anzabl der 
erforderlicben Springer ftir das Hauptpro- 
blem, Sy und Sjy die entsprecbenden Anzab- 
len fur die Nebenprobleme sein soUen, und 
S, i, Spr, Lyr Sjj., Ly die in Bd I ange- 
gebenen Bedeutungen baben mogen Wir 
erbalten so: 


Vie 

symmetriscbe mit 
Nacb Prager nnd 
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Pur w = 11 war bereits m Bd I eine LOsung mit 22 Springem an- 
gegeben, nnd dieser betiEcbtlicbe Sprung — von 16 Springem fdr n = 10 
zn 22 fur n = ll — lafit zunEcbst den Verdacbt entstehen, die Zabl 22 
sei ubermaSig grofi; gleicbwobl scbeint dies nicht der Pall zu sein — Fur 
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einige nock grdfiere Bretter kat Herr Amtsgericktsrai Sckolle Ldsnngen 
beatunint tuxd mix firextndlickst mitgeteilt; nnter Benutznng seiner Re- 
sultate ergibt sick folgende Zasaxnmenstellimg, in der n nnd s die bis> 

kerige Bedentung haben nnd — , also die dnrckscknittlick tou dem 

s 

einzelnen Springer bekerrsckte resp. besetzte Felderzakl, sain soll^): 


B 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

i 

4 

4 

5 

8 

10 

12 

14 

16 

22 

24 

28 

34 

37 

i 

12,25 

4 

5 

4.6 

4,9 

5,3l 

6, si 

|6, 25 

TT 

6 


5, 76 



Wakrend bei dem entspreekenden Problem der KOnigin, einer Figur 
„von groBer Tragweite“ („a longue portae*", vgl. Bd. I, S» 280), die von 
der einzelnen KOnigiu dnrckscknittlick bekerrsckte Felderzakl begreif- 
lickerweise mit wacksendem n bestandig wEckst (s. die Tabelle in Bd. I, 
S. 310), kat diese Zakl fOr den Springer als eine Fignr „Ton knrzer 
Tragweite“ eine obere Grenze. Denn der Springer bekeirsckt kdckstens 
8 iJnd, lantei Einreeknung des eigenen Feldes, 9 Felder. Dieser Grenze 9 
also kOnnte nnsere GrOBe f sick mit wacksendem n kockstens asjmpto- 
tisck nSikem, okne sie jedock wokl je zu erreicken In dem kurzen von 
uns kier in der Tabelle bescknebenen Intervall zeigt f jedock im ganzen 
die Tendenz best§,ndigemSteigens durckaus nock nickt; es f^lt vielmekr 
ziemlick stark bei w = 6 und 11 und weniger stark bei n= 14. In der 
Tat ist, wie sckon kervorgekoben wurde, for — 11 die Zakl der er- 
forderlicken Springer uber Erwarten grofi; die Scblagkraft des einzelnen 
wird daber nur ungenugend ausgenutzt, und es ist wegen dieser relativen 


1) Von den Losungen Sckolles gebe ich die folgenden kier an 
I) fur h= 12 die doppelt-sjmmetnsche • 2,3, 2,4; 2,9; 2,10; 3,3; 3,4; 
3,9; 3,10; 6,3; 6,4; 6,9; 6,10; 7,3, 7,4; 7,9, 7,10; 10,3; 10,4; 10,9; 
10,10; 11,3; 11,4, 11,9; 11, 10(F); II) fur u ^ 13 die doppelt-symme - 
tnscke; 1,5; 2, 11; 3,2; 3,8, 3,7; 3,8; 3,10; 3,11; 4,3. 5,6; 5,13, 6,3; 
6,6; 7,3; 7,11; 8,8; 8,11; 9,1; 9,8; 10,11; 11,3, 11,4; 11,6; 11,7; 
11, 11; 11, 12; 12, 3 ; 13, 9; III) fur H = 14 die emfach-symmetnscke. 2, 2 ; 
2,3; 2,12; 2,13; 3,2; 3,3; 3,7; 3,8; 3,12; 3,13; 4,7; 4,8; 6,9; 7,3; 
7,4; 7,11; 7,12; 8,3; 8,4; 8,11; 8,12; 9,9; 11,7: 11,8; 12,2; 12,3; 
12,7; 12,8; 12,12; 12,13; 13,2; 13,3; 13,12; 13,13; IV) fur n «= 15 : 
1,1; 2,8, 2,9; 2,13; 2,14; 3,3; 3,4; 3,8; 3,9; 3,13, 3,14, 4,3; 4,4; 
7,12; 7,13; 8,2; 8,3; 8,7, 8,8, 8,12; 8,13; 9,2; 9,3, 9,7; 9,8; 12,14; 
12,15, 13,3; 13,4; 13,9; 13,10; 13,14; 13,15; 14, 3; 14, 4; 14, 9; 14, 10 
(F). Die ein Quadrat bildenden Springerquadrupel dieser letzten LSsung 
gestatten ubrigens mekrfack ParaUelverschiebungen, auck konnen diese 
Quadrupel z. T durck vier in gerader Lime stekende Springer ersetzt 
■werden — Diese Quadrupelanordnung der Springer durfte ubrigens nach 
Sckolle uberkaupt im wesentlichen die Signatur der Losungen fm grOBeres 
n sein, vr§)krend wir fur kleinere Werte von wie « = 8 (Fig. 13) und 
^ aa 9, ja Springertripel katten 
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'VergendTuig tou Kraften von vomlierein zxi veiimiten, daB es far diesext 
Tall i^cli'fc viele XidBongen "was in der Tat — nach tSclxolle — za- 

trifft. DaB axicli im Falle n — S die Schlag^kxaffc der Springer nnr mangel- 
Baft ansgenn^t vrird, bemerkten wir scbon bei Fig. 15 fur die 
springer; ans ihr ergaben sich denn ancb sogleicb eine groBe Zabl von 
~we^«ren Ldsungen. 

ZvL Slap. 2:1 („Tl&sselspriixiLg*0* 

S* 320^ Anm* 2^ 2* Zeile: lies statt 

§♦ 333^ Zeile 10 r* n^s „ „FortsetzTmg^‘ etatt „Fortstetzang“. 

S- 837 3 12 T* o.s „ ,^iemlicb‘‘ statt „zielicb“. 

ZxL der S. 808, letzte Zeile des Textes, gegebenen Xiiteratur ist 
nocb eine !Notiz von Bonvard (1830; s. ^r. 158 des bter. Index) na^b'- 
zntragen. 

Zxi S« 886 ff. (§ 15}: Mit einer Anzablbestimxnang bescb9.ftigt 

sicb eine Arbeit von A. Gey net resp deren ^Appendix". Ich kenne frei- 
licb nnr den knrzen, in den Pariser Comptes rendns erscbienenen Aus- 
ang (Nr. 274 des literar. Index), and die Arbeit selbst ist vielleicht gar 
nicht gedrockt. 

S. 887, Zeile 8: Statt „XVni, XIX*' lies: „XVII, XVlII ^ 

Zxi S* 887, Anm. 1: Zn den bier zitierten Abbandlungen Fittings 
b3tfce bemerkt werden sollen, daB von ibnen for das Kdsselsprungproblem 
im gewdbnlicben Sinne vorwiegend nxir die letzte Arbeit, die von 1904, 
in Betracht kommt, vrabrend cs sicb bei den ersten Abbandlnngen nm 
eine vr esentlicb verall gem einerte Fassnng des R 6 sselsprnngpr oblexo s bandelt . 

S. 882, Zeile 16 t. n-: Statt „Kap XX, § 4“ lies: „XIX, § 5.“ 


S- 400, Z. 7 T. u. s Statt n* lies ti® 



NaehtrSge zu Bd. II. 

Zxt S. 184^ Anm* 2 s In M a urns J6kais Homan ,,l>as namenloae 
Scb.loB‘% 2- Bd., 7. Teil, 2. Kap., wird — von dem Vizegespan — die 
Anekdote erz§.hlt, daB ein englisclier SdiififskapiiSn seine ans 36 Bn^- 
I^ndern xind ebenscViel XrlSndern besteiiende Mannscbafb 'wegen Heigheit 
in der Sclilaclit znr H3.1fte erscbiefien lassen mnBte nnd sie nxin. so anf> 
Btellte, dafi von der Abz^hlnng nacb je 9 gerade die verbaBten IrlSnder 
samtlicb getroffen und demznfolge erscboseen wnrden- AT« die bei der 
Anfstellnng der Matrosen befolgte Vorscbrift “wird dex Merkvers ,,Po- 
pnleana virgam mater regina tenebat“ (vgl. bier S. 148} angegeben. 

Zn Kap. XVI, insbe&ondere S. 170 s Da X B. Bis tings (1808 — 1882} 
Forscbnngen und Arbeiten zor Analysis situs in diesem Kapitel mebrfacb 
zitiert sind, so m&gen bier nocb ein Paar bisber unbekannte JLtdBerungen 
von ibm wiedergegeben werden, zumal er darin zugleicb von der An- 
regung, die er GauB far diese Studien verdankte, spricbt. Wie nUmlicb 
P. StUckel in seiner mir erst 'wabrend der Dracklegxmg dieses Bncbes 
zu Gesicbt gekommenen Scbrift „C. F GauB als Geometer** (= Mate- 
rialien far eine wissenscbaftlicbe Biograpbie von GauB, HefbV), Bpz. 1918, 
p, 74 — 75, mitzuteilen in der Lage ist, sagt Bi sting in einem Brief vom 
1 April 1836: ,.Die erste Idee, micb in der Sacbe fder Geometria situs] 
zu vexsuchen, ist mir durcb allerlei Vorkommnisse bei den praktischen 
Arbeiten auf der Sternvaite in Gbttingen nnd durcb bingeworfeno 
Xnfieiungen von GauB beigekommen**, nnd in einer 20 Jahre spater 
niedergescbiiebenen kuizen Antobiograpbie beiBt es: „Finen andem 
Gegenstand meiner Bescbaftignng bildet seit langer Zeit die Unter- 
sucbung der modal en .^nicbtquantitativen) Kanmverbaltnisse, zn der scbon 
Leibniz die Idee gefaBt hatte, Ich babe zn dieser fast noch ganz un- 
ausgebanten quasi-matbematischen Disziplin, zuni Teil durcb GauB 
anfgcmiinteit, in den Vor^iudien znr Topologie, Gottingen 1847, 
einen ersten Veisncb veicffenilicbtj dem icb knnftig nocb andere boffe 
fblgen lassen zu konnen"* 

Zu S. 215 rebfct Anm. 2 doit Fur emen anderen Pall emer einfacb 
zn&axrmenbangenden Karte, iiamlicb denjenigen von solcber Lander- 
kon£gnxation, daB jedes Band mit der auBeren Begrenzung der Harte 
ein kontinuierlicbes Linienstnek gemein bat, ist ansebeinend in der unter 
Nr. 645 des litexaiiscben Index aufgefxihiten, mir leider der Spracbe 
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wegen tuiYerstaiidliciien Arbeit von D K£5nig gezeigt, dafi hier stets 
drei Earben zu gen^en vermSgen. 

Zn S. 22S nebst Amu. 2 dort: Herr Prof F. Fitting (M -GMadbacb) 
xnacbt micb daranf anfmerksam, daB der Taitscbe Satz, auBer in dezn 
Falle einer uber alle Punkte des Liniensystems sich erstreckenden 
Himdreise, jed onfalls ancb dann gilt, -wenn es mSglicb ist, die samt- 
lichen Punkte des Liniensystems, jeden eimnal, m insgesamt r getronn- 
teh Brxmdxeisen zu dnxehwandem, nnd jede dieser r Erundreisen eine 
gerade Anzabl von Punkten umfaBt. In der Tat braucht man ja 
nttr anf jeder dieser r gescblosaenen Bahnen, was wegen der geraden 
Zahl ihrer Punkte reap, Linien jedenfalls ausfuhrba r.^ t, die Linien ab- 
wechselnd mit je einem nnd je zwei Stricken zu versehen nnd gleich- 
zeitig alle anf diesen Eundreisen nicht durchwanderten Linien des Sy- 
stems dreimal zn stricheln, nm so erne Dreiklasseneinteilnng der Linien 
im Sinne des Taitsohen Satzes zn erhalten, — Umgekebrt: wenn fiir 
ein Liniensystem eine solche Dreiklasseneinteilnng der Linien bereits 
vorliegt, so brancht man ja nur die Linien der einen Klasae sich ent- 
femt zn denken, nm r (r ^ 1) geschlossene Bahnen librig zn behalten, deren 
jede eine gerade Anzahl von Pnnkten mnfaBt nnd deren Gesamtheit 
alle Punkte des Liniensystems, jeden ein- nnd nnr einmal, enthSlt. 
Wenn also kein einziger solcher Komplex von r geschlossenen Bahnen, 
jede mit einer geraden Anzahl von Punkten nnd alle znsammen die 
sSimtliehen Punkte des Systems je einmal urnfassend, mSglich ist, viel- 
mehr nnter den r Bahnen, wie diese anch gewS^hlt warden mQgen, we- 
nigstens erne stets eine nngerade Anzahl von Pnnkten anfweist, so kann 
das Liniensystem dem Taitschen Satz nicht nnterworfen sein (Pitting) 
Zu den Liniensystemen dieser Art gehbrt, wie Herr Fitting bemerkt, 
das von Petersen als Beispiel angegebene. In der Tat iiberzeugt man 
sich nnschwer, dafi dort zun^chst eine iiber alle 10 Punkte des Systems 
sich erstreckende Rnndreise nicht mSglich ist. Eine solche muBte namlich 
von den 5 Linien aa\ l>h\ cc% dd% ee\ um geschlossen zu sein, 2 oder 
4 enthalten; zn diesen Linien wfirden, wie man leicht sieht, im ersteren 
Falle je 4 der Seiten der beiden Funfecke ah cd e resp. a' c' e h' d' trefcen 
mussen nnd im anderen Falle deren je drei. In jedem der beiden Falle 
ergibt sich dann nach der Struktur des Liniensystems die Unmbglichkeifc. 
Somit kann also nur noeb erne Durchwanderung der 10 Punkte in r Rund- 
reisen (r>l) in Frage kommen, jedoch kann dieses 7 % da Rundreisen 
iiber 3 Punkte offenbar nicht moglich sind, anch nicht > 2 sein Es 
fltehen somit nur je zwei Rundreisen in Frage nnd zwar mu6, da auch 
Rundreisen nber 4 Punkte bei der besonderen Struktur des Liniensystems 
ausgeschlossen siud, jede der beiden Rundreisen 5 Punkte nmfassen, 
d. h. eine nngerade Zahl, womit der gewfinschte Beweis erbracht ist — 
tJbrigens teilt Pitting zu dem Peters enschen ein zweites, verwandtes 
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Beispiel mit, indem. er die Fdnfecke Petersens dtixch. die Nenneeke 
ahcd 0 fghi tuad a' g" i' i' h' d' f' c' 0 ' ersetzt; das so ent- 
stehende Liuiensystem. Ton 18 Ponkten der Ordnung 1 folge dem Tait- 
schen Satz gleichfalls nidht. 

Zn S* 249) Aiuti. 1: Pehlt in dem Puzzle-Spiel nicht die 16, sondern 
irgendeine Nummer aus der Beike 1 — 15, etwa », -weist also der Spiel- 
kasten die 15 Steine 1, . t — 1, * -f- 1, ♦ -{- 2, . . . . 16 auf tmd 

denken wir uns das leere Feld mit einem Stein i ansgefSllt, so besteht 
mithin jeder „Ziig“ in einei Yertauschung dieses fingierten Steins » mit 
einem seiner hoiizontalen Oder Tertikalen Nackbam. Sind nun ii^nd 
zwei Stellungen I und 11 mit beliebiger Lage der leeren Felder gegeben 
und soUen diese Stellungen auf ikre '&bet^krbarkeit ineinander gepruft 
-werden, so denke man sick zunEckst in der Stellung I eine Arnifll il (d) 
Ton Zdgen so aosgefukit, daS die Stellung I kbergekt in eine I', die 
das leere Feld (t) an derselben Stelle des Brettes kat wie Stellung n 
Alsdann ist dieses d, wenn die leeren Felder von I und 11 gleickfarbig 
waren, eine geiade Zakl; im anderen Falle eine ungerade. Im ersteren 
Falle audert sick beim t^'bergang von I zu I' die InTersionenangakl um 
eine gexade Zakl (s. S 236, Anm. 1), im letzteren urn eine ungerade. 
Die Stellungen 1' und 11 gekSren nun zu derselben oder zu verschiedenen 
Gruppen, je naekdem die Differenz ikter Inversionenanzaklen gerade oder 
aber ungerade ist; denn wegen der 'Obereinstimmung im leeren Felde 
kann nur eine gerade Zahl von Zugeu I' in 11 Qberfakren. Damit ist 
denn die bekauptete Yerallgemeinerung des Kriteriums 111 gendgend be- 
■wiesen (vgl S 244f). 

Zu S. 279/281, Anm. 2; Wenn ich auck in den Literaturangaben fiber 
immerwahrende Kalender, wie gesagt, keineswegs Yollstfindigkeit anzu- 
streben vermag, so sei dock nock eine Stelle aus gelegentlicker Lektflre 
bier angemerkt: In seinem interessanten Werk „Darck Zentral-Sumatra“, 
Bd I (Berlin 1910), p. 620 — 622, gibt Alfred MaaB Besckieibung und 
Abbildung (Tafel XIX) emer Art immerwcihrender K alender, wie sie von 
gebildeten Malayen aufgestellt werden. 

Zu S. 804, Anm. 1. Erst bei der letzten Korrektur dieses Druck- 
bogens bemerke ich im „Ankang“ v. d L eye ns (1 e p 165) dieAngabe, 
daS ein anderer indiscker Autor, ^ivadSsa, die una interessierende 
Frage so stellt. „Die Mutter bekommt einen Sohn, die Toehter eine 
Tockter, die beiden Binder keiraten Und wie ist dann die Yerwaudt- 
schaft’“ Hack unseren Textansfiihrangen eriibngt sick natfirlich eine 
Beantwortung dieser Frage. 



I!l»«r ' die „deppelt-peiiodise]ie]i“ LSsimgeii des 9t-Damen.- 

ProMems. 

■^on G. in ZSrich. 

1. Man denke sicli das Brett von n* Feldein bo anf den positiven 
Qnadranten einea rechtwinkligen Koordinatensy stems g^elegt, daB die 
HSndesr den Koordinatenachsen parallel liegen nnd die Mittelpnnkte aller 
Felder ganszaldige, nnd z-wajc mdglichst kleine, Koordinaten exhalten. 
In dieser Forderang der Ganzzahligkeit aller Mittelpunktskoordinaten 
Hegt bereits, dafi die Seite des ^nadratischen Brettfeldes entweder selbst 
als LSngeneinheit dient Oder aber ein 'Vielfaches dieser ist; da aber die 
SCoordinaten aller Feldmlttelpnnkte m5glicbst kleine ganze Zablen 
sein sollen, so kann nnr das Brstere stattbaben. TJntex diesen Fest- 
setzmngen baben dann die nEcbstgelegenen Brettr^nder von. den ibnen 

parallelen Koordinatenacbsen den Abstand nnd, wenn wir nntex ^ nnd y 

die Koordinaten des MitielptinkteB irgendeines Brettfeldes versteben, so 
sind dies stets Zablen ana der Keibe 1, 2, 3, ... Das Problem der 
Damen verlangt ntin die Knnittlung von n solcben Feldem, deren 
Mittelpnnktskoordinaten 

(^1 1 yi)? 1 ya)^ C^s ^ ys)> * • C^ni y??)* 
den folgenden — 1) TJngleicbnngen gendgen: 

(i> ^ » y^^ ^ y^i ^ y#* — y*. » — (y>u — ) 

far fi. ^ 

Icb nenne eine Ldsang nnn „doppelt-pexiodiscb“, venn nicbt nur 
diese TJngleicbnngen (1), sondern anob die \iel mebr fordernden In- 
k 031 gr u e n z e n 

(2) y/* ^ y^t — 0?^ ^ — y^,, ^ — (y/* — y^ ) 

mod. n erfuUt sind. Die so gearteten Xiosnngen baben namlicb eine merk- 
wurdige geometnscbe Bedentnng*): Man denke sicb nicbt nnr das Ge- 
biet nnseres Brettes, sondern die ganze Kbene mit einem Netz quadra^ 
tiscber Felder der gleicben Gr6fie nberzogen nnd denke sicb femer die 

^ Kap. IX, besonders S. 213/214 n. 244. 

Bd. I, S 234 — 240, insbesondere Fig. 17 
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soeben ange^ebene L5stuig nacb beiden Bicbtungen bin periodiscb wieder- 
bolt^ d. h man denke sich zogleicb mit einem Pelde (Xfit, aneb alia 
diejenigen Felder (o?^, f/p mit Damen besetzt, fur die 



(mod. n) ist. Das auf diese Weise mit Figuren belegte ,,un6ndlicbe Bretb‘* 
bat alsdann, infolge der lukongruenzen (2)^ folgande Eigenscbaft: Gxenzt 
xaan von dem uuendlicben Brett irgendwo ein endlicbes qnadraiiscbes 
Brett von n* Feldern, die Bander parallel den Koordinatenacbsen, ab, so 
bednden sicb auf dem so abgegrenzten Brett genau n Damen, die sicb 
gegenseitig nicbt scblagen kSnnen, die also eine L5sung des n-Damen- 
'Problems darstellen. 

Hiemacb bedarf die Bezeicbnung „doppelt-periodiscb*‘ kelner wei- 
teren Erlauterong. 

Mit Bucksicbt auf diese Bedeutung nnserer besonderen Art von L5- 

sxmgen ist es von Torteil, unter £c , — y,, 

nicbt bestimmte Zablen, sondem bestimmte Restsysteme mod. n zu ver- 
steben. Entsprecbend werde ieb den Index (t nicbt immer gerade die 
Zahlen 1, 2, 3, • . w, sondern irgendein vollstEndiges Restsystem mod n 
durcblaufen lassen, indem icb folgende Festsetzung treffe : wenn p' = 

BO ist aucb x„, = j?.., mod. n. 

f£. fA fX fX 

Die Betrachtung der doppelt-periodiscben Ldsungen mod n fubrt zu 
einer sebr anscbaulicben und reizvollen Interpretation vieler einfacber, 
aber wicbtiger Satze der Zablentbeorie. Icb glaube daber, es konnte fdr 
angebeude Studierende der Matbematik von einem gewissen Nutzen sein, 
die folgenden Auseinandersetzungen an einem Halmabrett oder auf einer 
karierten Scbiefertafel durcb Aufstellung oder Zeicbnung sicb eingebend 
klar zu macben 

2 Der Inbalt der Inkongruenzen (S') kann so ausgesprocben werden , 
Jede der vier folgenden Zablenreiben 

/>» ^ 

1 ‘^'S 1 J * 

2 /i » 2/2 » Vst • yn 

a’l+yi, a:, +j/j, ...x„+y„ 

a?!— 2/1, 

soil ein vollstandiges Restsystem mod. n reprasentieren Aus dieser Be- 
dingung kann man den Satz ableiten 

Doppelt-periodische Losungen des fi-Damen^Problems gibt es dana tend 
nur dann, wenn n weder durch 2 nocJi durdh 3 teilbar ist. 

Icb -werde zuerst folgendes beweisen. 

Ist n gerade und reprdsentieren beide Zahlenretken 

yi^ Vs ^ • yn 
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voUstandige Mestsysteme mod n, so Iconnen die n ZaMen 

(i) ^+2/11 + 2/3* • * ' 

Jcein voUstdndiges Sestsystem mod. n hilden. 

In der Tat ist 

(6) l-f.2 + 3 + 4H h n = ^ (mod. n\ 

und daher muB aach 


n n 



ju=l iu = l 


mod. n sein. Darans folgt aber 

n 

/i— 1 

was nacb (5) unmoglich w^xe, wenn die Zablen (4) ein vollstindi ges 
Restsystem mod. n bildeten. — Dieser Beweis riibrt von Euler her.^) 
Ist n teilbar dureh 3, so Iconnen mcht aUe vier Systeme (3) vollstan- 
digs Itestsysteme mod. n sein. 

In der Tat ist 

1 . + 2 *+ 3 »+. . + 

6 

also 2(1®+ 3*-|- • • + n*)=-^ (mod. n). 

Wtren nnn alle Tier Systeme (3) vollsttodige Eestsysteme, so miiBten 
folgende Eongmenzen statt£nden. 

n n 

/<=1 


» n 





Addiert man die ersten beiden Kongruenzen nnd snbtiabiert man davon 
die beiden letzten, so zeigt sich deutlicb die Unvertraglicbkeit der An- 
nabmen; denn es kommt herans: 

0 = — 2 (mod n) . 
a 

Diesen Beweis verdanke ich Henn Professor Hniwitz®) 

1) Euler, Commentationes aritbmeticae, Bd. n, S. 309 Vgl. die 
Ubtmgsanfgabe 1417 in Nouvelles Annales des Matbematiqnes, Bd I, 
3te Folge (1882), S 384 von Herm Hnrwitz, deren LOsiing anf die 
eben dargelegte Bemerknng zurdckgefiilirt werden kann. 

2) Es besteht der allgemeinere Satz: Ist p der kleinste Primteiler 
von n, so gibt es zwar solche vollstandige Rest systeme x , y ^ daJ5 
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Es bleibt nocb zu zeigen, daft es anderraeite doppelt-pariodigcbc L5- 
finngen stets gibt, wexm n weder dnrcb 2 nocb durcb ft teilbar ist. In 
diesem Falle lassen sicb immer ganze Zablen r von der Art angeben, daft 
die drei Zablen r — 1, r tmd r-f- 1 w relativ prim sind; z. B, Vann 
man r = 2 oder r ~ 3 annebmen. WSblt man einen beHebigen festen 
Wert a, tmd setzt man 

= = « + 

so nebmen die vier Systeme (3) die Form 

2, 3, , . , fi 

a-+r^ a+2r, a + 3r, .. a+nr 

aH-r + i? ^ + 2(r+I)» ^ + ••• a-|-w(r“j-I) 

— a — (r — 1), — a — 2Cr — 1% — a — 3(r — 1), ... — a — n(r — 1) 

an, Alle vier Systeme bilden also aritbmetiscbe Reiben, deren Differcnzen^ 
nSmlich bzv. r, — 1)^ zti ^ teilerfiremd sind. Es wird ge- 

nugen, etwa von der zweiten Beibe zu zeigen, daft die n darin entbal- 
tenen Zablen mod, n inkongment sind. W§r6 nSmlicb 

a^rit = a-{-rv (mod. w), 

so folgte 

r(^ — v) = 0 (mod. n) 
ft — v = 0 (mod. n) 

In der Reihe gibt es aber nicht zwei voneinander verschiedene Glieder 
os-f-rfA und a -fry, fur welcbe ii = v wire — Diese doppelt-periodiscben 
Lbsungen sind scbon in Bd. I nacb Lucas gegeben worden 

3. Es ware nun irrtumlicb zu glauben, daft alle doppelt-penodischen 
Losungen eine solcbe einfacbe Anordnung nacb emer aritbmetiscbenEeihe 
zeigen mussen Beispielsweise ist die folgende Lbsung for w = IS • 
jj = l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 

-mod 1 3 1 , 

y = l 7, 11, 3, 8, 13, 5, 10, 2, 6, 12, 9, 4 

wie man sicb leicbt durcb die Bildung der Systeme (3'i uberzeugt, doppelt- 
periodisch, obne daft jedoch die Koordinatenwerte nacb einer anthmeti- 
ticben Reibe foitscbreiten. 

Dabei mbcbte icb nocb besonders bervorbeben, daft 13 eine Prim- 
zabl ist Wenn n namlicb eine zusammengesetzte (zu 2 und 3 teiler- 
fremde) Zabl ist, so kann man eine groBe Anzahl doppelt-penodiscber L6- 
snngen angeben, die nicbt nacb einfacben aritbmetiscben Reiben fort- 
Bcbreiten, wie icb sofort erlautem will. 

ebenfalls voUstAndige Restsysteme 
^ ancb nocb x.. -j- (p — l)y„ ein 

§ r* 

vollstandiges Resteystem ist (ft = 1, 2, . n) 

1) Siebe dort S. 247— 248, Vgl. aucb Euler, a a O S 320 — 325. 


*/, + + ( 2 > — 
Bind, aber keine solcben, daft fiberdi 
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Zu dam Ende betracbte ich jet^i an Stelle unseres sonstf gen Brettes 
Ton «* Feldem din solches yon (mn)* Peldem, wo weder m nocb. n duzch. 
2 Oder dnrch S teilbar sein sollen. Es seien r und s so gewS^hlt, dafi 
r — ly r, r + 1 tailei'fremd zu m 
tmd $ — 1, + 1 teilerfremd zu n 

isit Es seien femer a und 


t > ^4 » • • • Sji 

bestimmte Zahlen von der Art, dafi 

(6) 8^ = a + sv (mod n) 
wird. Icb definiere femer. 

(7) = falls v' = v (mod n) 

Endlieh sei nooh eine Zabl h beliebig^ aber fest gew&hlt 
Icb seize nun 

+ + (niod. mn) 


und bebaupte, daB Vnfi + v^ doppelt-periodiscbe Lc5sung des 

Problems dcr mn Damen ergibt, wenn p ein bestimmtes vollstandiges 
Bestsystem mod. m und v ein ebensolcbes mod. n dnrchiauft. 

In der Tat eibS.lt man auf diese Weise mn Eestepaare 

und es ist nur zu zeigen, daB die den Systemen (3) analogen vier Systeme, 
deren jedes jetzt mn Glieder enthSlt, vollstSndige Restsysteme mod mn 
bilden. Letzteres ergibt sicb beiapielaweise fdr das zweite System so • Ist 

<«) *»") 

Oder, was dasselbe. 


(9) nrft' + Sy, + + & (mod mn), 

so folgt daraus 

s^r=s^(mod. n), 


also nacb (6) 


^5^'=sy(mod n) 


( 10 ) 


v' = v (mod n) . 


Dann ist aber nach (7) 

and, wenn man dies in (9) einsetzt, so erhg.lt man: 

7^rft' = wrft. (mod, mn) 
rit' = riL (mod. m) 

(11) ft' = p(mod m) 


Das Ergebnis der Analyse ist mithin; Die Eongruenz (8) kann nur unter 
den beiden Bedingnngen (10) und (11) besteben, w z. b. w. 
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Die Konstmktioii ^ deren Bichtigkeit soeben bewiesen worde, Tnag 
axLch dnrch ein Beispiel erlExitert werden. Die kleinsteu Zablen, die 
bier, als weder durch 2 nocb dorch S teilbar, in Betracht kommexiy sind : 
m = 5, n = 5. Icb wSble femer 


Dann ist 


r = 3 
b = 6 


8=2 
a = 2 


8 =2 2v (mod. 5) » 


aber dadnrch sind die nocb. nicbt vdllig festgelegt. Ich darf daber 
fur ein erstes Beispiel (Fig. 1) 

und fur ein zweites (Fig. 2) 

=S 4: , 8 ^ = 1 1 ^ t S 4 ““ ^ ^ 



Fig 1 

Alirens, Hathem Unterhaltangen 3. Aufi. H. 


24 
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wSMen. Orenat man vom tmendlichen Brett ein quadratisches Brett voa 
25* Peldem dnreli die UngleicbimgeD 

ab, so erhSlt man Fig. 1 nnd Fig. 2. — Offenbar kann man fur Zahlen, 
die aas 3 oder mebr Faktoren zusammengesetzt sind, nocb mebr zusam- 
mengesetzte Anfstellringen finden 

4. La Bd. I ist eine ansfdbrliche Besprechung den „doppeit-8ymme- 
trischen” L5sungen^) gewidmet, d h, denjenigen LSsungen, die bei einer 
Drebttng des Brettes um einen recbten Winkel m sich selbst ubergelien. 
Wie dort gezeigt wurde, ist zxir Existenz solcber Ldsungen erforderlich, 
daJ3 n von der Form oder von der Form 4w+ 1 ist. 

Es ist wohl nicht obne Interease, zn nnterstiehen *) , ob es doppelt- 

1) Siebe S. 221—224 nnd S 249—268. 

2) Ygl. Encyklopadie d. math. Wissenscb. Bd. I2, S 1083 in dem 
Beferat uber Mathematische Spiele von W. Ahrens 
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symmetrische Ldsxmgen aucb fnr grSBeres n gibt. Ich werde foigendee 
zeigeu: 

1st nicht nur die Zaihl n selbst, sondem sind aucA cdle ihxe 
faktoren von der Form 4 w 4 - so hat das Froblem der n JDamm Ld- 
stmgen, die zugJeich dc^pelt-symmetriseh und doppelt-periodisch sind. 

Sind alle Priinfaktoren von n von der Form + 1 , so gibt es be- 
kazmtHch^) Zahlen r von der Eigenscbaffc, daB 

( 12 ) r* = — 1 (mod. n). 

Wie man siebt, ist r notwendig teilerfiremd zu n. Ans 

(r — 1 ) (r -f- 1 ) = »** — 1 = — 2 (mod. «) 

gebt femer bervor, daB aneb r — 1 xmd r + 1 zu n teilerfiremd sind. 
Icb setze nun 

(13) ^ Vv — (mod. n) . 

Wenn v ein vollstaxidiges Hestsystem mod n durcbl^ufb, so stellt (13), 
wie unter 2 dargelegt wurde, eine doppelt-pexiodiscbe Ldsung des 
n-Damen-Froblems dar. 

Zugleicb mit v durcblaufb aucb rv ein voUstandiges Bestsystem 
mod. n- Nacb (12) und (13) ist 


a:^^=rv = y^, y^^=r^v~ — x^ (mod. w) . 


Das bedeutet aber, daB bei einer Drebung um 90® im Ubrzeigersinne 
die zu (ajy, y^) kongruenten Punkte in die Punkte ubergebn, die zu 
(^rv» Vrv^ kongruent sind, d. b. daB bei einer solcben Drebung des 
ganzen unendlicben Brettes die doppelt-periodiscbe Losung (13) in sicb 
selbst fibergebt. Grenzt man von dem unendlicben Biett durcb die Un- 
gleicbungen 


.rLizl<cc <Vliz1 


w — 1 ^ — 1 

— o— ^-5- 


ein endlicbes Brett von w* Feldern, mit dem Punkte (^ 0 , 0 ) als Mittel- 
punkt, ab, so gebn die darauf befindlicben n Figuren duicb die besagte 
Drebung in sicb uber, w. z. b. w. 

Der Leser findet die eben gefundene L 6 sung fiir — 5 und fur 
n ** 13 im Bd. I figurlicb dargesteUt- Fig. 7, S 216 resp Fig 23, S. 263. 
An diesen Aufstellungen ist folgendes zu beobacbten: Es gibt 4 E 6 ni- 
ginnen, die von der im Mittelpunkte ( 0 , 0 ) des Brettes stebenden Kdnigin 
mdglicbst kleinen Abstand baben. Sind a und b die beiden Koordinaten 
des Feldes, das von irgendeiner dieser 4 KBniginnen besetzt ist, so ist 

(14) « = a* 4" ^*1 

1 ) Vgl. etwa Diricblet-Dedekind, Zablentbeorie, 4te Auflage, 
S 90—91. 


24 * 
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■wo die 7.»>.WAn a xmd 6 xmteremander ond zu n teilez&emd siud. 

£liiBliche8 Vedtalten. isfc in den n&ohsten Fallen « = 17, 25 zu beobaoh- 
tan, tmd dies dient dazn, die^e zierlicben Aufstellungen mSgUcbst rasob 

Daa Her Beobachtete ist nun allgemein gultig. Urn dies einzu- 
Tmd 'htti 'Stberliaxipt die zahlentlieoretisolie Bedeutnng dieser Auf- 
slellimgen zu erkeuneji, sind freilicli etwas eingeheudexe Kenntnisae u5tig« 
Die Eongruenz (12) ist gleictbedeutend mit einer Gleicbung 

r* = — t^mn^ 

worin w eine gabixze Zeihl bedeutet. Die quadratiscbe Form 

+ ^rxp + wy* 

bat die Determinante r* — mn « — 1, und mufi folglich mit der einzigen 

xeduzierten Form x* -f- y* von der Determinant© — 1 Si^uivalent sein. 

Das bedeutet, daB es 4 Zahien a, &, oc, p von der Art gibt, dafi 

(16) ap — bcc=l 

(16) {ax + ayY -f Q>x + /5y)* «= na?* 4- 2ra?y + wy*- 

Dnich Vergleicb der Koeffizienten in (16) ©rb'alt man 

+ 

acc + r 

und diese beiden letzten Gleicbungen ergeben, mit (15) kombiniert: 

= a*a + 1) 

5=s= flee -|- b 

ar = b (mod. n) . 

Also ergibt die Ldsung (13) fur v = a^ £C^ = a, = b wirklich 

eine Zerlegung von der Art (14), 

Betracbiet man unset unendlicbes Brett als die kompleze Zablen- 
ebene, so sind die Mittelpunkte der verschiedenen Felder die OauBseben 
gauzen Zablen.^ Beacbtet man, daB zngleich mit v auch av ein voll- 
st&ndiges Eestsystem mod n dorcblauft, so kann unsere Losung auch 
in der Form 

(!•*') V + iVa, = O*- (1 + *r) (mod n) 

= if{a-\- ih) (mod (a -j- ih) {a — zb)) 
s 0 (mod. a 4" 

dargeetellt werden. Die LOsung (13) wird also erhalten, wenn alle die- 
jenigen Felder des unendlichen Brettes mit Figoren belegt warden, deren 

1) V&l- etwa Diricblet-Dedekind a. a. O. S. 164 — 166. 

S) Vgl etwa Diricblet-Dedefcind a. a. 0 S. 434ff 
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Mittelpunkte komplexe Vielfache dex GauBsclien ganzen Zahl a + hi 
sind, wo a imd h teilerfremd sind mad — bi)^n ist. Dieses 

Fniiktsystem ist in lanter Qnadraten von der FULcbe n = 
angeordnet, nnd so erhellt, daB das an den Beispielen IS, 17,25 

beobachtete Yerbalten allgemein zntriffb. 

5. Das Yoxangebende gibt zn verscbiedenen Bemerknngen AnIaB, die 
anch die nicbt-doppelt-periodiscben Ldstmgen des n-Damen-Problems be- 
trefTen. Icb will mich bierbei jedocb kuxz fassen, well diese Bemerknngen 
kein zablentheoretisches Interesse darbieten, zn keinem abscblieBenden 
Besnltat fabrfcen xmd axicb daman, weil eine ansfabrlicbe Daistellnng 
zu langwierig ansfaUen wurde. 

Die Fig. 2 legt uns die Ldsnng folgender Anfgabe nabe: 

Ans einex beliebigen^Losung des m-EoniginiLeii-Probleins nnd ans 
einer doppelt-peziodisoben Losxuig des n-Eoniginnen-Froblems eine Ldsnng 
des mn-Eoniginnen-Preblems zn konstmieren. — Die Eonstmktion wird 
folgenderxnaBen ansgefdbrt: Man teUe jedes Feld des Brettes von Fel- 
dem in n* gleicbe Qnadrate. War das betreffende Feld am Brett von 
«i* Feldem unbelegt, so bleiben alle daraus entstandenen Felder eben- 
falls nnbelegt; war jenes bingegen belegt, so stellt man anf die n* dar- 
aus entstandenen Felder die gegebene doppelt-periodische Ldsnng des 
w-Kdniginnen-Problems anf, so da6 letztere anf dem entstandenen Brett 
von mn Horizontal- nnd Vertxkalreiben genan m-mal anfgestellt wird. 
Dafi die so verteilten mn Kbniginnen keinen TnnnangrifF aufeinander 
ansuben kdnnen, ist klar DaB sie aucb keinen L§»uferangriff vollfnbren, 
kann man so einseben: Verscbiebt man zngleicb die n znsammengebdri- 
gen Koniginnen, die aus der Belegnng eines nnd desselben Feldes anf 
dem Brett von m Reiben stammen, in emer Diagonalricbtung nm n oder 
2n Oder Zn . Felder, so kann zwar die veiscbobene doppelt-periodiecbe 
Ldsnng fur n neben eine andere doppelt-periodiscbe Ldsnng gelangen, 
aber nie damit znsammenfallen, da wii docb von einer richtigen Ldsnng 
des m-Damen - Problems ausgegangen sind. Nun folgt leicbt ans dem 
Begriff der doppelt-periodiscben Ldsnng (vgl. nnter 1), daB die 2n Koni- 
ginnen, die an zwei angrenzenden Brettern von Feldem genan nacb 
derselben doppelt-periodiscben Ldsnng anfgestellt sind, einander als 
Laufer nicht angreifen kdnnen (wobl werden je zwei anf verscbiedenen 
Brettern stebende Kdniginnen sicb ans der Enttemnng n als Ttirme 
angreifen). Wenn sicb aber die Koniginnen nacb einer solcben Yer- 
scbiebung um n oder 2n oder Zn , Felder in der Diagonalricbtung 
nocb immer mcbt als LS^ufer angreifen kdnnen, so konnten sie das vor 
der Yerscbiebnng nm so wemger, w. z b. w. 

Die Drehnng des nnendlicben Brettes, die wir nnter 4 betracbteten, 
gibt zu folgender Berner knng AnlaB: Werden aus dcr Ldsnng (13) n — 1 
Fignren dnrch die Ungleicbungen 
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(i7) ^ 

laoMeori, »o bilden sie ©ine Lt^snag f5r das Brett von — 1) * Foldem. "Wird 
AftjriTO ^lie an dean Feld (O^ 0) binzu^efogt, so bilden sie nocb ixnmer 

eine IjSsong tmd swar natdrlicb anf einexn Brett von n* Feldem. I>ie 
LJQmmg (i?) iert id^tiscb znit der Lrdsnng' 

<1S) — ^ + 

da doeb das unendlicbe Brett doppelt-periodisch besetzt vrurde. Durch 
die Drehttzig dee xmendlicben Brettes um einen recbien W*inkel im TJhx- 
sedgersiime koznnren aber die n — 1 Fig^oxen (18) mit denen in (17) znx 
Dee&migp. Man bann also, in vetILnderter Bezeicbntmg, folgendes anssagen; 

Bmd mUe JE^imfciMoren wn wn der Form 4 m 1^ so Juxt das 

i^-'Fdni^mm&i^Frdblem stcherHeh doppelt-s^mme^ische L6s%mgen. 

Ala Beispiel diene die besonders einfacbe Aufstellung for n = 16 
in Bd. L 

Die miter 4 angegebene Konstruktion liefert fdr den Fall w **= 9 
keine doppeliHSjmmetiische Ldsung Penn die Zabl 9 = 3-3 ist zwar 
von der Form 4»» + 1, jedoch ist sie nicbt aus Pximfaktoren von der- 
aelben Form ssnsammengesetzi. Ans demselben GS-nmde gibt die eben 
daxgelegie Methode for « = S = 9 — 1 keine doppelt-symmetriscbe L5- 
tfong. Pies erklltrt gewissermafien die in Kap. IX erwaimte Tatsacbe, 
dafi e« for n «=« 8 und n = 9 ^.berhanpt keine doppelt-symmetriscben L<5- 
snngen gibt 
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Mona de M. . . . oder auch unter dem Pseudonym „Chaula“), 1760, 1770, 
1778, 1790. Cber die verschiedenen Ansgaben s. a. ,J[nteniiddiaire des 
mathdmaticiens** YI, 1899, p. 112. Fine englische Ausgabe s. bier unter 
Nr. 180 des Index. 

55. Taget, Augnstin. „De Qnadrato magico impari.** Witten- 
bmrg 1695. 

54. Vaget, Angustin. „De pari aliisque quadrati magici gene- 
ribus.** Wittenberg 1696. 

55* G. G. Leibnitii epiatolae duae ad Job. Christ. Schulen- 
burgium de Arithmetica Dyadica (1698), Leibnitii Opera omnia, ed, 
L. Dutens, t. IE, Genf 1768, p.349 — 354~ Leibniz, Matbem. Schrifben, 
herausg. von C. 1. Gerhardt (3. Folge der „Gesainm. Werlre“, herausg. 
von Geo. Heinr. Portz), Bd YLI, Halle 1863, p. 238 — 243. 

18. Jahrliimdert. 

56. Leibniz. „Explication de TAnthmetique binaire“ etc. Histoire 
de TAcademie Royale des Sciences 1703, Paris 1705, Memoires, p 86 — 89; 

B. a. Histoire, p 58 — 63 = Leibnitii Opera omnia, ed L Dutens, t. HI, 
Genf 1768, p 390 — 394 = Leibniz, Mathem Schnften, herausg von 

C. I. Gerhardt (3. Folge der „Gesamm. Werke“, herausg. G H Pertz), 
Bd Vii, Halle 1863, p. 223 — 227 — Vgl. a. Nr 69 dieses Index. 

57. Leibniz. „De Dyadicis**. Matbem. Scbriften, herausg. von 
C. I Gerhardt, Bd. VII, HaUe 1863, p. 228—234. 

58. Poignaxd. „Trait5 des Quarres sublimes contenant des Me- 
thodes Generales, toutes Nouvelles et faciles, pour faire les sept Quarres 
planetaires et tons autres a Tinfini.** Brussel 1704. Siehe a Histoire de 
TAcad^mie des Sciences (de Paris), ann^e 1708, Pans 1709, p, 70 — 71 
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50. Truclxet, Sebastien, ,,Memoird snr les combinaisons.*^ 
moires de TAcad. Roy, des So. pour Fannee 1704, Paris 1706, p. 303 — 373. 

60« Pb. de la Hire. „Houyelles eonstaiGilozLS et consideratioiis sur 
les quaxres magiques, ayec les demonstrations.^* Memoires de TAcad. 
Roy. des Sc. pour Tannee 1705, 4^Pa4s 1706, p. 127 — 171, 364 — 382; s. a. 
Histoire de TAcademie, 1. c. p. 69 — 81. (In Oktayansg. d Mem. s. p. 166ff , 
480ff. u. Histoire, p. 87 ff.) 

61. Dangicourt, Petr. „De periodis colomnarum in serie nume- 
roxtim progressionis Aritbmeticae Dyadice expressomm." Miscellanea 
Berolinensia 1710, p. 336 — 376. 

Leibniz. „Annotatio de quibusdam India** etc. Miscellanea 
Berolinensia 1710, p. 22 — 26 »= Leibnitii Opera omnia, ed. L. Dutens, 
t. V, Genf 1768, p. 203—205. 

68* Sanyeur, Joseph. „Constraction generale des Quarres Ma- 
giques " Memoires de TAcad. Boy. des 8c (de Paris) pour Fannie 1710, 4®, 
Paris 1712, p. 92 — 138. Siebe a. ebda. Sstoire^ p. 80 — 88: Bericbt uber 
die Abbandlnng Sanyenrs, anscbeinend yon Labire yerfaSt. (In Oktav- 
ansg. s. M5m. p. 124£; Hist. p. 105 ff.) 

6Ba. Strabbe, A. B. „Allgemeene Manier cm Toyervierkanten te 
maaken,“ door den Heer Sauyeur, nit betFransch yertaald. Wiskundige 
Verlnstiging door bet genootschap der matbematiscbe weetenscbappen, 
1, Amsterdam 1793. Mengelwerk, p. 1 — 8; 22 — 32; 230 ff. 

64« Antonio, Giovanni di. „De i ginocbi d'Arltmetica c alcnne 
non ingrate proposte nel fine per passatempo de’ curiosi.** Neapel 1712. 

65. Pelican, Wenceslaus Joseph. „Aritbmeticus perfectus qui 
tria mimerare nescit, sive Arithmetica dualis.“ Prag 1712. 

66. Pescbeck, Christian „Arith- und Geometriscbe Erquick- 
Stunden*' Bautzen 1717—1726 

67. (Wit geest, S) „Naturliches Zauber-Bucb odei neu-er<5ffneter 
Spielplatz rarer Kiinste.** Numberg 1718. 

68. Clausberg, C v „ Demonstrative Rechenkunst.** Leipzig 1732 
(§ 1605). 

69. „Gottfried Wilhelms Baron von Leibnitz Matbematischer 
Beweis der Erschaffung und Ordnung der Welt** usw., berausg. von R 
A Nolten. Leipzig 1734. Mit einem Widmnngswort des Herauagebers 
versehener Abdmck eines Bnefes von Leibniz an den Herzog Rudolf 
August (1697) und Wiederabdruck der Abhandlong Leibniz’ „Expli- 
cation de FArithmetique binaire** (Nr. 56 dieses Index). tJber weitere 
Abdrucke dieses Bnefes s. bier S. 321. 

70. Leibniz. „L6ttre snr la pbilosophie chinoise a Mons de Re- 
mond**, Section quatri^me- „Des caracteres dont Fobi fundateur de 
FEmpire chinoise [sic!] s^est seivi dans ses ecrita et de Farithmetique 
binaire.** Leibnitii Epistolae ad diversos, ed Christian Kortholt, 
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n, Leipzig 1735, p. 488 — 404 = Leibnitii Opera omnia, ed. Dntens, 
t. rV, Oenf 1768, Pars I, p. 207 — 210. 

71. fiessing, Johann JSlgen. ^Zahlen-Terwechselnngs-Lust ‘*- 
Hamburg 1737. 

72. D^arjes, J. G. ^Dissertatio i£iathematica.‘‘ Jena 1738. 

73. Bessing, Johann Jdrgen. ,,AxithiuetisGhe Bnhe-Stunden/^ 
Hamburg 1738. 

74. Saunderson, Nicholas. „The Elements of Algebra.‘‘ Vol I. 
Cambridge 1740. 

78* Tellnagel, Christoph Friedrich. „Numerandi methodi 
siTO arithmeticae omnes possibilcs.*^ Jena 1740, 

76. Euler. ,,Solutio problematiB ad geoxnetriam situs pertiiientis,^*' 
Commentarii Acad. PetropoEt. 8, ad annum 1736 (^1741), p. 128 — 140. 
Wiederabgedruckt (nach G. EnestrOm, ^Yerzeichnis der Sehriffeen 
Leonhard EulerB‘% Leipzig 1010, p. 13): Commentarii aeadem. Petro- 
polit. Yin, ed. noTa, Bononiae 1762, p 116 — 126. — FranzSs. t5bersetzung 
TOn E Coupy, Nouv. ann de math^m. 10 ^ 1851, p. 106 — 118, mit einer 
Zusatznote des 'Dbexsetzers (p. 119). 

77. Meerman, Gerhard. „Specimen calculi duxionalis.^^ Leid6nl742. 

78. Bohlfs, Nicolaus. ^Htuistliches Zahlenspiel oder grdndliche 
Anweifiung, wie die sogenannten magiachen Quadrate zu verfertigen.*'^ 
Buxtehude 1742. 

70# Eusca, ^ietro. „I1 Maestro de’ Giuochi piacevoli . . . con 
alouni quesiti aritmetici.*^ Mailand 1743. 

80. Dilworth, Thomas. ^School-master’s AssistanV^ London 
1744 (od. 1745). 

81* Eessing, Johann Jurgen „Arithmetisch- und Algebraiecher 
Zeitverfereiher.“ Dritfee Edition, Hamburg 1745 — FrOhere Ausgabe 
{„Neu-Termebrter Arithmetischer Zeitvertreaber*‘) 1736 

82. Boat. „MathematLScher Lost und Nutzgaiten^^ Ndmberg 1745 

83* Steding, Job. Nic. ^Musaeum mathematicum od Mathema- 
tisches JEunst-Cabinet.*^ Oldenburg 1746 „Nacblese^S 
' 84. Alberti, Giusepp-antonio. „I giochi numerici fatti arcani.“ 
Bologna 1747. SpStere Ausgaben warden zitiert Ton Yenedig 1780, 1796, 
1815 (7. Ed.). 

85. Bexckenkamp, Johann Albert „Leges numerandi univer- 
sales, quibus numeratio decadica Leibnizii dyadica nee non reliqua 
numerationis genera aptantur^^ Lemgo 1747 

86. „Les Amusements mathematiques.^ Paris und Lille 1749. 

87. Pajot d’Ons-en-Bray. „M5thode facile pour faire tels quarres 
magiques que Ton voudra M^moires de I’Acad. Roy. des Sc. (de Paris) 
pour I’ann^ 1750, Paris 1754, p. 241 — 271; s, a Histoire de Tacad^mie, 
1. c. p. 119 — 124. (OktavauBg.: M€m, p 363ff ; Histoire, p. 172ff). 
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88« Enler^ Leonh. ^Solnidon d^nne Question curieuse qui ne pai»>it 
soumise d. aucune analyse.** Histoire de TAead. Roy. des Sc. (de Beidin) 
15^ 1759 (1766)^ p. 310 — 337 = Leonliairdi Eulexi Gonuneoatationes 
axithm. coH., herausg. v. Fu6, Petersburg 1849, p. 337 — 355 . 

88 a« „An account of Euler’s Method of solTing a Problem, relative 
to the Move of the Knight** etc. Prom a Correspondent. Journal of science 
and the arts 5, 1817, p. 72 — 77. Mit einer FigurentafeL — Siehe auch die 
Nm. 147 und 174 dieses Index, sowie a.dieAbh. von E.Troupenas (Nr.l78). 

S9m Rallier des Ourmes,^. J. „M^moire sur les quarrds magiques.** 
M^moires de math^matique et de physique, pr^sent^s k TAcad. Roy. des 
Sc. (de Paris), par divers Savans, ( 1 ) 4, 1763, p. 196 — 241. 

90. Zaake, C. G. „Praecepta arithm. utriusque.** Leipzig 1763. 
§ 14 [Magische Quadrate]. 

91. „Veritasquadratamathematica, physica, philologica, theologica.** 
Amsterdam 1765 — Ein seltenes Werk, soli etwas uber magische Qua- 
drate cnthalten, reproduziert jedoch nach dem bei Johann Wolfgang 
Muller, „Auserlesene mathematische Bibliothek**, Numberg 1820, p. 227/8, 
gegebenen Exzerpt anscheinend nur die „Terrassenmethode** (s. hjer S. 27 £). 

92. „Corsa del cavaUo per tutP i scacchi dello scacchiere." Bologna, 
Lelio daUa Volpe, 1766. 11 S. 

98. Capito, Cornelius. „Anweisung aile magischen Quadrattafeln 
zu verfertigen** usw. Gluckstadt 1767. 

94. Brander, Georg Friederich „ Arithmetica binaria sire dyadica, 
das ist die Kunst nur mit zwey Zahlen m alien vorkommenden Fallen sicher 
und leicht zu rechnen,** Augsburg 1769. Weitere Ausgaben v. 1770, 1776. 

95. Franklin, Benjamin „Bxperiments and observations on 
electricity . . ., to which are added Letters and Papers on philosophical 
subjects,** London 1769 (4. Ansgabe; die erste soli 1761 erschienen sein). 
Ygl. a The Gentleman’s Magazine and Historical Chronicle, vol XXXYIII, 
for the year 1768, p. 313 

„Des Herm D. Benjamin Franklin’s sammtlicbe Werke “ Aus 
dem Englischen und Franzosischen ubersetzt Nebst des franzosischen 
Cbersetzers, ^es Herrn Barbey Dubourg, Zusatzen und mit eimgen 
Anmerknngen versehen von G. T Wenzel. 2. Bd , Dresden 1780 

90. Guyot, E. G. 5 ,Recr^ations physiques et mathematiques.** Paris 
1769 — 1770 1, 3, 4. (In Bd. 2 die mathem. Belustigungen). — 2* ed. 

(„Nouvelles recreations**), 1772 — 1776; 3® ^d. 1786, usw. — Auch dreiban- 
dige Ausgaben von 1799, 1800 — 1801, 1810, 1814 werden angefiihrt. — 
Deutsche tJbers. in 7 Bdn Augsburg 1772 — 1777; italienische Ausgabe 
(„Giuochi fisici e matematici**) Mantua 1817. 

97. Euler, Leonh. „Problema algebraicum ob affectiones prorsus 
singulares memorabile ** Novi Commentarii Acad. Petropolit, 15, 1770 
(1771), p. 76 — 106 = Leonhardi Euleri Comment arithirr. coll. 1849, 
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1, p. 427 — 443* Siehe a. an der mi^enaxmten Stelle das ^Summarium 
disserfaliaiitim^ p. IB — 15 •— Den letartien Abschnitt der Euler scben 
Abbjandlim^ ^bessetzte Lebesg^XLe, „STir xm tb6orkne des nombres^^ 
Noirr. amt. de matb^in. 15^ 1855, p. 404 — 406, ins Fxanzdsisclie. 

98. Ferguson^ ,yTabIes and TRcacts.** 1771. 

99* Vandermonde, A. Tb. „B^Eaaxq[nes anr les probleznes de si- 
tna^on.^ Hiatoire de TAcadi^nie des Sciences (de Paris) pour Tann^e 
1771, Paris 1774, p. 666—574. 

100. C. (Cellini, COme-Alexandre). ^ScluMon du Probl6me du 
Caralier, an Jen d'Ecbecs.^^ Mannbeim 177B. 60 S. — Dasaelbe Tbexna 
in g^eicher VTeifle bebandelte derselbe VerfL zavor — und zwar xmter 
aednem Namen („Colini‘^ [^<^0) — ^ Abbandlungi „B.4poxise it un 
probl^e, snr le jeu des 6oheca.“ Journal encjcIop5diq[ue, Bouillon 1772, 
A VI, p. 45B— 462; VII, p. 112—118, 283—290. 

101. Honge, G- „Edflexions sur un tour de cartes.** Memoires de 
ntathdm. et de physique pr^sentes a TAcad. des Sc. (de Paris), t. VTI, 
annde 1773 (1776), p. 390—412. 

102. Hooper, W. „Ratioiial Recreations in -arhich the principles 
of numbers and natural philosophy are elucidated ** London 1774. 

108* Hutton, Charles. „Miscellanea mathematica.** London 1776. 

104 . Euler, Leonh. „ObseiTationes circa novum et singulare pro- 
gressionum genus.** Novi Comment. AcademiaePetropolit. XX, 1775 (1776), 
p. 123 — 1S9 ; s. a. ebendort daa „Sxunmarium dissertationum**, p. 20 — 24. 

105 . Euler, Leonh. „De quadratis magieis** (1776). Leonhardi 
Euleri Comment arithm. coll. .0, 1840, p. 593 — 602 = Leonhardi Euler i 
Opera postuma, herausg. von P. H. FuB u. N FuB, Petersburg 1862, 1, 
p. 140 — 151, — Dafar, daB die Abhandlung der Petersburger Akademie 
i. J. 1776 vorgelegt vrorde, a. „Briefzreehsel zwischen C. GJ Jacobi und 
P. H. vo*n FuB tiber die Herausgabh der Werke Leonhard Eulers**, 
Leipzig 1908, p 162 

106. Euler, Leonh. „Recherches sur unenouvelle especo de quarres 
magiques.** Verhandelingen van het Genootschap der Wetenschappen 
te Vlissingen 1782, p. 85—239 = Leonhardi Euleri Comment, 
arithm coll. .9, p. 302—361. 

107. Bailie re de Lai seme nt „Essai sur les probl^mes de situa- 
tion “ Rouen 1782. 74 S 7 Tafeln. 

108« Punk, Christlieb Benedict. ,,Naturliche Magie oder Er- 
klarung verschiedner Wahrsager- und naturlicher Zauberkonste “ Berlin 
und Stettin 1783 

109. „Onomatologia curiosa artificiosa et magica,** 3 Aufl. , verm 
u verb, v Johann Christian Wiegleb Niirnberg 1784 

110. „Johann Nikolaus Martins Unterncht in der natdrlichen 
Magie** (zuerst wohl 1719 erschienen, dann z B 1751), vBllig umgear- 
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beitet you Job, Christ. Wiegleb, fortgesetsst voa ^ofctfr. Erich 
BrOsenthaL 1 — 19, Berlin n. Stettin 1782 — 1806. — YgL a. Nr. 169 
dieses Index. 

Ill* (Twiss, R.) „Chess.« 1, 1787; II, 1789. London. 

112. Yieth, Q-. TJ. A. ^llnber dio p jihagorischen Tafeln.“ (Hinden* 
burgs) Leipziger Magazin feb: r^e n. angew. Mathem. 1788, p. 228 bis 
237; im AnschluB daran, p. 238 — 240, ein Brief A. G. Kastners, und 
p. 240—248 Zusatz K. F. Hindenburgs, beides zu dem Thema der Ab- 
handlung (magische Quadrate). 

IIS. Catel, P. P. ^Mathematisches und phjsxkalisches Kunst-Cabi- 
net, dem Unterrichte und der Belnstigung der Jugend. Nebst einer 
zweckznaBigen Beschreibung der Stucke, und Anzeige der Preise, fdr 
welche sie beym Yerfasser dieses Werkes P. F. Catel in Berlin zu be- 
kommen smd.“ Berlin u. Libau 1790. 

114. „Ehcyclopddie m4thodiqne‘‘ (Diderot et D’Alembert). „Dic- 
tioimaire encyclop^diqne des amnsemens des sciences ma&^matiques et 
physiques." Paris 1792. 

115. ^Encyclopedic methodique" (Diderot et D’Alembert). „Dic- 
tionnaire des jettx, faisant suite au Tome III des Matb^matiques." Dieser 
ersteTexl entbSlt &eilich nichts uber mathem. Spiele; darauf folgt jedoch: 
„Dictionnaire des jeux mathematiques . . . suite du dictxonnaire des jeux^, 
Paris 1799, und: „Dictionnaire des jeux familiers", Paris 1797. Siehe a. 
in der ursprunghchen , alphabetisch geordneten Ansgabe der „Encyclo- 
p6die, on dictionnaire raisonne des sciences, des arts et des metiers, par 
une societe de gens de lettres" einzelne Axtikel, wie z B. den: „fichec8", 
Anhang dazu von Monneron uber den Rosselsprung, in t XI, p 626 
der 3. Ausgabe (Genf u Neucbatel 1778); zu der dort gegebenen Anzahl- 
bestimmung vgl. in unserem Buch, Bd I, S 386, Anm. 1 

116. Gruson, Job Phil. „Enthullte Zaubereien und Geheimnisse 
der Arithmetik." Berlm 1796 

117. Yieth, G. U A „Yermischte Aufsatze fur Liebhaber mathe- 
matischer Wissenschaften “ Berlin 1796. 

118. (Ernst IL Ludwig, Herzog von Sachsen- Gotha ) „t3'ber die 
AuflOsung einer systematischen Anfgahe des sogenannten Rbssel-Sprungs 
auf dem Schachbrete “ Kaiaerlich privileg. Reichs-Anzeiger 1798, Nr. 48, 
26 Febr , col o41 — 543. Mit einer Figurentafel Fur die Autorschaft 
des Herzogs sei verwiesen auf Allg. Deutsche Biographic, Bd. YI, 1877, 
p. 310. — Siehe a. einen Artikel desselben Yerfassers Reichs-Anzeiger 

1797, Nr. 216, 18 Sept , col. 2319—2323. 

119* Werneburg. Job. Fr. Cbx „Kurze Darstellung eines neuen 
Zahlen- und damach gegebenen Maafi-, Gewichts- und Munz-Systems “ 

1798. — Weitere Schriffcen desselben Yerfassers tlber den gleichen Gegen- 
stand siehe hei Ullrich (Nr 499 dieses Index), p. 6f. 

Ahrens, M&thezn. Unterhaltangen. S. Aufi TL 
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19. Jalirlixixidert. 

1801— 1810* 

120* Horsti^, C. G „Bas aniiimeMsclxe Duodecimal-System von 
seiner practisclien Seite daorgesteUt.^ 1801. 

121* Wildt, Joh. Chr. Dan. „Da8 Burgspiel, ein Schachspiel for 
Heues Haundverisclies Magazm IS^ 1803 (Hannov^ 1804), 89, Stuck, 
eol. 1421 — 1424: ,,Der BOsselgpraiig auf dem secliseckigen Brette.“ 

122. Aretin, J, Ckr. Freiherr von. „I>ar8tellring der Vortheile 
TtTirt veaHboxgenen Eigensehaften der Bnneadik oder des Noveunal-Zlh- 
limgsisystems.*^ Tubingen 1805. IHe gauze Auflage dieser Schtift wurde 
— mit Becht — aordckgezogen, nur ein Exemplar befindet sich, xnit 
etner dieebez^licheu Bemerknng des Autors versehen, in der EgL Bibl. 
S5U Berlin. 

123. Bollinger, Joseph. „Ein hnndert zehen ganz nen zusammen- 
gesetzte Schach-End-Spiele. Dann vier tind zwanzig verschiedene Arten, 
den Springer dmch alle Felder bin und zuruck zu spielen, ohne ein Feld 
doppelt zu beriihren.^ Wien 1806. 

124 . Lorenz, Job. Friedr. „Lebrbegriff der Syntactik oder Com- 
binationalehre^^ (s»,,Lehrbegiiff derMathemaiik^% 1 Tb., 2. Abth.). Magde- 
burg 1806. 

125 . ,J)monario deUe ricreazioni di scienze fisiche e matematicbe 
trad, del fiancese.** 14 Bde. Rom 1806 — 1808. 

126. Ley burn, Thomas. „New Series of the Mathematical Repo- 
sitory/* I, London 1806; II, 1809; HI, 1814; lY, 1819. 

127 . „Neueste Anweisung zum Ereuz- Einsiedler- oder Kapuziner- 
Spiel/* Regensburg 1807. 

1811 — 1820 . 

128. Brunacci. „Compendio del Calcolo sublime.** Mailand 1811, 
p 74 — 78 (Brettablauf des Turms). 

129. Gergonne, J, D „Becherches sur un tour de cartes.** Annales 
de matbematiques (de Gergonne) 4, 1813/14, p 276 — 283. 

130. „Recreations in Mathematics and Natural Philosophy first com- 
posed by M Ozanam [Nr. 62 dieses Index], lately recomposed, and 
greatly enlarged, in a new edition, by the celebrated M Montucla 
And now translated into english, and improved with many additions and 
observations, by Charles Hutton.** London 1814 YoL 1 der matbem. 
Teil. — Nacb Poggendorffs „Handworterbucb“ (Bd. 2, 1863, col. 342) 
und anderen Quellen existiert bereits eine Ausgabe von 1803 Spatere 
Ausgaben, besorgt von C. Biddle (1840) resp. Edward Riddle (1844). 

131 . „Das SolitSirspiel und die Promenade des Springers ** Thee- 
und CafTee-Zeitvertreib fur Heiren und Damen, berausg von Ad Wilh^ 
Scbmolck, 2. Jan. 1815, p. 2 — 6 Mit einer Eupfertafel. 
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1S2« Mollweide, Carl Brandan. ^De qnadraias magids com- 
mentatio/* Leipzig 1816. Eine akademisclxe Gel^ezdieitaschiift^ «. a. t. 
demselben den Axtikel ,,Qiiadiat, xnagisches^^ in G. S. Klugels ,,Matlie- 
matischem WdrterbTich‘% 1. Abtb., 4. Tb., 1823, p. 13 — 46. 

13$. Le jbonrn, TbonDias. „The Mathematical Questions, proposed 
in the Ladies’ Diary, and their original answers, . .. firom 1704 to 1816.‘* 
I— IV, London 1817. 

1B4. Coste, Durrande et nn AbonnA [Cber das Gewichtspro- 
blem; s. hier Bd. I, S. 92, Anm.] Annales de math^m. (de Gergonne) 
8 , 1817/18, p. 305—312. 

185. Allizeau, Mathieu Alexandre. ,Jies metamorphoses on 
Amusements geometriques.^* Paris 1818. 

186. Bn Abonne. „Becherches snr les poljedres, renfermani en 
particulier un commencement de solution du probl^me [de carrelage].^ 
Annales de math^m. (de Gergonne) P, 1818/19, p. 321 — 344. — Dieser 
,,Abonnent*^ ist nach einer handschriftlidien Kotiz in dem Exemplar der 
Sorbonne-Bibliothek niemand anders als der Herausgeber Gergonne 
selbst gewesen (s. Badoureau im Journal de T^cole polyteehn., t 30, 
1881, p. 47). 

1821—1880. 

18 7« Willis, Bobert. ,,An attempt to analyze the automaton 
chessplayer, of Mr, de Kempelen. To which is added a copious col- 
lection of the Knights Moves over the chess board.*^ London 1821. — 
Ein Beferat hiertiber gibt der hier sogleich folgende Artikel. 

188. ,,An attempt to Analyse the Automaton Chess Player of M« 
De Kempelen “ The Edinb. Philos. Journal, conducted by Brewster 
and Jameson, 4, Oct 1820 — April 1821, Edinburgh 1821, Nr VIII, 
p. 393 — 398. — Siehe die vorstehende Nummer (^Willis) 

188 a. „On the Knight’s Moves over the Chess-board. “ Ibidem P, 
April — Oct 1823, Nr. XVIII, p 236 — 237 nebst Tafel VI. — Beide Ar- 
tikel von demselben anonymen Verfasser; im „Boy, Soc. of London Ca- 
talogue of Scientific Papers 1800 — 1900"‘, Subject Index, vol I (^Cambridge 
1908), p 81 ist als dieser Verf. D. Brewster genannt, Vgi. a ,,Briefe 
uber die naturlicbe Magie, an Sir Walter Scott von David Brewster‘% 
aus dem Engl, ubers . . von Friedr. Wolff (Berlin 1833), p. 314 fil 

189. Allizeau, Mathien Alexandre. „Jeu des polygones ou 
Transformation des plans.**’ Paris 1822 

140. Allizeau, Mathieu Alexandre. „Les poly^dres anthme- 
tiques on fractionnaires.** Paris 1823. 

141. Hellerung, Johann Christian Daniel ,,MathematiBche 
Abhandlnngen.** 11 (p. 41 — 70). „Theorie der voUsl^ndigen magischen 
Quadrate**. Bostock und Schwerin 1823. 


25 * 



388 


Literaaischer Index 


142. Mollwaide, Carl Brandan. Axtikel ^Springer auf dem 
Scliadblxre^^ Ma&em. Wditerbnch, angef. von 6. S. KltLgel, 1- Abth , 
4. Tb^ 1823, p. 468—467. 

148* Warnsdorf, H C. von. „Des Rdsselspnmges einfacbste nnd 
jiUgesneinsle L^snng*^ Scbinalkalden 1823* 6d S* -f- 96 Fig. 
Be^pre^tmgen; 1. Idteratur-Blatt Nr. 39, 40, 41; 14., 18., 21. Mai 1824; 
p. 15 ^ — 156, 168 — 160, 161 — 163. Mit FuBnoten nnd einer „Nachschrift‘‘ 
des Bedaktenrs (Ad. Mdllner). 

2. (HaUische) Allgememe liiterafeor-Zeitong 1825, 2. Bd., 
Mai bis Angmt, Nr. 183, coL 625 — 632; Nr. 184, col. 633 — 639 (Mnllner). 

144. Bleibtren, L. „I>ie arithmetischen Wnnder." Frankfort a. M. 
1824. — Bin© An^bo: Wien 1828, wird anch ang^ben. 

146. Jackson* „Hational Amusements for winter evenings." Lon- 
don 1824. 

146. V allot „Sar le jen dn solitaire Extrait d’une lettre 5. M, 
d© F^rnssao." Bulletin des sciences mathem, astronom., pbys. et chi- 
miqnes (Premiere section dn bulletin nniversel des sciences et de I’in- 
du8trie,,pnbli5 par Fdrnssac), 1, 1824, p. 137 — 138, 

147. [Pratt, Peter.] ^Studies of chess: containing a systematic in- 
iacoduclion to the game, and the analysis of chess, by Mr. A D.Philidor, 
with original comments and diagrams." 6. ed., London 1825 (p. 533 — 636: 
BOssehsi^amig, darunter eine LOsnng Eulers nach dem unter Nr. 88a 
dieses Index anfgefnhrten „Account"; p, 74 — 180: Ober den relativen 
Wert der Schachfiguxen, Diese Absehnitte ruhren jedoch nicht oder doch 
nnr zu nnwesentlichen Teilen von Pratt her; vgl. a. P. R. v. Bilguers 
Handbnch des Schachspiels, herausg. von v d. Las a, 2. Anfl. 1852, p, 28) 

148. Schinnern, Clemens Rudolph Ritter von. „Em Dutzend 
maihematischer Betrachtungen." Wien 1826. 

149. Stein, Johann Peter Wilhelm „lTber die Vergleichung 

der verschiedenen Njimerationssysteme " C re lies Journal 1, 1826, 

p, 369—371. 

150. Mauvillon, F W, von „Anweisang zur Erlemung des 
Schachspiels “ Essen 1827. 

151. Netto „Das Schachspiel unter Zweien, und dessen Geheim- 
nisse." Berlin 1827. Anhang: „Das Problem des ROsselsprungs imSchach- 
spiele" (eine Seite: p. 211). 

152. Hugoulin. ,, Premiere collection de recreations math^matiques.*** 
Paris 1828. 

158. Bouvard, A. „Marche du Cavalier des Sichecs" M^m. de 
TAcademie des Sciences, Arts et Belles-Lettres de Dijon 1830, p. 23 — 26. 

154. Elaber, H „Aufgab6n aus der hbheren Rechenkunst nebst 
einem Anhang der Lehre von den Zauberquadraten " Prag 1830 
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y 18S1— 1840. 

155* Billig, Eduaxd (Verl^er, gilt auch als VerfaBser). ^esr 
ROsselspnmg mit YariationetL** Mittweida 1831, — Werflos, zaM- 
reiche Sclirifben anderer Antoren nbar den gleichen G^^nstand. 

166. Clausen, Th , ,,'&ber eine aritlunetisclie Anfgabe.” Crelles 
Joximal 7, 1831, p. 30 — 31. 

157. Mdser, F. W. „Aritlmieti8clxe Belnstigangen*^ . , . Munster 
1831. 43 S. 

158. Fibre, de. ^Zanber-Quadrate und -WurfeL“ Hamburg 1834. 
— Der angegebene Verfassexname „Fibre, de“ ist ein Pseudonym fur 

F. J. Brede (F. J. Brede == Fibre, de); s. a. „Briefwrecbsel zwiscben 
■- - - _ - ■ - * 

C. F. GauB und H. C, Scbumacber, Bd. Y, Altona 1863, p 74/75. 
Holzmann und Bohatta geben in ihxem Pseudonymen-Lexikon unrich- 
tig an: „Breda, Julius**, und beziehensichhierfurauf Andreas Gott- 
fried Schmidt, ,,GaUerie deutscher pseudonymer Schriffcsteller vor- 
zuglich des letzten Jahrzehents**, Grimma 1840, -wo p. 59 sich fceilich 
dieser unzichtige Name hndet. In dem durchschossenen Exemplar, das 
die Hamburger Stadtbibliothek Ton diesezn Schmidtschen Wer&e be- 
sitzt (A, A. 315f), steht handschriftlich die Bericfatigung „Ferdinand 
Julius Brede, nicht Breda, in Altona Comptoirist.** 

ISO* Ciccolini, Teod „Del cavallo degli Scacchi.** Paris 1836. 

160. Addison, G. A ,Jndian Reminiscences.** Londonl837 (p.l9 — 27: 
„General Solution of the knight’s trick at Chess"*) 

161. Hohndell, GustaT. „Arithmetische Unterhaltungen.** I. Auch 
unter dem Titel: „Praktische Anleitung zur Bildung und Berechnung 
magischei Oder sogenaimter Zauberquadrate ** Leipzig 1837. — 2. wohl- 
feile Ausgahe: „384 Zauberquadrate oder arithmetische Belustigungen 
fur Freunde der Rechnenkunst, nebst Anleitung zu ihrer Bildung und 
Berechnung.** Leipzig 1839. 

162. Nulty, E. „A. Remarkable Arrangement of Numbers, consti- 
tuting a Magic Cyclovolute** (1834). Amer. Philosophical Soc Trans (2) 
5, 1837, p 205—208 

168. Yiolle, B ,, Traits complet des Carres Magiques pairs et im- 
pairs, simples et composes, a bordures, compartimens , croix, chassis, 
equerres, bandes detachees, etc ; suivi d’un Traite des Cubes Magiques, 
et d’un Essai sur les Cercles Magiques ** 2 tomes 8^, Paris 1837 — 38, et 
1 tome foi. (49 planches), Dijon. 

164. Jaclot et D’Arhel aine. ,, Recreations arithm^tiques on 1800 
problemes** . . . Paris & Bruxelles 1838. 1, 5. 

165. Mone, Franz Joseph. „Rathselsainmlung *• Anzeiger for 
Eunde der teutschen Yorzeit, herausg. von Mone, 7. Jahrg, 1838, col 32 
bis 60, 258—268, 371—384. 
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146* Unger, Ephraim Salomon. ,,Arithmetische Fnterhaltmigen.“ 
Btfhrfe 18^. 

187. Znckermandel, Christoph Wilhelm. nach denen 

alle Zanberqnadrate, mit gleichen Linienstimmen, leicht nnd schneU, anf 

^pidende Art, xmd anch solche Quadrate gebildet werden kdimen, 
deren T^iTilftnimTmn ftn Crlieder einer aiithmetischen Progression sind, tmd 
CTnafcTntnpm eino gswisso Jahreszahl hetragen. Nebst einer Anweisung^ 
den fi5s8elspnmg mit vielen Terandemngen in einer Stnnde grnndlich 
sn ademen.^ Nnmbeig o. J. (Torrede von 18SS). 

188. Lavern^de, J, E. Thomas de. ^Problfeme de situation.*' 
Mdmoires de PAcad^mie Eojale du Card 1888/39, Nismes 1840, 
p. 161^179, 

188* Hartius, Job. Kik. ^Gesammelte Schiiften dber natnrliche 
Ma^a.^ Ansgew, n. beaib. von J. H. M von Poppe. Stuttgart 1889. — 
Tg^ a. Nr. 110 dieses Index. 

178. Leischner, Carl Ferd. ,,Die Zanberkunst aller Zeiten und 
Nationen.** Weimar 1840, 

171* Eoget, P. M. „I>eacription of a Method of moving the Knight*' 
etc. Philos. Magas (3) 16 , 1840, p. 306—309. 

172* W. [Walker], 6. „Chess, without the Chess-board." Fraser’s 
Magaadne for town and country, voL 21, Nr. 123, March 1840, p. 302 — 318 
(p, 316 — 317 : Bdsselspmng ohne Ansehen des Schachbretts). 

173. Walker, G. „0n the moving the Knight" etc. Philos. Magaz 
(8) 16 , 1840, p. 498—501. 

1841—1830. 

174. Stein [Elias]. „Manuel de ramatenr dn jeu des tehees, on 
nouvel essai sur ce jeu" Ausgabe von Milbons [= Simon Blocquel], 
Paris o, J. [1841] (p 122 — 128* RSsselspmng , vorwiegend nach Euler 
Nr. 88 dieses Index) 

175. Kafer, Victor. „Voll8tandige Anweisxing zum Schachspiele". 
Gratz 1842, Vierte Abtheilung, p. 191 — 193’ „Vom Rdsselsprunge " Mit 
einer Tafel knnstvoller ROsselsprunge. 

176. Libri, G. „Memoire sur Teiaploi des fonctions discontinues 
dans I’analyse, pour la recherche des formules gdnerales." C R. (de Paris) 
15 , 1842, p. 401 — 410 (p, 408 Notiz liber das Kosselsprungproblem). 

177. [Perenyi, Baron v] „Mnemomk des Schachspieles oder* 
Versinnlichung des Bretes und der Zuge" Bd. I (Tafel 1 — 47); II (Tafel 
48—108). Wien 1842. 

178. Troupenas, B „Probleme dn cavalier, parcourant toutes les 

cases de r^chiquier." Le PalamMe (2) 1842 Paris, p 166— -171, 221 — 226, 

268 — 277 Siehe dazn a. Nr. 88a dieses Index. 

179. Ulbricht, C „Wunderbare Rechenkunste Bine Sammlung 
auserlesener arithxneiischer Kunstaufgaben, unter besonderer Berucksich- 
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tigxmg^ der Zanber-Qnadratey liinsiolits iltrer meolianisohen Anfartigang/^ 
Qnedlmbiirg 1842. 

180* Vallot. f,Eapport anr nn travail de [A.] Snzemain de Mis- 
aerj: Tbeozie generale dn jen de Solitaire consid^rd comme piobldzae 
d'analyse et de situation." Ck>inpte-rendn des travanx de TAcadeinie dea 
Sciences, Arts et Belles^Lettr^ de Dijon 1841 — 1842^ Dijon 1842, p. 58 — 70. 
Siebc S. 337. 

181* Lionnet. ,,&olxition d’nn probl^me d’arithmetiqne " Nonv. 
ann- de matb^m. j8, 1843, p. 446—447. 

182. Moon, Robert. „On the knigbt’s move at cbess," Cambr. 
Math. J. 3, 1843, p. 233—236. 

188* Brede, J. „AImanach f5r Frennde vom Schachspiel." Altona 
(1844). 

184. Charpentier, Jean-Baptiste-Alexandre. „Dn jen des 
echecs A la portee des jeunes gens . . La marche dn cavalier, o&ant 
a elle senle nn nonvean jen g^om^trique." Paris 1844. 48 S. -f- 2 Blotter 
nnd 2 TorblSitter, diese mit dem nenen Titel: „Anciens et nonveanx jenx 
gdom^triqnes, . . . combinaisons cnrienses sor la marche simple et double 
dn cavalier anx tehees." Paris 1849. 

185* Glaszer, Christian Flamin Heinrich August. ^Gang 
eines Springers anf dem Schachbrette." Jahxesber. Studienanstalt Erlangen 

1844, p. 1 — 12 (Verfafit nach Mitteilnngen des Erlanger Professors 
Heinr, Aug. Rothe, f 1842) 

186. Coleune „Le syst^me octaval ou la numeration et les poids 
et mesures reformes." Paris 1845. 

187. Jaenisch, C. F. v. „Essai sur le calcul mathematique des 
valeurs relatives des pieces de Teebiquier," Le Palamede (2) o, 1845 
Paris, p. 155—173. 

188. Moon, Robert „0n magic squares" Cambr. Math. J 4, 

1845, p. 209—214. 

180. Tomlinson, Charles , Amusements in Chess." London 1845. 
(RSsselspxunge p. 114 — 128, 154 — 155; Wert der Schachfiguren p 129 
bis 138) 

190. Alexandre, A. „Collectioii dea plus beaux problemes d’4checs" . 
Paris 1846- Auf der letzten Seite; „Probleme du cavalier" Daza die 
Figuren p 341 

191. Las a, T. von der „L6sung des Rosselsprungs." Sehachzeitnng 

1 , Berlin 1846, p, 188—191; 1847, p 79—86; 97—103 

192. Moon, Robert „0n the theory of magic squares, cubes" etc 
Cambr and Dubl. Math. J. 1, 1846, p. 160—164 

193. Franz. ^Rosselsprung " Schachzeitung 5, Berlin 1847, p 341 
bis 343 
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IM. T, P. „Oii a problem in combinatioiis “ Cambr, 

and l>i*bL MaUa J. 2 , 1^47, p. 101—204. 

liasa, T. tob der. ^otiz d-ber ein altes, bei Janot in Paris 
gedroelctes Qaarib^ndcben p^r. 7 nnseres Index].^* Schachzeitimg 2 ^ Berlin 
1847, p. 317—820. 

108* Listing, J. B. „Vorstndien znr ToxK)logie." GStfcinger Studien^ 
rod. fon A, B. Krisebe, GOtMngen 1847, Abtb. 1 (Mathem. n. naturw. 
AbbandL}, p 811 — 876. — Ancb als selbstandiges Werk erschienen; 
CrOttiiigesi 1848. 

137. Oppcn, T. „Vom Tanscbwertbe der Steine im Schacb/*- 
Bdbadbzeitong 2 , Berlin 1847, p 8 — 185 70 — 79, 141 — 149. 

198. Pott, A. P. ,JDie qnin&ze nnd vigesimale ^Lhlmethode bei 
¥5lkera aller Weltfcbeile.‘‘ H^e 1847. 

199. Beverley, William. „0n the Magic Square of the Eniglit’s 
Mareh.^ Philos. Magaz. (3) 35, 1848, p 101 — 106 (MitgeteiltvonH. Peri gal). 

309. Eildell, Carl. „0ber die matheznatische Behandlxmg des 
Sehaehspiels.‘* Schachzeitung 3 , Berlin 1848, p. 101 — 120 (nnvollendet). 

201. „]>e oploasing van den paardensprong/^ Sissa (Maandschrift 
voor het schaakspel) 2 ^ 1848, p. 160—163, 190 — 194, 218 — 218. 

991a. Seheidins, T. (naeh Haldeman, JSfr. 238 dieses Index, 
ProdrozanB p. 33, aneh Verf. dea vorstehenden Artikels Nr. 201) „Het 
Problema van den Paardensprong.^ Sissa 4, 1860, p. 209 — 223. 

Elnzelne BOssdlsprnnge, von verschiedenen herrohxend: Sissa 5, 1840 t 
p. 330 ; 4 , 1860, p. 144, 238; 7, 1853, p. 80, 30, 89, 102, 188, 146, 143. 

203. Hanstein (anonym „Hn.“), W. „Der ESsseL^rung in hOcbster 
KnustvoUendiing Schachzeitnng 4 , Berlin 1840, p 94 — 97. 

2<®. Oppen, von. „William Beverley’s E6sselspmng.“ Schach- 
seitting 4 , Berlin 1840, p. 21 — 24. 

294. Wenzel ides, Carl. „Bemerfcnngen tlber den Ebsselspning 
nebst 72 Diagrammen.“ Schachzeitung 4 , Berlin 1849, p 41 — 93, 282 — 
286; 6, 1860, p 212—221, 230—248 

205. Cayley, A „Oii the triadic arrangements of seven and dEeen 
things.'* Philos Magaz. 37 , 1850, p. 60 — 53 = Collect. Papers 
p. 481—484. 

20G. [Hanstein, W., ?] „tjber den Tanschwerth der Steine.^' Schach- 
zeitung 6 , 1860, p. 226—227. 

207. Kirkman, T. P „Query*' Lady’s and Gentleman’s Diary 

1860, p 48 

207 a. ^Solutions to Query VI “ Lady’s and Gentleman’s Diary 

1861, p. 48 

208* Eirkman, T P. „Nate on an unans'wered prize question.*'^ 
Cambr and Dubl. Math. J 5, 1850, p. 256—262. 
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200. Kirkman, T, P. „On the triads made witli fifteen things/* 
Pliilos. Magaz. 37, 1860, p. 169—171. 

210. Siznrock, Karl. ^Bas dentsche KlthselbucH/* 2. Sammltmg. 
Frankfort a. M., o. J. [1850]. 

211* Yolpicelli, P. ,, Solution d’lm probleme de sitnation relatif 
an cavalier des dchecs.** C. K. (de Paris) 37, 1860, p. 314 — 318. Vgl. a. 
Nr. 302 dieses Index. 

1851 — 1860 . 

212. Bobinson, N. H. „Mat]iematical Recreations.** Albany 1851. 

213 . Wenzelides, Carl. „flber symmetriscbe BOsselsprunge.**- 
Sdiacbzeitong 3, 1861, p. 286 — 297. 

214. Anstice, B. R. „On a problem in combinatians.** Cambr. 
and Bnbl. Math. J. 7, 1862, p. 279—292. 

215 . Basterot, Comte de. „Traitd ^dmeniaire dn jen des echecs.** 

Paris 1852; ed. 1863. 

213. Grelle, A. L. „Zwei ZaBlen-Anfgaben; die erste mit der Anf- 
lOsimg, die zweite noch anfimlOsen.** Crelles JoTim.44, 1852, p. 317 — 334. 

217. Minding, Ferd. ^ttber den Umtlanf des Springers anf dem 
Schacbbrette (den sogenannten ROsselspmng).** Crelles Journal 44, 
1852, p. 73 — 82 == BnU. de la classe physico-math^m. de TAead. Imp^r. 
des se de St -P^tembonrg d, 1848, col. 209 — 220; in englischer Cber- 
setznng; „On the Knight’s move at chess** in Cambr. and Dnbl Math. 
J 7, 1852, p. 147—156. 

218. Spottiswoode, William. „On a Problem in Combinatoria 
Analysis.** Philos. Magaz. (4) 3, Jan. — June 1852, p. 349 — 354 

219. Cl an sen, Th. „Direkte AnflOsnng des Eosselsprungs/* Grn- 
nerts Archiv Math, Phys. SI, 1863, p. 91 — 92. 

220. Clausen, Th. „Verschiedene mathematische Bemerkungen und 
Anfgaben; ans einem Briefe an den Herausgeber**, Nr. 2 Grunerts 
Arch. Matb Phys. Sl^ 1853, p 97 — 99 

221. Lecot, V. „B^creations arithmetiqnes ‘* Pans 1853 

222. Nnlty, E „Snpplementary Note on the Construction and 
different Forms of the Magic Cyclovolnte.** Amer Philosoph Soc Trans. 
(2) 10, 1853, p 17—26. 

223. Knnze, Karl Ludwig Albr. „Das geometrische Fignrenspiel 

fur Kinder** . 2. Anfl , Weimar 1864 Vgl a Nr. 297 dieses Index 

224. Ulbricht, C „Anleitnng zur leichten und doch nchtigen 
Anfertignng der so wunderbaren Zanberqnadrate.** Quedlinburg u Lpz. 
1864. 

225. „Sur le probleme du cavalier an jeu des Rebecs.** Par un 
abonnA Nonv. annal. de math^m, 13, 1864, p. 181 — 186. Bazn eine 
Znsatznote des Redaktenrs Terquem, p 187/8. 
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SS2§. P[oBgracz]^, Graf Arnold — ztt Balassa Gyarmath. Zwei 
Ta;^^ jm% xns. 26 Bdsselsprdxigeti. 'Wiener Schachzeitnng X, 1855. Hit 
emem Arfakd y,B 5 ead[sprdnge^^ Ton der Bedak'^Qn nad jedenfalla in 
deren Nameii, p. 23S — ^241; s. a. p. 342. 

227« Dnr^nd (AbW). „G4ndralisation complete dn probl^me 
d^Enler/* La Bdgence (Revue des echoes etc.) X, 1856 Paris, p. 366 
—372; La nouvelle Regence 1861, p. 83—87, 117—120, 162—156. 
Vgl. die Bemei^bing zu Nr. 245 dieses Index. 

228* Hamilton, W. E, ^Memorandum respecting a new System 
of Boots of Unity Philos. Msbgaz. (4) X2, 1866 July^Dec., p. 446. 

229. Lange, Max- ^Lehrbnch des Schachspiels.^ Halle 1856; 2 . Aufi. 
1865. 

2M. Slyvons (Anagramm-Psendonym for Solvyns*)), Edm. „Appli- 
catiem de ranslyse aox sants dn cavsdier du jen des 4checs.^^ Brnssel 1856. 

2S1« Cayley, A. „A problem in permutations.^ Quart J. X, 1857, 
p. 72 = Collect. Papers 3, p. 8 . 

232. Cluley, Wm „T]ie Philosophy of Chess.“ London o J. [1857 
Oder 1858]. 

233* Hamilton, W R „On the Icosian Calcnlus.‘‘ British Assoc. 
Report 1857, Notices and abstracts, p. 3. 

234« Mari age, Aim 5. „Nit 2 n 6 ration par huit anciennement en 
usage par toute la terre prouv 6 e par les Kona des Chinois, par la Bible, 
par les livies d^H^siode, d’Hom^re, dlHdrodote etc.“ Paris 1857. 

235* Reiss, M, „Beiti:3ge zur Theorie des Solitar-Spiels” (datiert: 
1853). Crelles Journal 54, 1857, p. 344 — 379. 

235a« Buchounet. „Th^rie du solitaire par feu le docteur Reiss, 
Ebremeut traduit de Tallemand “ Nouv. Corr math 4 m 3, 1877, p 234 
— 241; 263 — 268; 289 — 293. Zusatze Ruchonnets p 294, 

236. Bunjakowskij, W. „Sur un probleme de position, relatif ^ la 
thdorie des nombres,^* BulL de la classe physico-mathem de I’Acad. 
Imp4r des sc. de St.“P4tersbourg 16, 1858, col. 67 — 78. Referat in Nouv. 
ann de mathem. 17, 1858, Bulletin de bibliographie , d’histoire et de 
biogxapbie mathematiques, p. 66 — 67 

237. Oppen, von „R 6 sselsprung Schachzeitung 13, 1858, p 174 
—176 

238. Warnsdorf, H. C von. „Zur Theorie des Rosselsprungs.‘‘ 
Schachzeitung 13, 1868, p, 489 — 492 

239. Hugel, Theod. „Die zuagischen Quadrate matheznatisch be- 
handelt und hewiesen.*** Ansbach 1869 


1 ) Siehe v, d Linde, „Gesch- u Litter des Schachspiels‘‘, Bd II, 
1874, p 111 u. 181 . 

2 ) Siehe La R4gence I, 1860, p. 321 — 324, speziell p 323 
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240. Jaenisch, C. F. tou. „De la solution la pins parfaite dn 
Problfeme dn CaTalier/' Tlie Chess Monthly 3, 1859 New Tori, p. 110 
—114, 147—150, 176—178- 

241. Mann, G. „120 nene ESsselspriinge nebst einer knrzen An- 
leitnng: Die Ennst, den Edsselsprnng ohne Schwierigkeii za lexnen.*^ 
Nnmberg 1869. 

242. Wiessner, J. „Magic square for the year 1859.“ The Mathemat. 
Monthly, edited by J* D. Eunkle, 1, 1859, p. 122. 

248. Bellayitis, G. „Problema di posizione relatiro alia teoria 
delle sostitazioni (Bouniakowsky, Bull. Ac. P6fcersbonrg, 1867, XTI 
n®. 365...)“ Atfci dell’ Istitnto Veneto (3) YI, 1860—61, p. 193 — 195. 

244. Bellavitis, G. „Di8posizione snllo scacchiere di otto regin6.“ 
Atfd dell’ Istituto Veneto (3) VI, 1860 — 61, p. 434 — 436; s. a. v. dem- 
selben ibidem XV, 1869 — 70, p. 844 — 846. 

246. Durand (Abbd de Lisieux). „fitudes thdoiiques et pratiques/* 
La Edgence I, 1860, p. 62—56, 117—122, 164—157, 161—166, 213—215, 
246—249, 278—280, 312—316, 342—348, 366—369; La nouvelle Regence 
If, 1861, p. 21— 25, 51—54, 244—247, 309—314; HI, 1862, p. 52— 56, 
119—123, 209—215, 245—248, 257—260, 289—292, 321—329; IV, 1863, 
p 16—22, 52—55, 115—118, 193—199, 321—325; V, 1864, p. 33—86, 
65—69. — Eine ganze Anzahl der Abschnitte dieser Axtikelserie hat 
freilich mit den in unserem Buche behandelten Fragen nichts zu tun. 
Drei Abschnitte der Serie sind bier im Index zu einem Artikel desselben 
Verfassers Tom Jahre 1856 (Nr. 227) gezogen, da sie die Portsetzung 
dieses bilden 

246. Lequesne, E. „Solution du Probleme du Cavalier “ La E6- 
gence I, 1860, p. 355—358 Siehe a. v demselben: „Quelques mots snr 
le probleme du cavalier “ La nouvelle Regence III, 1862, p. 162 — 164; 
diese Note ist nur der begleitende Text for erne Tafel mit Rbsselsprungen, 
die dem betreffenden Hefte der Zeitschnft beigegeben werden sollte, 
aber in dem von mir eingesehenen Exemplar (Bibliothek von der Las a) 
jedenfalls fehlt Ebendort, p. 218, wird em Tafelwerk Lequesnes uber 
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habe ich nicht feststellen kdnnen; Volpicelli (Nr 303 dieses Index) 
nennt nnter den Schriftstellem des RSsselsprungs Laquesne (sic’) ohne 
jede weitere Angabe 

247. Waitz, C „Topographische Schachstudien.** Schachzeitung 
16, 1860, p 406—415 

248. „Briefwechsel zwischen C F. Gau6 und H C. Schumacher**, 
herausg. von C. F Peters, I— d, Altona 1860 — 65. 
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Caen 1894 Spezialverbffentlichungen der „ Association fran 9 aise‘‘, in deren 
„Comptes rendus‘^ nicht abgedruckt und im Buchhandel nicht erhaithch. 

498. Petersen, Julius. „Die Theorie der regulfiren graphs Acta 
mathem. 15, 1891, p. 193 — 220 
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49®. Ullrich, Edward. ,,I>as Beclmen mit Dnodeciinalzalilen 
Piogr. Bealschnle Heidelberg 1891. 

S#9. Johnson, Woolsey. „Octonaiy numeration.** itfew Torfc 
Malh. Sac. 1, 1891/92, p. 1—8. 

^01. Schubert, Herm. „The magic square.** The Monist 2, Chi- 
cago 1891 — 92, p. 487 — 511. — Ln wesentlichen eine Bbersetzung des 
Abschnittes VI aus dem nnter Nr. 641 dieses Index aufgefahrfcen Buche 
und wohl spatex in Nr. 575^ ubergegangen. 

602. Ball, W. W- Bouse. ^Mathematical Recreations and Pro- 
blems.** London 1. und 2. Aufl. 1892; 3. And. 1898. — 4. Audi. („Mathe- 
xnatical recreations and essays.**) 1905. — 6. And. 1911. 

602a. Bail, W. W. Bouse. „B4creations et problfemes mathe- 
matiques.** 'Gfbenu der 3. engL Ausg. ins Franzes, von J. Pitz- Patrick. 
Paris 1898. — Zweite fianzSsifiche Ausgabe („Bdcr4ationB math^matiquea 
et problteies des temps anciens et modemes**), nach der 4 englischen, 
mit vielen Zusatzen von J. Fitz-Patrick. Teil 1, Paris 1907; Teil 2, 
Paris 1908; Teil 3, Paris 1909. — Eine italienische Ansgabe des Ballschen 
Werkes („Bicreazioni epioblemi matematici dei tempi antichi e moderni**) 
veranstaltete nach dem englischen Original Dionisio Gambioli. Bo- 
logna, o. J. [1911]. 398 S. 

508. Coccoz, V. „Confitruction des cairns magiques avec des 
nombres cons^cutifs** und weitere Abhandlungen dber magische Quadrate. 
Assoc. fran 9 21, Congr^s de Pau 1892, I, Paris 1892, p. 165; H, Paris 
1893, p. 136 — 148; 22, Congr^ deBesan 9 on 1893, p. 171 — 183; 2S^ Congrfes 
de Gaen 1894, I, Paris 1894, p. 98; II, Paris 1896 p 163 — 183; 24, 
Congr5s de Bordeaux 1896, I, Paris 1895, p. 179; 11, Paris 1896, p. 102 
— 110; 31 , Congr^s de Montauban 1902, II, Paris 190$, p. 137 — 157; 
32, Congxhs d’Angers 1903, I, Paris 1903, p. 112 — 113; II, Paris 1904, 
p. 142 — 167. Siehe a. Nr. 442 dieses Index. 

604. Falkener, Edward. „Games ancient and oriental and bow 
to play them. Being the games of the ancient Egyptians, the hiera 
gramme of the Greeks, the Indus latrunculorum of the Romans and the 
Oriental games of chess, draughts, backgammon and magic squares** 
London 1892 

606. Frolow (Froloff), M. „£galites k deux et ^ trois degres.** 
Bull de la soc. mathem 20, 1892, p 69 — 84. — Ygl. Nr. 473 dieses Index. 

606. Gutzmer, A. „Aus der Unterhaltungs-Arithmetik.** Naturwiss. 
Wochenschr 7, 1892, p. 261 — 262* 

607. Massip, Maurice. „Les canes magiques.** M6m. de I’Acad. des 
Sciences, Inscriptions et Belles-Lettres de Toulouse (9) 4, 1892, p 423 — 464. 

605. Schlegel, V. „Sur une methode pour representer dans le 
plan les cubes magiques k n dimensions.** Bull, de la soc. mathdm. de 
Franco 20, 1892, p 97—103 
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509* Schlegel, Y. „I>ie allgemeinen Graudlagen zweier Probleme 
aus der Unterhaltnng’s-Arithmefcifc/^ Hoppes Axcliiv' Math. Phys. (2) tt, 
1892, p* 98—100. 

510. Schwab, Moise. ^MMailles et amnlettes a legendes hdbra- 
iques conserT^es an Cabinet des Medailiea et Antiques de la Bibliotbfeqne 
nationaIe‘^ Rerae nnmismatique, s^rie, t. X, 1892, p. 241 — 258. 

(Amnlette mit maglscben Qnadraten). 

511* Roberts, Samuel. ,,0n certain General Limitations affecting 
Hyper-magic Squares/* London Math. Soc. Proc. J94, 1892/93, p 37 — 53. 

512. Portier, B. ^Constructions nouvelles des cands diaboliques 
de 9 et du carr^ satanique de 9/** Alger 1893. Siehe a. Assoc. fraHi 9 . 22^ 
Congrfes de Besan 90 a 1893, I, p. 173. — Zweite ^Ausgabe („Le carrd 
diabolique de 9 et son derive, le carre satanique de 9, tir^s du carre 
magique de S“). Alger 1895. 32 S. — Unter demselbeh Titel, wie die 
Auagabe von 1895, exisMert eine als v5llig ver§.ndert bezeiclmete Aus- 
gabe: Algex-Paris 1902. 29 S. 

51S. Schlegel, Y. „^gisobe Wurfel von 2 — 5 Dimenaionen." 
Kacbtrags-Katalog matbematischer u. mathem.-pbysik. Modelle, Apparate 
u. Instrumente, beransg. v. W. Dyck. Leipzig 1893. 

514. Sundara Row, T. „Geometncal exercises in paper-folding.** 
Madras 1893. Addison & Co. — Bine neue Ausgabe, berausg. von 
W. W. Beman und D. E Smith, soil 1905 in Chicago im Verlage der 
„Opon Court Publishing Co/* erschienen sein. 

515. Sylvester, J. J, „Note on a nine schoolgirls problem** The, 
Messenger of mathem. (2) 22 j 1893, p 159 — 160; 192 = The Collected 
Mathem Papers of J J. Sylvester, vol. lY, Cambridge 1912, p. 732 — 733. 

510. Yinot, J „Recreatiotts math^matiques/* 3 And Paris 1893; 
4 Aufl. 1898, 5 AuB-. 1902; 6, Aufl 1911. 215 S — Es soil eine Aus- 
gabe von 1860 — also wohl die erste — existieren 

517. Ball, W. W. Rouse „Eveu magic squares** The Messenger 
of mathem 2B, 1893/94, p. 65 — 69, 

518. Burnside, W „Oii an application of the theory of groups 
to Kirkman’s Problem**. The Messenger of mathem 23, 1393/94, 
p. 137—143. 

519. Dixon, A. C „Note on Kirkman’s problem/* The Messenger 
of mathem 23, 1893/94, p 88 — 89. 

520. Smyth, B S. (oder B B). „Harmonic forms ‘^* Trans of the 
Kansas Acad, of Science 14, 1893/94 (nach ander. Angabe: 1896), p. 46 — 83. 

521. Arnonx, Gabriel. „Aiithm6tiqne graphiqne Les espaeea arith- 
m^tiqnes hypermagiqnes/* Paris 1894. — ReferatvonC A Laisant imBull. 
de la soci^td mathem de Prance 22, 1894, p 28 — 36, sowie (mssisch) von 
J. A Isnoskow in den Nachr. der physiko-mathem. Gesellsch. an der 
Kaiserl TJnivers zn Kasan (2) 5, 1896, p 48 — 60. 
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SM. Cavendish. ,3eci:«tioii8 with magic squares/' London 1894. 

Cnrtase, M. „Ziir G^eschichte des Josephspiels.‘‘ Bibl. mathem. 
{%) 8 , 1894, p. 116. Siehe a. Nr 634 dieses Index. 

&24« Fienry, Henry, f&her das „Cham§leon‘^ nnd verwandte 
Spiele.] Interm4d- des math^ni. 1, 1894, p. 216 — 216. 

626. Flye Sainte-Marie, C. [Ober Dominoketten ] Intermed des 
malhdin. 1, 1894, p. 164 — 165. 

6S6* Franel, J. [tJber das Achtdamenpxohlem.] Intermed. des 
T¥iafli4m. 1, 1894, p. 140 — 141. 

627* Maillet, E. ,,Siir nne application de la th^orie des gxonpea 
de Bubstitations a ceUe des carr^s magiqnes.^^ M^moires de Tacad. des 
sc. de Toulouse (9) 6 , 1894, p. 258 — 280. 

628 . Maillet, E. ^Snr les carr^s latins d’Enler-*‘ Assoc. fican 9 ^5, 
Congx^ de Caen 1894, I, p. 101/102; H (1895), p. 244—252. 

629. Bed on, P. „Kouvelles recherches sur le jen du taquin.**- 
Paris 1894. 

680. Schurig, R. „Die Paamng der Theilnehmer ernes Tumiera.**' 
Bentsche Schach 2 »itaag 49 ^ 1894, p. 33 — 38 

6S1. Steinert, O „Cher ebene zosammenhangende Liniengebilde/‘ 
Arch. Math, Phys. (2) 13, 1894, p. 220—222. 

632. Wolf, Rudolf. „Stadie fiber den RSsselsprung^*' («= Nr. 83 
ans des Verfasaera Arfeikelserie „Aatronomische Mitfceilnngen“^). Viertel- 
jahrsachriit der Naturforsch Gesellseh. Zfirich, 39 Jahrg, 1894, p. 147 
—164. 

* 633* Oesaro, Franel, Adrien Akar, Delannoy, Moreau 

fOber das Josephsspiel fesp, das sogenannte CaJigulaproblem.] Intermed. 
des math^m. 1, 1894, p. 30—31, 189—190; 1895, p. 120—122, 229. 

534* Curtze, M. „W6iteres fiber das Josephspiel/^ Bibl. mathem. 
(2) 9 , 1895, p 34 — 36. Siehe Nr. 623 dieses Index, — Siehe a, Abhand- 
lungen zur Gesch der Mathematik, Heffe 7 (Supplement zur Zeitachr. 
Math- Phys 40), 1896, p 112: „Die Handsclmfb Nr 14836 der Kbnigl 
Hof- und Staatsbibliothek zu Mfinchen 

535. Dickson, L E. „Gergonne’s pile problem.^ Amer. Math. 
Soc. Bull. (2) 1, 1895, p. 184—186. 

536. Font^s, J „Sur les carres a bordure de Stifel.“ Assoc fran 9 . 
^ 4 , Congres de Bordeaux 1895, I (Pans 1895), p. 184; II (Pans 1896), 
p 248 — 266 Ygl. Nr. 10 dieses Index. 

537. Lais ant, C. A. „Recueil de problemes de math5matiques 
classes par dmeions scientifiques contenant les 4nonc^s, avec renvoi aux 
solutions de tons les problemes pos6s depuis Torigine dans divers jour- 
naux: Nouvelles Annales de Math^matiques, Journal de Math^matiques 
elementaires et de Math^matiques speeialea, Nouvelle Correspondanoe 
mathematique, Mathesis*‘ HL Algebre Theone des noznbres Probabi- 
lites Geom^trie de situation. Paris 1895. 
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0 ^* Landau E. „Ztir rela4iTen Wertbemeseung der Turnierresul- 
tate.**- Deutsches Wochenschach 11^ 1895, p, 366 — 369. 

5S9^ Lucas, Ed. „L’ariikhm4tique amusante,** Paris 1895. — Siehe 
a. die ZusEtze zu Nr. 406 dieses Index. 

540* Maillet, E. ^Application de la th^orie des substitutions a 
celle des caixes magiques.** Quart Joum. of Mathem.j97', 1895, p. 13S — 144. 

541. Schubert^ H. ,,Zwdlf Greduldspieie/^ Berlin 1895. (Zuerst 
erschienen unter dem Titel ^Mathematische Spielezeien in hritischer und 
historischer Belenchtung^ in: Natorwiss Wochenschr. 7, 1892; S, 1893; 
9^ 1894.) — Neue Ausgabe Leipzig 1899 — Vgl. auch Nr. 501 und Nr. 575* 
dieses Index. 

542. Schubert, H. „Ein zahlentheoretischer Satz.**^ MitteU. d. 
mathem. Gesellsch. zu Hamburg 1895, p. 223 — 225. 

542a. Busche, E. „Beweis des Torstehenden Satzes von Heim 
Schubert.*** Ibid^n, p. 225 — 226. 

542b* Ahrens, W. „Cber einoi z^ilentheoretisehen Satz des Herm 
Schubert.** Zeitschr. for Nath, und Phys. 40, 1895, p. 245 — 247. 

548* Smyly, Gilbert. [L5sung des Shilling-Sovereign-Problems.] 
Educ. Times Heprints 62, 1895, p. 42; vgl. a. ibidem 69, 1893, p. 45 
(R. F Davis). 

544* Tarry, G. „Proprietes du cair^ magique de 3.“ Journal de 
math5m. elem (4) 4, 1896, p 65 — 66. 

545* Tarry, G. „Le probleme des iabyrinthes.** Xouv. annal. de 
mathem. (3) J4, 1895, p 187—190 

546. Tarry, G. „Sur la theorie des carres magiques impairs a 
deux degres ** 4 S , 1 Tafel. Anschemend eine SonderverQffentlichimg 
der „ Assoc. fran 9 in deren Compte rendu 24^ Congres de Bordeaux 1S95, 
I, Paris 1895, p. 179 nur ein kurzes Referat steht 

547. Frost, A. H. „The Construction of Nasxk Squares of any 
Order** London Mathem. Soc Proc 27, 1895,6, London 1896, p 487 — 518. 

548* Busche, E „Cber die Schubert'sche Losung eines Bachet*- 
schen Problems ** Mathem. Annal. 47, 1896, p 105 — 112 

549. Gel in. „Du meilleur systeme de numeration et de poids efc 
mesures.** Mathesis (2) 6, 1896, p. 161 — 164 

550. Landau, E „t3'ber das Achtdamenproblem und seme Ver- 
allgemeinerung.** Katurwiss Wochenschr 11, 2 Aug 1896, p 367 — 371. 

551. Latoon, F „0n common and perfect magic squares** London 

1896 140 S. 

552. Moore, E. H „Tactical Memoranda I — HI “ Amer. Joum of 
Mathem. Iti, 1896, p 264 — 303 

558. Maddison, J. „Note on the history ot the map-coionng 
problem** Amer. Ma'&em Soc. Bull. (2) 3, 1896/7, p 257 

554. Ahrens, W. „Dber das Gleichungssystem einer Kirchoff’schen 
galvanischen Stromverzweigung.** Mathem. Annal. 49, 1897, p 311 — 324- 
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Berdell€, Cii. „L*Aritlinietique des Gammea “ Assoc. fran 9 - 

Congres de Sainfr-^tienne 1897, I, Paris 1898, p. 181 ; H, Paris 1898, 
p. 198—^1. 

Davis, Ellery W, „A geometric pictare of the fifteen school 
girl problem.** Annals of Mathem. 11, 1897, p. 166 — 167. 

6£7« Gochmann, Oh. „Darstellung der Zage der Schaohfiguren 
dnreh eomplexe Grafien.** 1897. Spaczinski’s Bote Kr. 263 (Rnasiach). 

S&8. Grosse, W. „TJnterhaltende Probleme und Spiele in mathe- 
matiacher Belenchtnng.** Leipzig 1897. Zn einem nicht unerheblichen 
Toil nnr eine verstandnislose und daher fehlerhafte, iibrigens nnerlaubte 
Dbezsetoing einzelner Abschnitte des Lncas^schen Werkes (!Nr. 406 dieses 
Index), in dem Grosse sogar „eine ganze Reihe von Pehlem** entdeckt 
Oder naehgewiesen haben vpill; anf wessen Seite diese „FelLler‘* liegen, 
s. ans dBt Beaprechtmg in Zeitschr. £ Math. u. Phys. 44, 1899, p. 125 — 126. 

559* MoClintock, Emory, „On the most perfect forms of magic 
84(pzares, with methods for their production.** Amer. Journ of Mathem. 19, 
1897, p. 99 — 120* (Bead before the Amer. Mathem. Soc., April 26, 1896). 

669- Pitre, Giuseppe. ,Jndovinelli, Dubbi, Scioglilingna del po- 
polo siciKano** = Biblioteca delle tradizioni popolari Sicilian e, vol. XX, 
Torino-Palermo 1897. 

661* Stackel, Panl. „t3'ber Nachbargebiete imRaume** Zeitschr. 
f. Math. n. Phys. 49, 1897, p. 276—276. 

562 . Tarry, H. ,,ProbRme des n reines sur Tecbiquier de cases ** 
Assoc. firan 9 . Congr^s de Saint-fitienne 1897, I, Paris 1898, p. 176, 

583. Lange, Max. „Das Schach vom akademischen Standpunkt.** 
Berliner Schachzeitung 9, 1897/98, p 1 — 6. 

664. Tait, P. G. „On the Generalization of Josephus’ problem** 
Edinburgh Eoy Soc Proc. 99, 1897/99, Edinburgh 1900, p 165 — 168 
« P. G. Tait, Scientific Papers 9, Cambridge 1900, p 432 — 435. 

665* Wernicke, P „0n the solution of the map color problem.** 
Amer. Mathem. Soc. Bull (2) 4, 1897/8, p. 6. 

666. Boije af Genn^s, C. 0. „Sax un probleme d’Euler men- 
tionne par Legendre dans sa theone des nombres (3« Ed T. 11 p. 144) 
et quelques notes sur les carres magiques de 3 et de 4.** Bihang till 
Kongl. Svenska Tetenskaps-Akademiens Handlmgar, Band 94, Afd. I, 
No 2, Stockholm 1898 15 S. 

567. Heawood, P. J „On the four-colour map theorem “ Quart. 
Joum. of Mathem 99, 1898, p. 270 — 286. 

668. Heffter, L. „Gber metacyklische Gruppen und Nachbarcon- 
figurationen.** Mathem AnnaL 50, 1898, p, 261—268; s. a. von demselben- 
„C'berNachharconfigurationen, Tripelsysteme und metacyklische Gruppen.** 
Deutsche Mathem. -Yereinig, Jahreshar. 1896, Leipzig 1901, 1 Heft, 
p. 67—68. 
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Hellezibacli, Lazar Baron von, Magie der ZaMasi als 

Onmdlage aller Mannigfaltigkeit nnd das seheinbare Fatom/^ 2l. Anft. 
Leipzig 1898. 8. AnfL. Leipzig 1910. — Als Erscbeinxtng^pdir nnd -ort 
der 1. Ansgabe wird angegeben; Wien 1882. 

670. Mac Mabon, P. A. new method in combinatory analysis, 
with application to latin squares and associated questions.^ Transactions 
of the Cambridge Philos. Society Id, 1898, p. 262 — 290. 

671. Mertelsmann, A. F. H. ,J>as Problem der Id Pensionats- 
damen.^^ Zeitschr. for Math, nnd Phys. 4B, 1898, p. 329 — 334. 

572* Netto, Eugen. Artikel ,,Kombinatorik“ (1898) in: „EncykIo- 
pSrdie der mathematischen Wissenschaften^^, Bd. 1 , Leipzig 1898 — 1904, 
p. 28 — 46. — FranzSsisch in der Bearbeitung von H. Yogt in: „EIncy- 
clop^die des sciences mathdmatiques puxes et appliqudes^'', Edition &an* 
9 aise, publiee sous la direction de Jules Molk, t. 1, vol. I, ^c. 1, 1904, 
p. 63 — 132 (^Analyse ccunbinatoire et Thdozie des determinants^). 

578* Peano, Criuseppe. „La numezaziona binaria applicata alia 
stenogn^a.^ Atti della B. Accadesooia ^elle Scienze di Torino, voL 34, 
1898—1899 (1898), p. 47—55. 

574. Petersen, J. f&ber den (mit dem Farbenkartenproblem in 
Zusammenhang stehenden) Satz von Tait.] Intermed. des matbem. ^5, 
1898, p. 225—227; d, 1899, p. 36—38 

575* Schubert, H. ,,Mathematiscbe MnOestunden.*^ Leipzig 1898 
(1 Bd.). — Zweite Anfl. (GroBe Ansgabe in 3 BSnden) 1900. — 3. AnfL. 
(3 Bde) 1907 — 1909 — Daneben kleine Ansgabe, 2. Aufi., 1904; 3. Anfl. 
1907. — Die Bezeichnung der Ausgaben, deren zr. Zt. neueste als „£l6in6 
Ansgabe. Dntte Anflage^*- und „Grofie Ansgabe ‘^Dritte Auf lage*‘ bezeichnet 
sind, ist nicht einwand&ei und irrefuhrend; es sei daher hier ausdrdck- 
bch bemerkt, daB nicbt etwa 6 verschiedene Anflagen — 3 der groBen 
nnd 3 der kleinen Ansgabe — existieren, sondern nnr 5 {Z der kleinen 
nnd 2 der groBen Ansgabe). 

575^. Schubert, H, „Mathematical Essays and Recreations From 
the German by Th. J. Me Cor mack London nnd Chicago 1898 149 S — 
2 Anfl. 1903. — Wohl eine tJbersetznng von Nr 641 ; vgl. a Nr. 501. 

676. Andre, Desir^ „De la comptabilite des assauts complets.'"’ 
Bull de la soc. philomathiqne (9) 1, 1898 — 99 (^1899), p. 139 — 153. YgL 
dazn a Intermed. des matheza. 7, 1900, p 265/6, sowie Nr. 686 dieses 
Index 

577* Sprague, T. B „On the Eight Queens Problem “ Edinburgh 
Mathem. Soc. Proc 17, 1898/99, p. 43 — 68. 

'578. Fonrrey, E. „Recreations arithmetiqnes.*** Paris 1899 263 S — 
2e ^dit. 1901. 

579. Landau, E. „Eine Schachfirage Der Schachfirennd, herausg 
V. d Berl. Schachgesellschaft 1899, p. 97 — 99 

AhrexLs, Matheza. tJntdr^|iibltazisext S Aufi 11 
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Moore, E. H. ^Ckmcemiiig tbe GeaeraJ Equations of i^e So* 
TwHx ud the S^& B^prees.^^ Mathem. Anaal. 51, iS99, p 41T— 444. 

6S1* Polignae, C. de. „Sur le th^rfeme de Tait.‘‘ Bull de la 
soc. maitlidiii. J27, 1899, p. 142—145. 

SSS. Bohn, K ,J>as Damenproblem anf dezn Schachbrett.^ Deutsche 
Sfdiadbseilsmg 54, 1899, p. 1—8; 3S— 86; 151—153. 

582a* Folcker. fMitteilTmg* uber das n-KSmgiiineii-Problem.} 
Deutaehe Sehachaedtoig 54, 1899, p. 286—287. 

588* Saint-Loop, Louis. „Note sur les carr^s magiques.** Be- 
aanfon 1899 10 8. 8^. 

584. Tarry, G. „Cm:ioBite matbfeiatique." Nouv. arm. de math^nu 
(8) 18, 1899, p. 156. 

585. Andr4, D. „De rorganisatiou des assauts coxupleta.“ BulL de 

ht aoc. philomathiqne (9) 1899—1900 (1900), p 45—73 

586. Andr5, D. ^Suppl^ment a la comptabilite des assauts com- 
plefca.*** BulL de la soc philomathique (9) 2, 1899 — 1900 (1900), p. 77 — 88. — 
Siehe Kr 576 dieses Index. 

587* Ahrens, W. „*Cber die Paarung der Tumierfceilnehmer 
Deutsche Sehachzeitung 55, 1900, p, 98 — 99; 180 — 182; 227 — 228. 

588. Bachmann, P. Artikel „Medere Zahlentheoiie^^ (1900), 12: 
^Magische Quadrate^, in: „£ncjklop5die der mathem. 'Wisseuschaffcen^, 
Bd. 1, Leipzig 1898 — 1904, p.580. — Wesentlich erweitert von E Maillet 
(1906) in der franxOs. Ausgabe; „Encyclop4die des sciences math^ma- 
tiques pures et appliquees“, t. I, red. par J. Mo Ik, voL 8, p. 62 — 75: 
^Figures magiques^^. Hit wertvoUen Anmerkungen von J. Mo Ik und 
G. Enestrdm. 

589. Cama, B. ^Solution of question 14149“ [Eine Anzahl- 
bestammung for ein Farbenkartenproblem.] Educ. Times Reprints 72, 
1900, p 108—104. 

590. Carpenter, Geo. E „On the AT Queen's Problem.^ The Bri- 
tish Chess Magazine 20, 1900, p. 42 — 48, 133 — 137, 181 — 183, 223 — 225, 
264 — 267, 300 — 304, 344 — 364 — VgL Nr. 305 dieses Index. 

590a* Planck, C. „The n Queen’s Problem.** The British Chess 
Magazine 20, 1900, p. 94 — 97. 

591* Cunningham, Allan and Whitworth, W. A. ^Solution of 
question 14 152 “ [Eine Anzahlbestimmung fur ein Anordnungsproblem.} 
Educ. Times Reprints 72, 1900, p. 87. 

592. Pitting, P „'&ber eine VeraUgemeinerung der ROsselsprang- 
aufgabe.** Zeitschx. fur Math, und Phys. 45, 1900, p. 137 — 160 

598. Mac Mahon, P. A. „Combinatorial AnaJysia The Founda- 
tions of a New Theory.** Philos. Transactioss of the Roy Soc, of London, 
Series A, voL 194, 1900, p. 361 — 386. 
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594. Tarry, G. „Lee pemiirtadons carrees de l)a9e 6," Mdzaoiree 
de la Socidtd Boy. des sc. de l^bge (3) 2^ 1900. 10 Seiten = Matbe^ 
(2) 10, Juillet 1900, SnppL p. 23 — 30. — YgL a. Intezixied. des math^m. 
7, 1900, p. 14—16. 

594a* Tarry, G. „Le probleme des 36 officiers.^^ Assoc. firan 9 . 29, 
CongT^ de Paris 1900, paziie, 1900, p. 122 — 123; 2« pariie, 1901, 
p 170 — 203. Ancb dem Interm^d. des mathem. 8, 1901, als Separatab- 
drack beigelegk 

595. Tarry, G. „Carr^s magiques Bnpdrieurs.** Nonv. aim. de 
math&i. (3) 19, 1900, p. 176—177. 

0 

Kacditrag (19. Jalixlmndert). 

596. Im „ILayaI Society of London CataXogne of Scientific Papers 
1800 — 1900^, Subject Index, Yolnme I: Pure Matbematics, Cambridge 
1908, p. 84^t finde icb nnter dem Titel „Magic squares^ nodbi folgende 
Arb^ten, die mir nadbi Inbalt, wie aixcb nach TitA rdlHg imb^iannt sind: 

GySry, S. Magyar akademiai £rtesit5 1866, p. 77. 

Marcband, D. Les Mondes 2^ 1882, p. 106, 247. 

Mayor, P. Bull, des Stances de la Sociefc^ Yandoise des 
Sciences Natnrelles, Lausanne, 27, 1892, p. 243. 

Rocqnigny, F. [G] de. Les Mondes 2, 1882, p. 163. 

Gleicbfalls nach dem „Boy. Soc. Catalogue” (1 c. p. 81), teilweise in 
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brett I, 277 

KOnigin, Brettablanf I, 394 f 
— , Gangait I, 213/214 
— , — in 3 Dimens. I, 238. 

— , Maximalproblem a „Acbtk5ni- 
ginnenproblem^* ; b. a IT, 351 f. 

— , Minimalproblem s. „FunfkSni- 
ginnenprobleTn^‘. 

— , Mindestzngzahl f vorgeschxieb 
Sprang I, 284. 

— , Zugzahl I, 276, 278; vgl, a, 11, 
351/352 

KOniginnen, 2 — auf dem Schacb- 
brett I, 276^277. 
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Kdnigmneai, 3 — auf dem Bdiach- 
bretfc I, 277 

— ,4 — auf dem Scbachbrett I, 293, 
310. 

Kdnigsberg i. Pr. II, 183 f., 429. 
Sohlkopf s. „Wol£‘‘. 

Konslaaate, „ma^cbe** II, 4, 6, 8, 
18 f.; s. a. I, 260. 

Eireiswnlst 11, 42 
Sxenzj^iel I, 184. 
aKreuzztig" 11, 89 
Kuas I, 28. 

I^abyrmtiie II, 189 — 195. 

Ii3.ufer, Brettablauf I, 395 — 398 
— , Gangarl I, 213/214, 243—246 
(aaaljt. Formolierang) ; s. a. U, 39. 
— , Gangart in 3 Dimens. I, 238. 
— , Maximalzahl obne Angriff I, 
260, 271 f. 

— , Problem der 8 resp. n — I, 261, 
264—270, 271 (Tab.) ; s. a I, 245 ff. 
— , Minimalproblem 1, 311. 

— , Mindestzugzabl flirvorgeschrieb. 

Sprung I, 284. 

— , Zugzahl I, 275 f, 278 
lateiniscbe Quadrate s u „Qaa- 
drate‘‘. 

latrunculorum Indus I, 164 
Leiden II, 124, 120 
Leipzig II, 328 

Lineal bei geometr Konstruktionen 
n, 291. 

„Linearkomplexion"‘ II, 171 
„Linienkontinnnm“ II, 171. 
Liniensysteme 11, 171 ff., 220 — 223 
London II, 190, 344, 423 
Indus latrunculorum I, 104 

magiache Konstante s „Konstante'^ 

— Quadrate s. „Qaadrate“ 

— Rdsselsprunge s u. „ ROssel- 
Bprunge‘‘ 


Halajen H, 363. 

mathematisches Miacben (EArlen) 

I, 152. 

Mecklenburg H, 135, 

Meenme 1 S. n, 300. 

„Melencolia^^ Dbrers II, 2. 
Menscbengedanken, Satz yom gleick- 
arisen — II, 146. 

Merkaprucbe, Merkverse I, 6, 7, 148, 
150; II, 147—162, 3151,335,361. 
Mischen s. ,>Kartenmiseben^ und 
„mathem. Miscben“, 
Moebius^sches Biatt II, 217. 
Muhlespiel I, 163. 

— ^ einfachste Form 172 — 176. 

Mdneben II, 122, 127, 148, 1601, 316. 
Mutus dedit nomen coeis I, 148 Ms 
162; n, 835. 

Haehbargebiete II, 213 ff., 224 (im 
Raume). 

Nacbbarpunkte II, 214, 218. 

NefTe s. „Onkel‘^ 

Neu-Holland I, 28. 

Nen-Seeland I, 27. 

Nicaa, Konzil von — II, 285. 

Nim I, 72—88, 3991 
Nonnenspiel I, 182 ff ; II, 337 f 
Xorwegen I, 63; vgl dazu II, 328: 
s. a I, 26. 

Notation der Schachbrettfelder a. 

.jScbachbiett^ 

Numberg II, 85, 328. 

Nurnberger Tand I, 63, II, 1, 328. 
Numerationssy&teme 24ff , II, 
319 ff 

„Oberreihen‘‘ El, 166 ff. 

Offiziere, 36, Problem der — — 

II, 55 ff. 

Oktaeder H, 179, 189, 210, 222 
Oktaedergruppe I, 220. 
Oktavalsystem s „Acbtersysiem‘‘. 
29* 
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Onkel nnd ITeffe I, 156 n, 305 f., 
336. 

Orakelspiel II, 197. 

Osterdatum, Bereclmung II, 285 ff. 
Osterreform 11, 290. 

Ostertermixte, 5:5lieste u. spSiteste 
n, 288—290. 

PalS^tixia I, 24. 

Paris I, 26, 33; H, 185, 190, 228, 
314, 387. 

Parkettienmgen I, 125 — 144; BE, 
334; s. tb, II, 63. 

Patente, Getaattchsinnster I, 40, 43, 
183/184, 212, 235 f., 241,200, 324; 
n, 158, 190, 254, 260 
Pentagraimn, Pentalpha II, 187 
I, 164. 

Planetenquadrate resp. -zahlen 11, 1. 
Plombieres II, 298. 

Polea I, 177 
Polyeder II, 176 — 179 
— , reguiare II, 178/179, 189, s. a. 
208—210. 

Polyedersatz, Eulerscher II, 62, 
177 — 179. 

Polygone, reguiare I, 125 ff.; s a. 

n, 294 — 296. 

Portfugiesen II, 136 f. 

Pregelbrucken II, 183 f. 

Preis, akadeia. I, 323. 
Preisausscbreiben IT, 97. 

„Probl^me de Caligula** n, 131, 146. 
,,Problem KirkmauB** IT, 98; s a 
,,Schulmade3ieD.-Problem**. 

— , Steinexsches 11, 99. 

Promenaden dei Pensiouatsmadchezi 
usw. II, 79 — 81, 94 — 96, 97 ff. 

Quadrate, bimagische II, 41. 

— , diabolische IT, 41 
— , doppelt-magiscbe II, 18. 

— , Eulerscke IT, 55, 64 — 68 


Quadrate, Eulersche, diagonale II, 
64—68. 

— , — , pandiagouale II, 66—68; 
8. a. I, 236. 

— , geranderte magiscbe II, 18 
— , gleicbzeilige (magiscbe) IT, 40. 
— , halbmagiscbe s. Quadrate, semi- 
• magiscbe. 

— , kabbalistiscbe II, 41. 

— , lateiuisobe II, 63 f., 66, 68, 264; 
s. a. I, 235. 

— , magiscbe II, 1 — 54, 59, 63 f, 
67 f., 228, 249 f; s. a I, 260: 11, 
347 f 

— , pandiagouale magiscbe II, 39 ff , 
67 f. 

— , panmagiscbe II, 40. 

— , sataniscbe II, 41 
— , semidiaboliscbe II, 41. 

— , semimagiscbe II, 40; s. a I, 379 
— , Stifelscbe II, 17/18, 54 
— , vollkommene (magiscbe) II, 40. 
— , vollstandige (magiscbe) 11, 40 
— , zylindrisebe (magiscbe) II, 41. 
„Quadrillen** (Domino) II, 263 
Quaternioneu II, 197 
Quinarsystem s „Ptlnfer3ystem‘* 

Baumscbacb I, 238; II, 344 — 348 
Recbenkunstler II, 281, 286. 
Recbeumascbine s. „Pinger‘*. 
Reicbstag II, 227. 

Reigen s. „Kinderreigen*‘ 

Reims II, 316. 

Riemannscbe Flkeben II, 170. 
RingASiCbe II, 216 ff. 

Ringspiel, magiscbes I, 63. 

Rdmer II, 134, 277, 334 
Rosselsprung I, 319 ff.; II, 360; s a. 

I I, 166, 262/268; II, 183, 347 f 
' — von 2 Springern I, 333. 
j — , Anzablbestimmungen I, 386 ff.; 
II, 860. 


I 
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BdsselsproQgey geschlosse&e I, SS6^ 
B48f.; s, a. I, 381. 

— , ofTezie I, 326 (Drf). 

— , kabische I, 384 — 386^ ^ | 

— , magische I, 379 — 384. 

— ^ spixalfdrmige 3, 374. 

— , sjmmebdsobe I, 331 — 333, ^91 f.; 

s a. I, 381. ; 

— , zweiteDige I, 328, 382, 368, 374, | 
S91f. (Anzahlbestimmting): s a. j 

I, 381/382. i 

Rufiland I, 32; II, 324 I 

! 

SUkulargleichung (Gl. der s^kal. 
StSnmg.) I, 172. 

Salomes Siegel od. Sohlussel II, 187. 
Salta-Solo II, 260. 

„Sankt PTiders Lek‘‘ II, 130, 146. 
Satoi-Axepo-Formel II, 335. 
Saturniing 31, 219. 

Schach, raumliches I, 238; IJ, 344 
bis 348; b a I, 384 
Sehachantomat I, 324 f 
Sr haebbrett 1, 172 usw , II, 186,216. 
Si,bacbbiett, Feldernotation I, 172, 
184/185, 220 221, 287 288, 356, 

II, 349* s a I, 190, 326 327, 
348^349 Tisw 

— s a. „Weizenkorner‘ 
Scbachbguren, Gangart s „KoBig , 
„KQnigin'' usw 

— , Formeln f d. Gangart I, 16C; 

IJ, 336, s a 281 (Anm.) 

— ^ Wert der verschiedenen — 

T, 170/171 

— , Max von Zugen aller — I, 279: 
s ubrigens „K5nig*% „Konigin'^ 
usw 

Bchachspiel, Aubgang bei absolut 
korrektem Spiel? I, 164f 
— , Mannigfaltigkeit der Positionen 
I, 166, 168, 169. 

» — , Reformvorschlage I, 169170 


Sebaebiheorie u. Matbem I, 166 ff.; 
n, 386f 

SebaebtoEoiere, Paanmg der T^l- 
nehmer R, 81 ff".; vgl. a. „Tur- 
niere*^^. 

Sebaf und Wolf I, 177—181 
Scbaltjabze u -tage II, 277ff., 284. 
Sebatz, der — zu Medinet I, 212. 
ScbuImSdcben -Problem Kirkmans 
II, 97—117. 

Sebweden II, 130; s, a I, 26 
Seebsersystem I, 27, 30f 
Seebzebnersystem I, 34/35; s. a. 27 
SecbzebukOniginnei^Mroblem I, 227; 

EE, 338—344. 

Seuegalneger If, 319 
Septante I, 26; vgl. a, II, 321. 
Sexagesimalsystem I, 27, 29 — 31, 
399; ZI, 323 
Shilling s „Sovereign*‘ 
Siebenbfirgen II, 31C 
Siegesallee von Berlin I, 40 
Sizilien II, 300, 317 
Sklaven s „Herren‘" 

Soldaten, Cbergang uber e FluB 
I, 3 

Solitarspiel I, lS2tt • II, 337 i ; s a 
I, 63 

— i/ttr Oidn I, 202 <Anm 
Sonnenjahr, tropibches II, 277 
Soveieign und Schilliug I, 14 if 
Sparren Sparrenkoppel II, lU 
Sperr- Domino s „Dominosa“ 
Spielschrein Kai^ei Friedrich & 

I, 183; II, 229 

Springer, Brettablauf s ^Rossel- 
sprung"‘ 

— , Gangart I, 325 f., 273 f, sal, 
262* IL 25, 353, 

— , Gangart in 3 Dimens I, 384. 
— , Gleicbung I, 355 356; s a 1G6. 
— , Farbenwecbsel I, 326, s. a 262 
bis 264, 283 f, S48; II, 356. 


i 

i 
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MaadmalproMem I, 261 

bis 264. 

— Mmimalproblem I, 311 £; IT, 
054—360. 

— ^ Mindestzugzahl for vorgesclir. 

Sprazig I, 281 — 284. 

— ^ Zugzabl I, 273 f, 278/279. 
^Spxingerztig^^ H 33 — 38. 
Sfcedingerland II, 135. 
Steganographie I, 48; II, 325. 

Steige, Stiege n, 320 
SMefkijider- Problem II, 138 — 144^ 
146, 161k. 

Stohl, der Heilige — H, 290. 
Sxibsfcitationentbeorie s, „Qrupp8n- 
tbeorie‘". 

Symmeiaie, einfache, doppelte, drei- 
fache I, 221—224. 

Sjrien I, 24. 

Tagsucber II, 279. 

Taitscher Satz II, 220—223, 362f. 
Tait’s, ein Problem — s. „tJber- j 
epriDgungfeauIgaben^* I 

Talismane s. ,,Amtilette'‘. 1 

Tand s. „l?uniberger Tand‘‘ i 

Taquin, jeu da — II, 227 f j 

'Teilnng von Plussigkeiten s „Um- 
falliingsaxifgabea“. 
Terrassenmethodc (mag, Quadr) 
11, 27 f. 

Tetraeder II, 179, 189, 20^, 221 f. 
Tripel II, 98. 

Tripelsysteme I, 78, 151; 11, 99 bis j 
101, 105, 106 I 

Tripelzdge (Solii&spiel) I, 204 f. 
Tiirken u. Cbnsten II, 131 ff 
Tnrm, Brettablauf I, 392 — 394 ; II, 
258. 

— , Gangart I, 213; s. a, 281 (Anm.). 
— , Maximal- u. Minimalproblem 
I, 259, 271 (Tab.), 311; s. a. 232, 
241 f,, 242/243, 302. 


Turm, Mmdestzngzahl fur vorge- 
schr. Sprang I, 284. 

— , Zugzabl I, 276, 278. 

Tnrm-KSnig-Problem I, 232f.; s, a, 
271, 

Turm von Hanoi I, 52 — 61 ; II, 326. 

Tumiere, relative Bewerimng der 
Leistungen und Preisverteilung 
4 171 f ; n, 337. 

Cberfabxten, erscbwerte I, Iff. 

tJberspringungsaufgaben I, 14 — 26 ; 
n, 318f. 

TJmfCillungsaufgaben I, 105 — 124^ 
n, 333 f. 

Verwandtschaften, seltsame I, 166 
bis 162; H, 298 ff., 363. 

Verwandfcschaftskalkiil I, 168/159; 
II, 308—310 

Yierersystem I, 27, 33, 35; II, 324 

-Yierfarbensatz II, 211 ff. 

Yierschacb I, 360. 

Yierundsecbzigersystem I, 34 ; s a. 
29. 

Yigesimalsystem I, 26f , 28; II, 320, 
321. 

Yoiau (Steierm.) II, 316 

Weizenkorner auf dem Schachbrett 
J, 37; II, 324; vgl. a I, 54, 68. 

Welt, Erschaffang aus Nichta I, 28, 
36; n, 323 

WettzS^hlen, Wettspnngen I, 145 
bis 147; II, 334 f. 

Whisttnmier II, 81. 

Wiesbaden II, 376. 

WinkelmaBe s. „Zent6simaltei- 
lmig“. 

Wolf, Scbaf XL — * I, 177 — 181 

Wolf, Ziege, KobLkopf I, If; II, 
315—318, 833 

Wolfenbdttel II, 325. 

Wuifel a. ,,Hexaeder‘‘. 
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Zahl s. „Exraten*‘. 

,^ZaM nnd Farbe** II, 66, 
Zahlensystema I, 26 fT.; II, 
Zankeisen I, 66; II, 626, 323. 
Zanb^kette I, 63. 

Zecbgeaellec, Iiist der zw61f — II, 
133f., 146, 152. 

Zeitmafie s. ,,ZeiitesimaIteili 2 ii^^. 
ZentesimaltellTmg der Winkel- and 
ZeitmaEe I, 32 f. 


Zerle^ngen einer Zabi, perfekte 
XU snbp^iiekte I, 64 6r. 

Ziege s- „Wolf**. 

Zirkel, Geoznetrie — s 11, 261. 
Znliebower Anstalten If, Vorwort 
{S. Yni), 65, 263; a. a. 11, 328. 
Zwanzigeiajatem s. „YigesimaI- 
aystem'*. 

Zwdlfersystem I, 27, 30 f., 35, a. a. 
32; n, 324. 


Beriebtig’xingen. 

Seite 67, Z. 10/6 v. n, Kes; ,,S4ixidiengef6,brten.“ stati „Stad€nteii‘* 
Seite 126, letzte Silbe der Seite lies: „par~“ statfe ,,pax"^ 

Seite 147, Anm. 2, ist das Koznma am Scblafi der eraten Zeile zu 
streichen. 



Vom gidchen Verfasser erschienen femer 

Der L Band der Mathematischen Unterhaltungen und Spiele. 
2^ Verb, Aufl. gr, 8. Mit ^oo Fig. [IX u. 400 S-] 1910. Geb. M. 7,50. 

MtDas Wexk ist sldicarlidi em wertvoUer Bestaadteil tmserer Literatar und ein Zeuguis echt 
deutschea, gifLiidliclieu G«lelurteBfleiBes» der aach dem Spiel Ernst abzagewinnen weiB nndntcbt 
nditL als bis der eiamal in Angnff genommene Gegenstaad bis ms klexnste aufgebellt ist,** 

(NaturwissenschafUiche Wochenschrift*) 

Matbematisclie Spiele. Mit i Titelbild u. 77 Fig. [VI u. 1148.] 8. 1916. 
(ANoG 170.) Geb. M. 1.20, geb. M. 1.50. 

X>as sncht in das Verstandnis all der Spiele, die „iingleith voU von Nachdenken** 

▼exgnngen, well mat* bei ihnen recbnet^ obne Voraussetzang irgend welcber xnatbemaUscber 
einzof^bren nad so ibren Reiz fur ^achdenkliche erbeblicb zn erhdben. 

Scherz und £mst in der Mathematik. 2. Aufl. [ca. 520 S ] gr 8 
(Unter der Presse 1918.) 

Das Bach bietet exne unerscbdpfliclie FuUe \on geflugelten und ungefiugelten 'Worteu 
ans dem Munde der bedeutenderen Matbematikeri Astronomen und Pbysiker, die auf ihre 
Gewobnbeitexi, Aascbauungen, wissenscbafthcbeu Hestrebungen ein belles Licht werfeu 

Mathexnatiker-Anekdoten. Mit 9 Bildnissen. [IV u 56 S ] 8. 1916. 

(MPhB 18.) Steif geh. M. i.— 

Das Bbcbleia bietet semen Lesem erne Reibe interessanter oder amusanter VorfjLlle aus 
dem I^ben henrorragender Matbematiker. 


Das chinesisch-japanische Go-Spiel. Eine systematische Darsteilung 
und Anleitung zum Spielen desselben von Hof rat Dr. Z,. von Ptatindlert 
Prof, an der Universitat Graz Jilit zahlreichen erklarenden Abbildungen. 
[VI u. 74 S.] 8. 1908. Geb M 3. — 

„Es ddrfte kaum eine geexgnctere Einfiibrung in dieses geistreicbe Spiel mdgbcb sein ** 

^Diterarisches Zentralblatt fdr Deutschland ^ 

Das Schachspiel und seine strategischen Prinzipien. \"on Dr. 
M. Lange in Berlin. Mit den Bildnissen E. Laskers u. P. Morphys, i Schach- 
brettafel u. 43 Diagrammen. 3 Aufl. [112 S] 8. 1918. (ANuG 281) 

Geh. M. 1.20, geb. M. i 50. 

„Hier lernt der Stndiereude das ganze Ru&tzeug der moJeruen Scbule kenncn Das *tVerk- 
cben, das 'Vou emem in llieone und Praxis gleicb bervorragendeu Each maun verfa&t ist, 
nimmt unter den fiir Aufanger gescbriebenen Lebrbucbem etnen ersten Rang ein ** 

(Deutsche Schachzeitung.) 

Riesen und Zwerge im Zahlenreich. PJaudereien fur kleme und 
groB^JrSindg der Rechenkunst. Von Oberrealschuldir. Dr. JV, Ltetzmann 
in Jeng-^^Mit iSJFig. [IV u. 56 S.] 8 1916. (MPhB 25.) Steif geh, M. i. — 

„Ob es sicb xiipsjilahlen and um Zabls> steme, am astronomi<«che, pbysikahscbe oder prak' 
tibscbe Fragen bandelt, ob von Scbacb, Kriegsentscbadigung, MolcLulen, GescboBpbotograpbien, 
Spaltpilzen usw. die Rede 1st, immer berrscbt eine federnde Leichtigkeit in der Darlegung 
wTe im StiL“ m (Frankfurter Zeitung.) 

"Wo Steckt der Fehler? \"on Oberrealschuldir. Dr. IV, Lieizmann in 
Jena und weil. Mag. scient. V, Trier m Kopenhagen. 2. Aufl. Mit 29 Fig 
[IV u, 57 S.]* 8. 1913. (MPhB 10.) Steif geh. M. i.— 

famoses kleiues Bacblein toU mathematxscber Scbnurren nnd Trugscblusse, an dcnen 
man Matbematik und Logik lemen kanu.** (Prometheus.) 

Geheimnisse der Rechenktinstler. Von Oberrealschulprofessor Dr. P/i, 
Ma//neAen in GieQen 2 Aufl. [IVU.48S.] 8. 1913. (MPhB 13.) Steif geh M i.— 

TerbluiFend scbnelleu Ldsangett von scbeinbar scbwierigen Beispieleu erklart Verf 
so leicht faBlicb, daB es selbst obne besondere Vorkenntnisse mSglicb ist, solcbe Beispiele 
selbst scbnell zn Idsen." (Osterreichische Handelsschulzeitung > 

Auf samtbcbe Preise Teuerangszuscblage des Vcrlages und der Bucbband^ungeu 


Verlag von B. G, Teubner in Leipzig und Berlin 



Geschichte der Mathematik 

Beispiele zur Geschichte der Mathematik. Ein mathematisch-bisto* 
risches * Lesebuch. Von Studienrat Prof. Dr. A. WiUii^ in Dresden, und 
Gymn--Prof. Dr. M. Gebhardi in Dresden. II. Teii. Mit i Titelbiid u. 28 Fig. 
[VIII u. 61 S.] 8. 1913. (MPbB 15.) Steif geh. M. i.— [L Teil in Vorb.] 

Naturwissenschaften and Mathematik im idassischen Altertum. 
Von Dr.y. L. Heiberg, Prof, an der Univ. {Copenhagen. Mit 2 Figuren. 
[YI n- 102 S.] 8- 1912. (ANuG 370.) Geh. M. 1.20, geb. M. 1.50. 

Die Mathematik im Altertum u. im Mittelalten Von Dr. H. G.Zeuiken, 
Prof.an d.Univ.Kopenhagen. [lVu,95 S.] 1912. (KdGIII, Abt. i, 3.) Geh.M.3-— 

Ge^hichte der Mathematik im 16. imd 17. Jahrhundert. Von Prof. 
Dr. H, Cr- Zeuthen . . Deutsch yon B.bliothekar R. Meyer in Kopenhaged. 
fVIII u. 434 S.] gr, 8. 1903. (Abhandl. 2. Geschichte d. mathematischen 

Wissenschaften ) Geh. M. 16. — , geb, M. 17. — 

Das Stadium der Mathematik an den deutschen Universitaten 
seit Anfang des X9. Jahihunderts. Von Pr<^. £)r. IfC L^y, Direktor 
der offentL HandeM^aMLStalt zu Leipzig, 13 Abbildungen im Text 

n. anf 4 Ta£ n. ^nem SchluBwort zu Band III v. F. Klein. (Imnk B. Ill 9.) 
[XII u. 432 S,] gr. 8. 1916. Geh. M. 12. — , geb. M. 14. — ' 

Zeittafeln zur Geschichte der Mathematik, Physik 11. Astronomie 
bis z.Jahre 1500 mit HinweisaufcLQuellen-Literatur. Von Prof Dr. 
Re/ix Muller in Dresden. [IV u. 104 S.] gr. 8. 1892. Geb. M. 2.40. 

Gedenktagebuch fiir Mathematiker. Von Prof. Dr. F. M ullerm Dresden. 
3 Aud. Mit einem Bildnis des Verf. [IV u. 121 S ] gr. 8. 1912. Steif geh. M. 2. — 

Taschenbuch ftlr Mathematiker und Physiker. Unter Mitwirkung 
namhafter Facbgenossen herausg von Hofrat Dr. F. Auerbach, Prof, in Jena, 
und Dr. R Rotke, Ihrof. in Berlin. 1 . Jahig. 1909. Mit Bildnis Lord Kelvins. 
[XLIV u 450 S., unbcdruckt 12 S ] 8 Geb. M. 6. — II. Jahrg 191 1. Mit Bildnis 
H. Mmkowskis [IX u. 567 S.l 8.^ Geb. M. 7* — III Jahrg. 1913 Mit Bildnis 
Fr. Kohlrauschs. [X u 463 S.] 8. Geb M. 6. — IV Jahrg [In Vorb.] 

ObCT die Entwicklung der Elementar-Geometrie im 19. Jahrh. 
Von Dr J/. Simon, Prof an der Univ StraBburg Mit 28 Fig. [VIII u, 
278 S] gr 8. 1906, Geh M 8--, geb M 9 — 

Urkunden zur Geschichte der nichteuklidischen Geometric. 
II. Band: W. und J. Bolyai, geometiischc Untersuch ungen. Von Geh Rat 
Dr. P Slackel, Prof, an der Univ. Heidelberg. I. Teil Leben und Schriften 
der beiden Bolyai. Mit der Xachbildung einer Auheichnung Johann Bolyais. 
[XII u 281 S[, gr. 8. 1913 II. Teil Siucke aus den Schriften der beiden 
Bolyai. [IV u. 274 S.] 1913 t'Xur zus khuflich ) Geh. M 28. — , geb, M, 32 — 

Geschichte des Problems von der Quadratur des Zirkels von 
den altesten Zeiten bis auf unsere Tage ^lit vier Abhandlungen (in deut- 
scher Obersetzung^ uber die Kreismessung von Archimedes, Huygens, 
Lambert, Legendre Von Dr F. Rudio, Prof am Polytechnikum Zurich Mit 
21 Fig. [VIII u. i66 S] gr, 8 1892 Geh. M. 4. — , geb M. 4.80. 

Die Quadratur des Kreises. Von Gymn.-Prof. E. Beutel in Stuttgart. 
Mit 15 Fig. [IV u. 75 S] 8. 1913. (MPhB 12.) Steif geh. M. i. — 

Aitf samtliche Preise TetierangszascHage dies Verlages and der Bncbhandlungen 

Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin 




Mathematik der darstellenden Kunst 

GrdndzQ^ der Perspektive nebst Anwendtmgen Von Dr. K. DoehU- 
Plot an der Techn. Hocbschule Munchen. Mit 91 Fig. and fi Abb. 
109 S^] 8. 1916. (ANuG 510.) Geh. M. 1.20, geb. M, j.50, 

r Das ak AsUtang' fBr Aes Sdbstanteiiicbt gedadbie BSnddien saclit dnrch die Aji. 
ackaaW ^ ElmAAt in den Torgaag der perspektiviscben Abbildong wie das Verstdndim 
der Jbmm ^erap<Ali»e“ »o renntttein , 

Madiesnatik and Architektur. Von Dr. HT. DoehUmann, Prof an der 
Techs. Hoch^ule Munchen. (MPhB.) Steif geh. M. i.— • 

Mattsomartir smd Maletei. Von Oberlehrer Dr. G. Wolff in Betzdorf. 
Mit iS Fig. a. 39 Abb. [VI 0.768.^ 1916. (MPhB ac/ai.) Steif gfh. M. 2.— 

Die ***>*« hisionscBen Bezieliimg^ zwischen Maler^ nnd mathemaUsclier Perspektive 
Harden ■>**«” mn aus der forxaalen Darstellang^ eines Bildes aaf dessea historiscb* 

kSsstiedacltea Wert za scbliefien. Der i. Tell entwickelt im eB«:sten Anschlofi an die Malerei 
die Gnxadla^cai der malerischen Perspective. Der 2 . Teil analysiert mit den so gewonnenen 
elztzelae persp^tivxscSi besonders lelirreicbe Bilder. Der Yerbasser erstrebt eine enge 
Yedcimf^mg des ma^matiscbeB mit dem knnstgescbicbtlicben Dnterricbt 

Konipositioiisgesetze in der Kunst des Mittelalters. Von Geh. Hofrat 
Dr. A. Sckmarsow, Prof, an der Univ. Leipzig. I. Halbband: Grundlegung 
und romanische Architektur. Mit 9 Abb und 3 Tafeln. Hierzu i Mappe 
mit 18 Tafdn. [IV u. 174 S.] gr. 8. 1915. Geh. M.Ae — , geb M. ii. — 

^’Rtm wabrbaftes YerstSadms der gescbicbtbcben Entwicklnng Itaztn nur dann gewoxuieii 
werdea* ireatt man «cib uber die innere Wesenbexi^ die Gnindgesetze Knast klar geworden 
ist. D«ece Aafgabe kat der Verfasser des vorliegenden Bncbes mxt beeoii^erer Energie in 
die Hand geaemmen. . . . Der erste Teil ei^wickelt die yGnmdlegnng^ ^Ricbtong, ReOuxag, 
Sjrmsaeiiiei, Rbyitotts, Slcbtbarkeit, Tastbarkeit iisf.)> der z^eite brxngt die Bewabnmg nnd 
Aawendtiag im romaatscben Rtrcbenban. » . . Es ist onmogHch^ eia ancb anr ailgemeb^ Ee- 
ferat ntt semer dicbtgedi^ngten Ge d anke n fulle za geben. Eines hsftet fest im 

aaderea. . . . Wir baben es mit einer tiefgrnadigea Arbeit zu tnn, binter der nicbt nur eia 
arnfajawMides Wmea, aoadcra ^ncb eine bewnndemswerte, den Diagen bis anf den innersten 
Gmad Bsdkgdsende geistige Energie stcbt.'* (Tbeol, Literatnrblktb) 

Elementargesetze der bildenden Kunst. Gnmdlagen einer prakti- 
scben Asthetik von Dr. Carmlius, Prof, an der Univ. Frankfurt. 2 Aufl. 
Mit 245 Abb. u. 13 Tafeln. [\TII u. 197 S.] 191 1. Geh. M. 7.—, geb. M. 8. — 

ipgDer Gesicbtspimkt der ,EnItixr des Anges' 13St ancb den darstelleaden Geometer fSr 
einen soften Teal des Libalts Interesse gewinnecu Fastjedes der 6 Kapitel bringt Atu^gungen 
Bad Bes^ldieg die seiaa Aufmerksamkelt fesselru ... Die znr ^Knlttir des Aoges* geg4^>enen 
Dariegasgea and insbesondere die dargebotenen Beispiele nnd G^^enbeispiele ddiften bei 
Tomcbtiger and nchtiger Yerwendang isx (matbematxsdsen und zfMcbnexiscben) Untemcbt 
an ibrem Teile geeignet scan, die Ansbildnng der Ranmanscbanang zu fbrdem." 

Cjabresber. d. dtsch. Math,-Ver«iniguiigO 

Die Ersdehung der Ansdhauung. Von Dr. If. E. Tvnerding, Prof, an 
der Techn. Hocbschule Braunschweig. Mit 16^ Fig. [VH u. 241 S.] gr. 8 
1912. Geh. M. 4,80, geb. M 5.60. 

„Der Yer^asser bat uns bzer exnen vorireffiicben Bextrag zttin geometriscben Untemcbt 
der wesentlicb geeignet ist, die Scbwierxgkeiten der matbematiscben Unterricbts- 
r cferm zn iibensmden. Die Ansstattnng des Bocbes nacb Drack and Abbxldui^en verdient 
Tolbs Lob.*< (Zeitscbrift f. d. Realschulwesexu) 

Biidnisse bedeute^^ Mathematiker. 

G. H. Abel (M. i wlfew Bmter (M. i--)- B. Beliramt (M. i.-). M. Canior (M. i.6o; 
B. (M. z.-). A Cie^k (M. z.6o) £. Cremona (M. x.60). Leonkarthts Buter (bC. z A. 

Z. Bucks (iL I--). C. F. Gauss (M. z -). //. Gra^fimasm (M. i.^). W. R. Hamilton (llC. i 6o\ 
% C. V, Hegmmm (M. z.-). C 7- ^aeoH (H. j. 2 t^ S. Be ^miqtderes (M. x.A. Lord Helm 
<M. a.**) Lm JCrmeeker (M. s.-). P. G. ymi (M. Zw-jL Brans Heumuam (H. z.*)« Brnsi SckrBder 
(II. Q. Sekmrnlck (SI. xj6o>. 5- Tannery QLs.-). P. L. Tn:kehysekef^.zJbo). H. Weher (M. i -) 
Aaf ^untlicbe Frelse Teae rangsaHscb iage des Yerlages und der Buchbandlimgeii 
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DIE MATHEMATISCHEN WISSENSCH AFTEN : 

Unter Leitraig vo® Geh. Reg*-Rat Prof, Dr. F. Klein. (Die Kultnr der 
Gegenwart. Heransgegeben von jProfessor P. Hinnebcrg. Teil III Abt. ^ 

I a halt: x. Die Henebiiag:ei]i der Msdliematik eur Kaltnr der Gegenwart: A. VoA a. pie 
Verbieituixg mai^matfsches Wlssens tmd mathematxscker Anflassang ; H. S. TImerdiag. 
(Nr. 1 txnd 2 « 2. Lleferang.) Oeh- M. 6,— . 3. Die Maihematik im Altcrtom oad tm * 

alter: H, G. Zeutliecu (i. Lieferung.) Geh. M* 3. — . 4. IHe Mathemaiik xm xd, 17. msd sC ^ ; 
Jabrhandert P. StackeL 5. Die Mathematilc dor Nejzeit: N.N. 6. XJber die saamefisads^iie 
Erkeaatais* AToA. (3. lieferung) Ge!s,2t£.5— . 

1 aad 2 geben salcbe BrSrtemagen uber das Wesea nnd die Bedoogbuig der xaalilt^ 
matiscbea Wisswischaftea, die als solcbe jedem Geldidetea vers^dHcb *ein woHen. Die 
Hcfte 3, 4 nud 5 biingen sodann einc Schildemng des bistorisclien Werdegai^ imsefer 
DisxipUn. Die &arbexter nebmea an, daS diese Form der Darlcgnmg, die mebr die allge- 
ineiaen Verkxmpfangea als dea besoaderea Ixibalt der attfefoaDderfotgeiidea Eati^klnagea 
licrvortr^en llJ&t, za ihiem YerstSadius zaar selbstrerstandlicb elnige mathemaiiscbe Vor- 
kenntsxsse voransseizea mafi, aber docb sebr vid kisgaajgdtcber ist als mae systematiscbe 
DarstcHang, die ihre Wirkimg erst b^ strexxgem Fachstndiam entfalten kann In 6 wtrd 
bodana 4^ scbwxexige Tersucb gemacbt^ das Wesen der matbematiscben Brkeantois in einer 
dem beougea Staadpcuckt ent^recbenden Form mebr pbilosopbisch dansulegen, 

U B E'R DAS WESEN DER MATHEMATIK 

Von Geb. Hofrat Professor Dr. A. VoJS. 2. And. Gebeftet M. 4. — 

„Der Hanpttext gibt in gdatroHer* amdb dem NtcbtPadbtnxatheiaatiker leicbtrerstandlicber 
and docb echt Art date knrzo ScbOderong der Eatwicklnx^ der Matbexnatik 

und daraaf ? ni| i rfka<tig e& 'ObesbBck Sber aBe ibre togiscb nnd phEosopbxscb bedexx^amen 
tiegiilb 4 er T^kt^bliema, Jm sAt wertroUea AnTaerkangen findeb xnan nabeze Erlaatenmgen 
and Ansemandera e t a angea nut der aeltgesSssiscbea wissenscbaftlicben Literatnr. Die kl^xxe 
Scbrift kann daher nor aufs warmste empfolden warden." {Pbysikalischc Zeitscbrxfr) 

PHYSIK 

Unter Redaktion von Prof. Dr. E. Warburg, io6Abbildungen. (Die Knltur der 

(iiSgenwaTt. Hrsg. von Prof. P. Hinneb^erg. Teik EH, Abt. IQ, I.) Gebeftet 
M. 22. — , gebj^ndeiTM. 24. — , in Halbfranz M* 30. — 

Inhait L Mecfaanik: E. Wxecbert IL Akustik. F. Auerbach III Warme: E Dom, 
A.Emstein, F. Hennmg, L. Holborxv W.JSger, H. Rubens, E. Warburg, W Wien. IV. Elek- 
tnzitdt: P Braun, J. Elstcr, R. Gans, E. Gebrcke, H. Geitel, £. Gumbch, 'W.Kaufmann, £ 
Lecher, II. A. Lorentz, St. Meyer, O Reicbenheim, F Ricbarz, E. v Schweidler, H. Starke, 

M. Wien V. Optik. F.Exner, E Gebrcke, O. Lammer,-. 0 . Wiener, P. Zeeman. VL AUge- 
meine Gcsetze und Gesicbtspnnkte , A Einstein, F Hasenobrl, M Planck, W Voigt, E. Warburg 

, 4 ^er vorliegende Band 1st etii glanzender Bewei^ fur die Rxchtigkoit des dem gesamten 
Untemehmen der Kultur der Gegenwart zagmnde liegenden Gedaokens, den gegenwkrtigen 
Stand aUer Wissensgebiete \oa den fuhrenden Mannem dieser Gebiete sclbst darscellen zu 
Lassen. FQr die Pbysik 1st dad arch ein Werk entstanden, das monumental genannt werden 
mafi. Abbandlnngcn sind teils ubeirsicbtliche Zusammenfassangen von Forschnngsergeb- 

nissen, teils bcbt\olle Aoseinandersetzungen uber Prinzipienfragen, Jeder, der seine physiLa- 
lisrben Keantuissc erweitern und vertiefen will, wird in dem Buche GenuB und reicbe Beleh* 
-rung findeu ** (Zeitscbrifc fur den pb> sikalischen nnd rheraisclien Dnterricht' 

P H Y S I K U X D K U L T U R E N T W I C K L U N G 

durcb tecbnische und wissenschaftliche P'rweiterang der mcnschlichen Xatur- 
anlagen. Von Geh. Hofrat Prof. Dr, Otto Wienei. Mit zahlreicben Abbildungen. 
Geh ca, 4 40, geb ca. M. 5 40 

Der bekannte Leipziger Physiker zeigt m diesen Vortragen, die ursprungUch einem Hoch- 
scbulkurse vor unseron Feldgrauen in Mazedomen zugninde lagen, in sebr mteressanter Weise, 
wie die allgemeine KuUarentivicklang auf der wissenscbaftlicben uni techmschen Frweiterung 
unserer Naturanlagen beruht, die uns zu drei Grandleistungen befahigen, und zwar zur Aof- 
nahme auBerer Exndrucl^e, zu ihrer geistigen Verarbeitong and zu ihrer tatigen Vervrertung 
In drei Abschmtten fiibrt der Verfasser im einzelnen aus, wie durcb Erweiterung der Sinne 
mit Hilfe ton Apparaten, der Geistesanlagen durcb das kdnstbche Geduchtnis, die Bucher, 
imd durcb abkurzende wns&ienscbaftlicbe Verfabren, und der GiiedmaBen durcb Werkzeuge 
and Masebmen die Mannigfaltigkeit und der Freiheitsurnfang der menschUeben Betatigungen 
fortwabrend vergroBert wird. So werden die wissenscbaftlicben und technischen Grundlagen 
entvrickelt, aui denen der Kulturfortschntt berabt, und die vielfacbcn Aawendungen gezeigt, 
die die Tecbnik auf den \ erschiedensten Gebieten fur die Ergebnij^se der wisseuschafthrhen 
Forsebung gefonden bat, 

Auf samtbebe Prexse Teuerungszustblhge des Verlages and der Bnchbandlungen 
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Mathematisch-Physikalische 

Bibliothek 

QeraeiaversfSndliche Darstelltsngen aus der Mathematik 
a. Pli3^s!k. Unter Mitwirkxmg von Fachgenossen hrsg, von 

Dr.W.Lietzmann and Dr. A. Witting 

Dkcklor der Ot»emnisc&aie zn Jena Stodienrat, G7nia3sialfn*of.m Dresden 

Fast alle BSadchea enthalten zablreiche Piguren. kl. 8 Kart je M. 1.— 
Hlerzti Teoemttgs^schtSge des Vedag^es und der Buchhandlungen 
Die Samtaltu^, die in einn^ln kILuflichen BUndchen in zwangloser Folge 
heransg^eben wird, bezweckt, alien denen, die Interesse an den mfif he* 
matisr^-plijslkalischen WIssenschftften haben^ es in angenehmer Form 
zn ermCglicheiif sich dber das gemeinbin in den Schulen Qebotene bin* 
aus m belebren. Die B^dchen geben also toils eine Vertiefung solchet 
efementaren Probleme» die allgemeinere kulturelle Bedeutung Oder be* 
sonderes wtssenschahlicbes Qewicbt haben, teils sollen sie Dinge behan* 
def^, die den Laser, obne zu groSe Anforderungen an seine Kennfnisse 
n st^leii» in nene Qebiete der Mathematik und Physik einfdhren* 

Bisber sind erscbfenen (1912/18): 

l, ZHieni end Zlierasystente. LTeil: Die Zahlzeichen der alten KuUnrvClker, Von 
B. Ldifler. 2., nenbeaib. Anfl. 

2* Bar der Zahl in selaer ttnd lilstaiiscfaeit Entwlcklung. Von 

E. WIeleif ner. Z., dttrcbges. Anil. 

8. Her KrtlHi giic t is c iic Lelirsafz ran eluent Ausklicfc attf das Pennatsdbe Problem. 
Vea W. l^ietzmana. 2. Anfk 

€, WabrscheinilehkeMsrecbiiting nebst Anwendnitgefl. Von O. Met 8 ner. 

^ Bie 'PaQgesetze. Von H. E Timecdiag. 

E Im 0e pr^Mite Qecmetrie, Von M. Zacharias. 

7. Bie 7 Beeiiaiiingsarten mit angmadnen Zahlea. Von llurWieleitner. 

B* Tlieerle der Ptaaetenbewegang. Von P. Meth. 

9. EkOmtntag la die laflnitesiraalrecbnnng. Voa A« Witting. 2. Anfi. 

IE We sM^t der PeMer? Von W. Liefzmann and V. Trier. 2. An8. 

11. Keastraktieiiea fn begrenzter Ebeae. Von P. ZOhlke. 

12. EHe QeiAdratar des Kreises. Von 6. Bentel. 

la. Geifeekn^sse der Becfae^an^ler. Von Ph« Maennchen. 2. Anfl. 

14. Bar^eileitde Geometrle des Oelfiades. Von R.Rothe. 

15. Belsplele ziir Oescbichte der MathematilE. Von A. Witting tind M. Qebhardt. 

Id. Die Asleragnag mathemat. ModeEe. <F8r Skater nxittl, Kl.) Von K. QiebcU 
17. Drebi slcb die Erde? Von W. Brunner. 

IE M^bemtOcer-Aaekdolea. Von W. Ahrens. 

10. Yom perie^sefeea Dezim^bmcfi znr Zahlentheorie Von A. Leman, 

W2L Ma£bemftdk mtd MaiereL 2 Teile m I Bfjgide. Von O. WoUf. 

22. SektaseflrblaQies&atlk. Von A. Witting. 

23. Theeiie ttad Praxis des Reehenschlebers. Vos A. Rohrberg. 

24. Die ataEMmal Grtindlagen der VariaSons- u. Vererbungslehre. Von P. R i e b e s ell. 
2E Riesea atid Zwerge fm Zablenreicbe. Von W. Lietzmann. 

26. Metbedea zstr Ldsang geometrlseber An^ben. Von B. Kerst. 

27. Karte nod Krokl. Von H. Wolff. 

2E la die Komograi^bie. I. Tetl Die Pnnktionsleiter Von P. Lackey 

2$. Die Gmadii^ea nnserer Zeitrecbnang. Von A. Baruch. 

3E Was 1st Gem? Von W. Lietzmann. 

31. IBcfreenkbdiscim Geocnetrie in der Kngelebeae. Von W. Dieck. 

^ Der Ocldeme SekuliL Van EE Tfmerdtng. 

In Vorbereitang: 

DoebiefBaBa* Matbemalik und Afchitektor. Pfeifer, Pfootogrammeirie MQIler. Der Qegen- 
stand der Mathematib. Lackey, Binffihntng in die Nomographie. ILTeil: Die Zeichnung 

als Rechentnaschine^ 
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